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Ueber  gradlinige,  circulare  und  elliptische  Po- 
larisation des  Lichtes. 

-  Von 
Herrn  Flesch 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  am  Gymnanium  tu  Trier. 


I. 

Der  Lichtäther  wird  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  gehal- 
ten hauptsächlich  durch  abstossende  Kräfte,  welche  die  einzelnen 
Theilchen  auf  einander  ausüben,  theils  aber  auch  durch  eine  be- 
sondere Einwirkung,  welche  er  von  Seiten  der  Moleküle  der  pon- 
derabilen  Materie  erleidet.  Im  leeren  Räume  nuas  derselbe  also 
gleiclii'örmig  verbreitet  sein,  überall  gleiche  Dichtigkeit  und  nach 
allen  Richtungen  dieselbe  Elasticit&t  haben.  In  einem  mit  wägba- 
rer Materie  erfüllten  Räume  dagegen  kann  seine  Dichtigkeit  von 
jener  verschieden  sein  und  seine  Klasticität  sich  mit  der  Richtung 
ändern.  Letzteres  findet  jedoch  nur  bei  denjenigen  crystallisirten 
Substanzen  Statt,  deren  primitive  Form  kein  reguläres  Polyeder 
ist.  Diesen  Fall  schliesseu  wir  von  unserer  gegenwärtigen  Be- 
trachtung ans. 

II. 

Ein  Aetliertheilcben  sei  um  eine  im  Verhällniss  zur  Entfernung 
der  einzelnen  Theilchen  von  einander  sehr  kleine  Grösse  £  aus 
der  Lage  seines  Gleichgewichtes  gebracht:  so  wird  die  Gesammt- 
wirkung  der  benachbarten  Theilchen  auf  dasselbe  eine  abstossende 
Kraft  sein,  deren  Richtung  durch  die  Gleichgewichtslage,  jenes 
Thellchens  .geht  und  deren  Intensität,  da  £  sehr  klein  ist,  der 
Grösse  £  selbst  proportional  gesetzt  werden  darf.  Ist  also  x  der 
Abstand  des  Theilchens  von  der  ursprünglichen  Lage  nach  der 
Zeit  *,  so  ist 


?~=—ex  (1) 


Theil  IV. 
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die  Differentialgleichung  der  Bewegung,  wo  e  die  Grösse  der  ab- 
stossenden  Kraft  in  der  Kinheit  der  Entfernung  ausdrückt  und  offen- 
bar proportional  der  Elasticität  des  Fluidums  ist.  Aus  dieser  Glei- 
chung ergibt  sich  folgendes  Integral  (s.  Traite*  eMe"ment.  de  calcul 
differ.  et  inie'gral  per  Lacroix,  4.  Edition  316): 

x  z=a  cos  (f  V^e-\-  c),  (2) 

welches  die  Gesetze  der  Bewegung  des  Theilchens  enthält.  Setzt 
man  zur  Bestimmung  der  willkührlichen  Constauten  in  dieser  Glei- 
chung 

jt*  =  a  fiir  *  =  0, 

so  kommt 

s 

folglich 


.    c  =  0 


x  =  a  cos  $  Ve  (3) 

wo  a  die  Oscillatioas- Amplitude  des  Theilchens  bedeutet. 
Die  Schwingungsdauer  i  ist  offenbar  bestimmt  durch  die  Re- 
lation 


folglich  ist 


tl/J  =  2tt  (4) 

t  t 

jc  =  a  cos  27r  .  — 
r 

^  ==  V  =  a  siu  2;r  ,  y 


(5) 


wenn  man  der  Kürze  halber  durch  =b^a  =  «,  ohne  Unterschied 

des  Zeichens«  die  grösste  Oscil  ratio  nsgesch  windigkei  t  — 
Vibrations-Intensität  —  des  Theilchens  bezeichnet.  Nimmt 
man  die  Intensität  der  abstossenden  Kraft  in  der  Einheit  der  Ent- 
fernung als  Einheit  an,  so  ist 

und  folglich  (4) 


und  obige  Gleirbongen  (5)  gehen  unter  dieser  Voraussetzung  über  in 
folgende: 


M  Z=  u  cos  2n  .  — 
*=*a  «in  2» 


(6) 
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Da  i  die  Dauer  einer  Oszillation  bedeutet,  so  ist  also  4 

zahl  der  Schwingungen«  welche  das  Aetkertlieilchen  während  der 
Zeit  seiner  Bewegung  gemacht  hat?  und  mau  sieht  also,  wie  durch 
diese  Anzahl  Und  die  Schwingungsweite  des  Thcilchens  seine  Ge- 
schwindigkeit und  Entfernung  von  der  ursprünglichen  (»teiehge- 
wichtslnge  bedingt  sind.  Es  sei  nun  auf  demselben  Strahle  homo- 
genen Lichtes  E  die  Entfernung  eines  zweiten  Aethertheilehens  von 
jenem  und  /  die  entsprechende  Länge  einer  Aetherwelle,  so  ist 

E 

-7-  =  » 

die  Anzahl  der  Wellen  zwischen  lieideu  Tbeilchen.    Da  nun  nach 


*=t,  *  =  2r,  /  =  3t  <  =  #w 

die  Bewegung  erst  in  der  Entfernung  vom  ersten  Tbeilchen  * 

£?=/,  jPä2/,  E=M  E=ui 

anlangt:  so  hat  das  erste  Tbeilchen  also  schon  n  Schwingungen 
vollbracht,  wenn  jenes  andere  seine  Bewegung  erst  beginnt;  folg- 
lich ist  die  Anzahl  der  Oscillationen  dieses  letzteren  nach  der  Zeit 
t  offen bor 

L     —  L  i. 

t  r  /' 

und  bezeichnet  «  die  Ausschlagsweite  desselben  Theilcheos,  so 
sind  also 

t        E  . 
*s=«  cos  2»  {—  j)i 

t  b\{1) 

t>  =  a  sin  2jr  (—  j)\ 

die  G Eichungen  seiner  Bewegung.  Ist 

wo  ü  eine  ganze  Zahl  and  <p  irgend  einen  Theit  der  Aetherwelto 
bezeichnet  nod  mithin 


- 


i  ■  >  . 


9>>0</ 

ist,  so  können  obige  Gleichungen  (7)  auch  unter  die  Form 

j?  =  a  cos  2n  (-j-  —  -J) 
v  =  a  tin  %n  (-j-  —  y) 


(8) 


gebracht  werden,  da  eine  Verminderung  des  ganzen  Bogens  am 
'2m n  weder  dessen  Cosinus  noch  Sinus  ändert.  Jener  Theil  <p  der 
Aetherwelle  heiasl  die  Phase  des  vibrtreoden  Theilcheos. 
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Aus  den  Gleichuogeu  (6)  und  (8)  folgt 

jr»-4-f»*  =  a*  (9). 

Durchläuft  also  während  der  Sckwioguogsdauer  eines  Aethertbeil- 
chens  ein  Punkt  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  die  Peripherie 
eines  Kreises,  dessen  Radius  gleich  ist  der  Schwingungsweite  jenes 
Theilchens:  so  bezeichnen  die  rechtwinkligen  Coordinaten  dieses 
Punktes  die  gleichzeitige  Geschwindigkeit  und  Entfernung  des 
Aetbertheilchens  von  der  ursprünglichen  Lage  seines  Gleichge- 
wichtes. 

Die  Vibrationen  des  Lichtes  sind  transversale,  d.  h.  sie  er- 
folgen senkrecht  zur  Fortpflanzungs-  Richtung,  oder,  was  dasselbe 
heisst.  senkrecht  zum  Lichtstrahl,  liegen  also  in  eioer  auf  letzterem 
normalen  Ebene.  Ein  Strahl,  dessen  Aethertheilchen  alle  nach 
derselben  cons  tauten  Richtung  oscilliren»  heisst  gradlinig  pola- 
risirt.  Die  Gleichungen  (S)  enthalten  die  Gesetze  der  Bewegung 
steine r  Tbeilcben.  Zwei  zusammenfallende  Strahlen  sind  senk- 
recht zu  einander  polarisirt,  wenn  ihre  Schwingnngsrichtuo- 
gen  rechtwinklig  gegen  einander  sind.  In  Betreff  der  linearen  Po- 
larisation erlauben  wir  uos  auf  Aufsatz  L.  im  1.  Theile  des  Ar- 
chivs zu  verweisen. 

'.  •  .-  t  t 

III. 

* 

Unterliegt  dasselbe  Aethertheilchen  der  Einwirkung  eines  zwei- 
ten Vibrationssystemes  von  gleicher  Schwingungsdauer  r,  gleicher 
Wellenlänge  i>  aber  verschiedener  Phase  <p,  und  verschiedener 
Schwingungsweite  o,,  oder,  was  unserer  Voraussetzung  nach  das. 
uelbe  heisst,  verschiedener  Intensität  o,*,  und  bezeichnen  vt  und  y 
die  Geschwindigkeit  des  Theilchens  und  dessen  Entfernung  von 
der  ursprünglichen  tage  seines  Gleichgewichtes  nach  der  Zeit  $: 
so  enthalten  die  Gleichungen 

y=a,  «o.2*  (f  -ty 

«»,=«,  sin  2jt  (—  _  2Li) 

die  entsprechenden  Gesetze  der  Bewegung.  In  Folge  der  Einwic- 
kung eines  jeden  dieser  Vibrationssysteme  allein  würde  die  Bewe- 
gung des  Theilchens  geradlinig  und  durch  obige  Gleichungen  (8) 
oder  (10)  bestimmt  sein.  Wirken  aber  beide  Systeme  gleichzeitig 
auf  das  Theilchen  und  sind  z.  B.  ihre  Vibratioosrichtungen  zu  einan* 
der  senkrecht,  so  ist  die  Bahn  des  Theilchens  eine  ebene  Curve, 
worin 

.r  =  a  cos  %n  (— 
* 

y  =  °.  cos  2tt  (y 

die  gleichzeitigen  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Aetbertheilchens 
ausdrücken.   Eliminirt  man  die  Zeit  t  aus  diesen  Gleichungen,  so 
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findet  man  die  Gleichung  der  Buhn  selbst.  Man  erhält  nämlich 
folglicb 

4w  (-f  —  -f )  =  »rc  (coi  =  i) 

f  • 

und  durch  Subtraction 

27r  .  y*  ~?  =  arc  (coa  =  ^-)  —  arc  (cos  =  ~) 
oder  wenn  man  auf  jeder  Seite  die  Cosinus  nimmt 

und  hieraus  nach  einigen  Redactionen 

^  H-^  -  2  £  .      cos  ^.2i^  =  «i„*  2*  (12). 

Das  Aethertheilchen  beschreibt  also  im  Allgemeinen  eine  Ellipse, 
welche  unter  gewissen  Bedingungen  in  eineu  Kreis  übergeben 
kann.  Pflanzen  sich  also  zwei  Strahlen  homogenen  Lichtes, 
welche  von  einer  Lichtquelle  ausgehen  und  senkrecht  zueinander 
polarisirt  sind,  nach  derselben  Richtung  fort:  so  ist  jedes  Aether- 
theilchen dieser  beiden  zusammenfallenden  Strahlen  der  gleichzei- 
tigen Einwirkung  zweier  zu  einander  orthogonalen  Vibrations- 
Systeme  unterworfen,  deren  Gleichungen  (8)  und  (10)  sein  mögen, 
und  folglich  hört  die  Bahn  des  Tbeilchens  auf  eine  grade  Linie 
zu  sein  und  geht  im  Allgemeinen  in  eine  Ellipse  über,  welche 
während  der  Schwingungsdauer  %  von  dem  Tlieilchen  durchlaufen 
wird.  Der  Lichtstrahl  geht  dnreh  die  ursprüngliche  Gleichgewichts- 
lage, den  Mitteljtuukt  der  Kllipse  und  steht  normal  auf  der  Ebene 
derselben.  Ein  solcher  Strahl,  dessen  Aethertheilchen  sich  in  einer 
Ellipse  oder  einem  Kreise  bewegen,  heisst  elliptisch  oder  kreis- 
förmig polarisirt  und  ist  im  Allgemeinen  also  identisch  mit 
einem  Systeme  zweier  gradlinig  und  rechtwinklig  zu  einander  po- 
larisirten  Strahlen  von  gemeinschaftlicher  Fortpflanzungsrichtnng, 
aber  verschiedenen  Intensitäten  und  Phasen. 

* 

■  * 

IV. 

Die  Axen  der  von  dem  Aethertheilchen  beschriebenen  ellipti- 
schen Bahn  (12)  fallen  mit  der  Richtung  jener  auf  das  Theilchen 
gleichseitig  einwirkenden  orthogonalen  Vibrationssysteme  (8)  und 


(10)  im  Allgemeinen  dielt  zusammen.     Bezeichnet  man  narolic* 

dnreb  y  den  Winkel  ,  den  die  grosse  Axe  der  Ellipse  mit  der  Ab- 
scissenaxe  der  Bahn  bildet,  und  durch  ^r,y,  die  Coordinoteu  der- 
selben Curve  bezogen  auf  ihre  Axen:  so  bat  man  zur  Umformung 
der  Gleichung  (12)  bekanntlich  (s.  Biot  Ge'ome'trie  aualytique  8. 
«die.  93)  die  Beziehungen 

je  =  acx  cos  y —  y,  sin  y 
V  =  *x  siu  y-hy,  cos  y 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  obige  Gleichung  (12)  und  lasst 
darauf  die  Accente  iveg,  so  nimmt  dieselbe  folgende  Gestalt  an: 

ar'ta,1  cos*  y-4-a*  sin*  y  —  2aa,  sin  y  cos  y  cos  A) 
"t"y*(ai*  s'n*  y-f-o*  cos*  y  +  2ao,  sin  y*.  cos  y  cos  A) 
-4-aryj2sin  /  cos  y  (a*  —  «,»)  —  2aat  cos  ^(cos*  y  — sin*  ;0|f 

=ra*a,*  sin*  -4] 

iro  der  Kürze  halber 


gesetzt  ist.  Soll  nun  diese  Gleichung  die  Ellipse  (12)  bezogen  auf 
ihre  Axen  darstellen,  so  muss 

2sin  y  cos  y  (a*  —  o,»)  —  2aat  cos  A(  cos*  y  — sin*  y)*=Q 

oder 

sin  2/(o*  —  o,*)  — 2aa,  cos  ^  .  cos  2/  =  0 

sein,  woram 

lang  2y  =  •  cos  2/r  .  — j — 

oder,  wenn  man 


■  i  .  -  ■  H 

■  i1  i  i 


fang  1y  z=  fang  2£  .  cos  A.  (H) 

Vernachlässigt  man  die  kleinen  Aendcrunpren  der  Ausschlugsweite 
bei  verschiedenen  Aetbcrtlieilehen  desselben  Strahles,  so  nehmen 
also,  wenn  mau  vou  einem  Tbeilchen  zu  einem  benachbarten  über- 
gebt, nur  <p  und  <p ,  um  denselben  Thcil  «1er  Wellenlänge  zu  oder 
ah;  folglich  bleibt  ihr  rnterschied ,  also  auch  der  Wiukcl  y  der-  . 
selbe.    Hieraus  scbliessin  wir  folgenden  Satz: 

Die    Aethertheilchen   eines   elliptisch   polarisirten   Stuhles  be- 
schreiben congruente  Ellipsen  mit  parallelen  Axen. 

Bei  gleichem  Phasen  -  Unterschiede  nähert  sich  im  Allgemeinen 

der  Winkel  y  um  so  mehr  ~y  je  wem  per  die  Amplituden  der 
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Schwingungen  in  den  beiden  Systemen  von  einander  verschie- 
den sind. 
Es  »ei 

auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogen  die  Gleichung  einer  Ellipse, 
so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  reeiproken  Werthe  P  der  halben 
Axen  der  Curre  die  Gleichung  (s.  Analytisch- geometrische  Ent- 
wicklungen ron  Plücker.  1828.  Vol.  I.  No.251) 

'  ...  ■     r  IS 

Wendet  man  diese  Bedingungtgleichung  an  zur  Bestimmung  der 
Axen  der  Ellipse  (12),  so  ist 

 1  1  cos  A 

**  sin»  A*  *  —      sin»  A*  V —  ~«a,  sin»  A 

su  setzen,  und  man  hat  mithin 


folglich 


^     <a»a,»  sin»  A)  ^^«»a.»  sin»  A 


.    ?  J  _j_  Vx  («»■+-«, 3 )'  —  4rt'«,3  sin'  A 

-2a»a,»  sin»  J  —  2a'a,»  sin»  v#  1  1 

*»  +  *,»  , 

p»      /»  .      ^(«»-r-a,»)»  -*«'«,'  sin»  A 
r       *»    —  "  b*o,'  sin»  ^ 

ie  Gleichung  (15)  bestimmt  die  recinroken  Werthe  der  halben 
Axen  der  Ellipse;  die  halben  Axen  selbst  Q  und  Qx  sind  also  ge- 
geben durch  die  Gleichung 

Q*=z   aiu»^ 

4»«+al»qFV/(«»4-«i,)*~ 4«a«i*  *»n*  ^ 

folglich  ist  das  Produkt  der  halben  Axen  der  Ellipse 

QQt  =:**,  sin  ^  =  oo,  sin  2*  .  (17). 

1  ',      .  V. 

Setzt  man  der  Kürze  halber  in  den  Gleichungen  (S)  und  (10) 
der  beiden  orthogonalen  Vibrationssysteme 


'  (IS) 
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«o  vereinfachen  sich  dieselben  folgendergestalt: 

•*  =  «  C0B  Ä»    y  =  «i  co«       |  ,w 
r  =  o  sin  B>  vt  =a,  sin  Bt  \  ' 

Mitbin  ist 

Ist  ferner  ds  das  Differential  des  Boge u 8  der  von  dem  Aethertheil- 
rlien  beschriebenen  Cnrve  und  V  die  Tangentialgeschwindigkeit 
des  Theilcliens  im  Punkte  xy  seiner  Bahn,  so  ist  (s.  Poitson  M<- 

eanrque,  Zitron  2.  145) 

und 

<lx*  +  dy*  =  dt* 


also 


Ar»      41  _  Ü 


oder 

F*.  (21) 

Aus  (19)  ergibt  sieb  durch  Differentiation 

dx  =  —  u  sin  B  .  dB  =  —  v  .  dB 
dy=i  —  a,  sin  Bt  .  dB,  =  —  r,  .  rfÄ, 

und  da  wahrend  derselben  Zeit  die  Aenderune  der  1'bBie  des 
Aelhertheilcbens  Lei  beiden  Strahlen  dieselbe  ist,  folglich 

dtp  =  </$p, 

so  ist  also  auch 

dB  =  dß, 

und  mitbin 

dy       «.  sin  B.       v,  »  ,__k 

wo  d  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Tangente  im  Punkte  xy  an 
die  Curve  (12)  mit  der  Abscissenaxe  bildet.  Sind  ferner  t  und  q 
die  Winkel,  welche  mit  derselben  Aze  respective  die  Normale  in 
domselben  Punkte  xy  und  der  Radius  Vector  vom  Centrum  der 
Ellipse  nach  diesem  Punkte  machen:  so  ist  (s.  Biot  Glomltrie  ana- 
Ivtique,  *lit.  8.  50) 

  «  »in  B    v_ 

taug       —  irzzT- 
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folglich  ist  der  Winkel  *r,  den  die  beide»  letzteren  Linien  mit  ein« 
ander  bilden,  gegeben  durcL  den  Ausdruck  (Biot  Glon.  anal.  50) 


tang  «  —  taug  rj  vx  ■+.  y,y       vx  -h  vxy  . 

1 -H  tang  * .  t«ng  17  vxx  —  vy       yy—vvx  ' 


tang  &  : 

Aus  den  Gleichungen  (20)  und  (22)  erhält  mau 

«fr  —  ^V^F 


und  hieraus  durch  Differentiation 

ä*y   xvt  —yv 

dx*  ~~  t/« 


(25). 


Der  Krümmungshalbmesser  q  in  irgend  einem  Punkte  einer  Cum» 
ist  gegeben  durch  den  Ausdruck  (Lacroix  calcul  diff.  et  integral 
4.  edit.  76) 


ihre 


Substituirt  man  bierin  für  die  beiden  Differential  - 
Werthe  ans  (22)  und  (25),  so  kommt 

9       xv,  —  yv        xv, -yv  K*">' 

Die  Centrifugnlkraft  F  des  Theilcbens  in  demselben  Punkte  seiner 
Balm  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung  (s.  Poisson  M<Sconique  169) 


xv.  —  yv 


(J7) 


wenn  man  für  q  seinen  Werth  aus  der  vorhergehenden  Gleichung 
snbsituirt.   Aus  (24)  folgt 


t/y  —  o,x       cos  * 


1^1  — cos»  * 
cos  * 


lihin 


{vx-+-vtyY  cosJ  v)  =  (t/y —  vt»)%  (1 — cos* 

—.(**/  —  —  cos*  J-, 

KfjrH-r.y^-f-Cvy^«;,^)»!  cos»  £  =  (py  — »,*•)» 
man  entwickelt 

(*»'-*-*,'■)  (*'+y')  cos'  &  =  (vy-vtx)> 
V*  .  r*..cos«  $  =  (tfy  — 
Vr  cos  &=zvy  —  vxX 

r  cos  S  =  3£=^  (28). 
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Im  Punkte  jcy,  dessen  Entfernung  von  der  Lage  de«  Gleichge- 
wichtes r  =  \/a:*-i-y7  ist,  ist  die  beschleunigende  Kraft,  welche, 
das  AethertbeilcLcn  von  der  Einwirkung  der  benachbarten  Tbeil- 
chen  erleidet,  nach  den  Centruin  der  Ellipse  gerichtet  and  dem 
Radius  Vector  proportional.  Nehmen  wir  also,  wie  oben  (11)  ge- 
schehen, die  abstoßende  Kraft  in  der  Einheit  der  Entfernung  als 
Kraft  «Einheit  an,  so  ist  dieselbe  in  der  Entfernung  r  ausgedrückt 
durch  r  und  nach  der  Nonnale»  an  die  Bahn  im  Punkte  xy  zer- 
legt durch 

J=r  cos  ö  (29). 
Aus  (27),  (28),  (29)  folgt  ' 


,  Die  Centrifugnlkraft  des  AethertbtHcbens  in  irgend  einem 
Punkte  seiner  Bahn  ist  also  gleich,  ober  entgegengesetzt  der  nach 
der  Richtung  der  Normalen  in  diesem  Punkte  zerlegten  beschleuni- 
genden Kraft.  Obgleich  also  —  soviel  wir  wenigstens  zu  wissen 
glauben  —  dem  allgemeinen  Gravitatiaasgesetze  nicht  unterworfen, 
folgt  dennoch  der  Lichtäiher  io  seiner  Bewegung  denselben  Ge- 
setzen der  rationellen  Mechanik,  denen  auch  die  ponderähilen  Kör- 
ner unterliegen.  , 

Aus  (2?),  (19),  C18),-(n)  ergibt  sich       "  ;  ; 


(31). 


Fr  cos  &=zvy—  v ,.r  =  aa,  (sin  B  cos  Bt  —  cos  B  sin  Bx) 
=  aai  sin  {B  —  /?,)  =  aa,  sin  Az=QQx 
Also  ist 

mitbin 

J=$p  =  -F  (32). 

Die  Centrifugalkraft  des  Aethertheilchens  in  irgend  einem  Punkte 
seiner,  elliptischen  Bahn  ist  also  umgekehrt  proportional  seiner  Ge- 
schwindigkeit in  diesem  Punkte.  i 
Aus  (31)  schliessen  wir 

r—   V  'cos  * 

folglich 

J,=r  %id  £  =  -p-  .  =  ~y  .  tang  £  =     .  taug  £  (33). 

Diese  nach  der  Richtung  der  Tangente  an  die  Bahn  auf  das  Aether- 
tbeilchen  einwirkende  Componcnte  «7,  der  gesammten  abstossenden 
Kraft  bewirkt  die  Veränderungen  in  der  Geschwindigkeit  des  Th eil- 
chens und  ist  also  proportional  der  Centrilfugalkraft  und  der  Tan- 
gente desjenigen  Winkels,  den  der  Radius  Vector  mit  der  Norma- 
len auf  die  Bahn  bildet.  In  den  Endpunkten  der  Axen  ist  also 
/,=0. 
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Aus  den  Gleichungen  (20)  und  (21)  ergibt  sick 
-t-  y*  «+■  e»1  -+-  v ,  •  =  o*      o, » 


oder 

• 

folglich 

- 

fr=l^a9H-a,a  —  r». 

Setzt  man 

a> =  /l»  (34) 

so  kommt 

F=l/Ä»-r»  (35). 

Die»e  Gleichung  ist 

analog  der  Gleichung  (9) 

and  r  bezeichnen  die  Entfernung  des  Aethertheilchens  von  der 
Gleichgewichtslage. 
Aus  (35)  folgt 

P=M<uumum  in  den  Endpunkt.>der  kleinen  Axe  der  Ellipse. 
F=Miiiimum  -  -         -   grossen  - 

Also*/= — /==Minimum  -    -         •        -  kleinen  - 

sMaximu«  -    -  -        -  grossen  -  - 

»  ■ 

Die  Gleichung  (27)  liefert  die  Relation 

F.Q  =  V*  (36) 

■  :  ^ 

Die  Tangential^eschwindia[keit  des  Aethertheilchens  in  irgend  einem 
Punkte  seiner  Bahn  ist  also  die  mittlere  geometrische  Proportionale 
zwischen  der  Centrifupalkrutt  des  Theilchens  und  den)  Krümmungs- 
halbmesser der  Curve  in  diesem  Punkte. 


VI. 

Zwei  rechtwinklig  /.u  einander  polarisirte  Strahlen  (homogenen 
Lichtes)  H  und  ftl  vou  gleicher  Scbwingungsdauer  x,  gleicher 
Wellenlänge  /,  über  verschiedenen  Intensitäten  o*  und  a, *  und  ver- 
schiedenen Phasen  y  und  a>,  bringen  durch  ihre  Vereinigung  nach 
derselben  Fortpflanzungsrichtung  einen  elliptisch  poiariairten  Strahl 
hervor,  bei  welchem  die  Geschwindigkeiten  der  Componcnten  ge- 
geben sind  durch  die  Formeln 

■ 

17=*«  sin  2,*  (4  -  T>>  ^  =°i  «»      (T  -T  T>  i37) 

■ 

and  die  gleichzeitigen  Coordinaten  des  Aethertheilchens  durch  die 

Gleichungen  t 
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*  9  \  r  t  9 

arz=a  cos  in  (y  —  y),  y =«,  cos  2?r  (-  ■£■*)  Co)» 

Setzt  oiaa  den  Phasen -Unterschied 

9>,-f 

/     —  /' 

so  kann  man,  da  die  Zert  von  jedem  beliebigen  Moment«  ange- 
rechnet werden  darf,  entweder 

9—  —  y  und  (ft  =-f-y 

oder 

*>  =  -*-  y  und  9>,  =  — y 

nehmen,  je  nachdem  der  Strahl  H  dem  Strahle  Ä,,  oder  umge- 
kehrt dieser  jenem  vorgeeilt  ist.  Im  ersteren  Fülle  gehen  obige 
Gleichungen  (37),  (38)  über  in  folgende: 

• 

U=a  sin  2*(y  +  T>'  ^  =  B»  ain  2*  (f  ~  $>| 
jcz=a  cos  2/r  (y -h  y),    y=a4  cos  2tt  (y  -  ^)' 
Im  andern  Falle  sind  dieselben 

mssa  sin  2*  (y  —  ^),  si,  =a,  sin  2*  (y  -f-  |-)| 
jr  =  a  cos  In  (y  —  y),    y  =  a,  cos  2?r  (y  -f-  y) 

♦  * 

In  Folge  eines  jeden  dieser  beiden  Systeme  (39)  oder  (40) 
würde  das  Aethertheilchen  während  der  Schwingungdauer  die- 
selbe Ellipse  durchlaufen,  nur  mit  entgegengesetzter  Bewe- 
gungsricntung.  Kxistiren  aber  beide  Systeme  zu  gleicher  Zeit 
und  pflanzen  sich  die  aus  ihnen  hervorgebenden  Strahlen  von  ent- 
gegengesetzt elliptischer  Polarisation  nach  derselben  Rich- 
tung fort:  so  bewegt  sich  das  Aethertheilchen ,  welches  ihrer 
gleichzeitigen  Einwirkung  unterliegt,  wieder  gradlinig.  Um 
dieses  zu  beweisen  setzen  wir  die  Vibrationen  U  und  «,  sowie 
Ut  und  welche  parallel  erfolgen,  respective  den  Axen  OX  und 
QY,  je  zwei  in  eine  zusammen;  alsdann  erhalten  wir 

P=£/-hw  =  a|sin  2w  (y  -Hy)-f-sin  fcr  (-f  -  £)| 

=  2a  sin  %n  y  .  cos  2n  y 

F,  =  l\  -f-w,  rzra^sin  2jt  (-£-  -  y)-f-sin  2w(y  -+•  £)} 

=  2a,  sin  2w  y  .  cos  2ir  y 


(40). 
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• 


F=2a  sio  2w  ~ .  cos  2w  y 
F,  =2a,  sin  2*r  — .  eos  2jt  y 


(41). 


Also  ist  das  System  der  beiden  Strahlen  von  ent^egep  gesetzt 
elliptischer  Polarisnton  identisch  mit  einem  Systeme  zweier 
gradlinig  und  rechtwinklig  zu  einander  po larisirte n 
Strahlen  von  gleicher  Phase,  aber  verschiedenen  Intensitäten,  wel- 
ches letztere  wiederum  einen  einzigen  gradlinig  polarisir- 
ten  Strahl  bildet.  Üer  Winkel  u,  den  die  VibrationsnchtuDg  die- 
ses Strahles  mit  der  .-ixe  der  x  macht,  ist  gegeben  durch  die 
qieichung 

tango>  =  £  =^  (42) 

Folglich  macht  die  Polarisationsebene  dessclhjn  Strahles  mit  der* 
selben  Axe  einen  Winkel  u„  der  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 

- 

tango,,=-£   (43).  ' 
Ans  (39)  und  (40)  folgt 


litbin 


t  u> 

cos  In  (  -V) 

  r   l_ 

cos  2*  (—  -f-  ^-J 

•  'cosfcrof-f) 
tang  ij  .  lang  ij,  =^r  (44). 


tang  ij  =  | 


tang  Vi=^ 


Hieraus  scbliessen  wir,  dnss  die  trigonometrischen  Tangenten  bei- 
der Winkel  stets  gleiches  Vorzeichen  haben;  ist  also 

9>o<-r 


so  ist 


und  ist 


Stt  ist 


3rr| 

2 


(«). 


n 


1,>T 
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Ferner  ergibt  sich  aus  derselben  Gleichung  (44),  dnss  das  Produkt 

der  trigouometrischen  Tangenten  der  bezeichneten  Winkel  con- 
stunt  ist;  —  beide  Folgerongen  vereint  rechtfertigen  obige  Be- 
hauptung, dass  ifas  Aethertbeilcben  in  Folge  der  Einwirkung  der 
Vibrutionssysteme  (39),  (40)  dieselbe  Ellipse  nach  entgegenge- 
setzter Richtung  durchlaufen  würde. 

Die  Richtung  desjenigen  Durchmessers  dieser  Ellipse,  auf  wel- 
chen die  beiden  elliptischen  Bewegungen  das  Aethertheilchen  nach 
jedem  halben  Umlaufe  in  demselben  Augenblicke  zurückführen,  ist 
bedingt  durch 

Vi  =  V 

folglich  (44)  bestimmt  durch  die  Gleichung 

tang»  V  =  -^T 


#  lang  17  =  ^  =  w  (4©) 

mithin  steht  derselbe  senkrecht  auf  der  Polarisatioosebene  jenes 
einen  gradlinig  polaiisirten  Strahles,  weicher  mit  dem  Systeme  der 
beiden  Strahlen  von  entgegengesetzt  elliptischer  Polarisation  iden- 
tisch ist. 
Ist 

a  —  o,  und  —j—  —  -j  —-4.» 

so  ist  die  von  dem  Aethertheilchen  beschriebene  Bnhn  (12)  ein 
Kreis 

x*  -T-  y*  =  a»  (47) 

ond  in  dieser  Voraussetzung  gehen  obige  Gleichungen  (39),  (40). 
(41),  (42),  (43),  (44),  (46)  über  in  folgende: 


(48) 


(49) 


l'=a  sin  2x  (~  -f-  j),  Vx  =a,  sin  2n  (y  -  -g-)( 

*  =    cos  2n  (~  -4--^)*    y  =  °i  co*  2*  (y  —  j) 

*7=a  sin  2;r        -  ±),  Vy  =  «,  sin  2n  {±  -f- |) 
x  =  a  cos  2*  (-j-  —  y  =  o,  cos  2»  (y  H- 

F=2a  sin  2*  y  .  cos  £  =  £rl/2  .  sin  2n  -f  =  F,  (50) 

tung  u>  == -f- 1,  tang  tu,  = —  1  (51) 
tang  17 .  tang  ij,  =-f-  1  (52) 
lang  t]  =  -f-  1  =  tnng  ut.  (53). 

i 
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II. 

Eine  einfachere,  auf  einer  neaen  Analyse  be- 
ruhende Auflösung  der  Sectio  aurea,  nebst 
einer  kritischen  Beleuchtung  der  gewohnlichen 
Auflösung  dieses  Problems  und  der  Betrach- 
tung ihres  pädagogischen  Wertlies. 

•  .  ■      t      *  i ! 

-  '  VOD 

T        TT        1  " 

Herrn  J.  Helmes 

Professor  am  Gymn.  Josephinum  su 


II  i 


Wenn  ich  eioe  neue  Auflösung  des  angeführte»  Probleme  der 
öfTeat liehen  Mittheilung  für  nickt  ganz  unwerth  eraehte,  so  ist  es 
guoz  vorzügliek- ihre  pädagogische  Beziehung,  die  mich  dasu  be- 
stimmt, lo  durchaus  keinen  andern  Unterricbtsxweige  ist  das 
Lernen  selbst,  das  Erwerben  und  Suchen,  im  Gegensutze  des 
Erworbenen,  Gewonnenen,  so  sehr  Hauptaufgabe  und  Zweck, 
als  in  der  Mathematik.  Sie  mag  wohl  ihre  edelste  Bestimmung  er* 
füllt  haben  an  dem  ehemaligen  Schüler,  der  nun  spater  von  ihren 
Resultaten  nicht  mehr  behalten  bat,  als  der  erstarkte  Mann  noch 
nachmachen  kann  von  den  kunstvollen  Uebungsstiickett,  die  seinen 
Körper  in  der  Jugend  bildeten.  Alles  geistige  Zuthun  von  Seiten 
des  Schülers,  alle  Lust  und  Liebe  zur  Sache  ist  durch  Solche  Auf- 
fassung ihrer  Aufgaben  bedingt,  kurz  ist  ja  die  Freude  des  spie, 
lenden  Kindes  über  das  fertige  Kartenkauschen ,  nnd  überhaupt 
nur  möglich,  wenn  es  sich  selber  das  Werkchen  bildete;  -aller  gei» 
stige  Gewinn  und  edlere  Gewöhnung  liegt  in  dem  sinnigen  Auf- 
bau: Wieder- Abbruch  und  Zerstörung  sind  das  nicht  bedauerte 
Kode  des  Spieles;  keiner  seil  ja  in  dem  Hause  wohnen.  —  Und, 
wie  die  Verhältnisse  bislang  an  unsern  gelehrteo  Schulen  stehen, 
wird  der  Schüler  der  Mathematik  auf  ein  eigentliches  Feld  der 
Anwendung  des  Gelernten  nur  in  so  spärlicher  uod  dürftiger 
Beschränkung  geführt,  duss  dies  die  Mühe  der  sauern  Vorbildung 
nicht  entgelten  könnte.  Denn  wohl  lohnt  ihm  die  Leetüre  der 
Classiker  die  schweren  Anstrengungen  seiner  grammatischen  Stu- 
dien, nnd  gibt  so  auch  der  gelernten  Sprache  einen  neaen, 
hoben  Werth;  die  erworbene  Kenntniss  der  Geschichte  benutzt 
jede  Stelle,  jeder  Augenblick  des  Lebens:  aber  die  Ijferke,  die  in 
jener  andern  Sprache,  der  Mathematik,  geschrieben  sind,  die  Ge- 
aetzbücher  der  Natur  und  des  Himmels,  werden  nicht  vor  ihm  auf- 
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geschlagen,  höchstens  Bruchstücke  einer  Vorrede  mit  ihm  durch- 
buchstabirt. 

Wünschten  wir  nun  gleichwohl  von  ganzem  Herzen,  dass  auch 
in  dieser  Beziehung  das  Gymnasium  seine  treuen  Schüler  der  Ma- 
thematik besser  belohnen,  und  ihnen  in  den  inhaltsreichen  Sätzen 
der  Physik  und  Elementar- Astronomie  eben  so  schon  und  unver- 
gesslich  die  bedeutungsvollen  Resultate  jener  Wissenschaft  ans 
Herz  fesseln  möge,  als  in  den  schönen  Seutenzen  eines  Tacitus 
und  Virgil's  die  trivialen  Lehren  der  Grammatik:  so  liegt  doch,  so 
lange  dieses  nur  frommer  Wunsch  noch  bleiben  muss,  viel  Trost 
in  der  besondern  Natur  und  ausgezeichneten  Beschaffenheit  der 
mathematischen  Lehren ,  vermöge  welcher  sie  vor  allen  andern  Er- 
kenntnissen für  die  studireude  Jugend  Zweck  an  sieb  zu  sein 
geeignet  sind.  Sie  sind  ja  die  natürlichen,  notwendigen,  überall 
sich  gleich  ergebenden  Bewegungen  des  gleichsam  wie  körperlich 
aus  Lebeosorganeu  zusammengesetzt  zu  denkenden  Geistes  auf 
einem  grossen,  fast  von  allen  Dingen  durchwachsenen  Felde  der 
Grössen  und  Grössen 'Verhältnisse;  die  eigentümliche,  durch  die 
Natur  des  vernünftigen  Wesens  selbst  vorgeschriebene  und  be- 
dingte Entwickeluug  jener  geistigen  Kräfte,  deren  gleichen  und  zu 
gleicher  Frücht  treibenden  Keim  der  Schöpfer  in  das  Wesen  des 
Menschen  gelegt  hat,  und  der  in  verschiedenen  Menschen  nur 
den  verschiedenen  Boden  gefunden  haben  kann.  Aber  darum 
muss  alles  äussere  £utbun  dieser  Entwickelung  auch  jene  organi- 
schen Kräfte  benutzen,  nur  sie  anregen  und  nicht  gleichsam  durch 
Linie  und  Maschine  Hand  und  Fuss  des  eingeschnürten  und  fest- 
gebundenen Kindes  fleissig  hin  und  ber  bewegen  wollen,  wenn 
letzteres  gehen  und  den  Gebrauch  der  Hände  lernen  soll.  Anre- 
gung der  Selbstthätigkeit  und  Leitung  derselben  auf  die 
Wege,  wo  sie  in  leichtester,  natürlichster  Folge  den  nur  noch  ver- 
steckt liegenden  Schatz  des  eigenen  Geistes -Magazins  auffinde, 
ist  die  alleinige  Aufgabe  des  Lehrers  der  Mathematik,  dem  alsdann 
sein  Schüler  verpflichtet  sein  muss.  und  wenn  er  von  jenem  Schatze 
selbst  auch  niemals  ferner  den  mindesten  Gebrauch  machen  kann, 
sondern  sich  nur  desselben  bewusst  geworden,  sich  in  diesen  Thei- 
len  seines  geistigen  Reiches  nur  orientirt  hat.  Kurz,  diese  for- 
melle Bildung» kraft  ist  ein  auszeichnender  Vorzug  des  mathema- 
tischen Unterrichts;  kein  anderer  Unterrichtszweig,  selbst  der  der 
zum  Kigentbutne  gewordenen  Muttersprache  nicht,  kann  sich  darin 
mit  ihm  messen.  Und,  wenn  ihm  darum  zu  einiger  Belohnung  da- 
für eine  sich  so  mächtig  aufdringende  Erweiterung  materieller  An- 
wendung angelegentlichst  zu  wünschen  wäre:  so  muss  doch  vor. 
zugsweise  jene  Seite  seiner  Behandlung  dem  Gymnasium  zugekehrt 
sein  und  bleiben;  aller  Werth  mehr  auf  die  Art  des  Lernens,  als 
auf  das  Gelernte  selbst  gelegt  werden. 

Diese  und  ähnliche  Betrachtungen,  die  hier  weiter  auszufuhren 
nicht  wohl  der  Ort  ist,  mögen  der  folgenden  Entwickelung,  die  uus 
ihnen  hervorgegangen  ist,  ihren  Werth  bestimmen,  und  den  Haupt- 
zweck derselben  in  Voraus  andeuten.  Sie  betrifft  die  analytische 
Betrachtung  der  ältern  und  die  einfachere  Begründung  einer  neuen 
Auflösung  eines  geometrischen  Problems,  wodurch  diese  Auflösung 
für  den  Schüler  uns  dem  Geheimnisse  fremder  Erfindung  und  Aas- 
bildung in  den  Kreis  eigener,  klar  bewusster  Selbstthätigkeit  her« 
übergezogen,  uod  gleichsam  ein  fremdes  Patent  zum  Eigentbums- 
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rechte  abflögt  werden  möge.  Denn  nur  die  Analyse  ist  es,  die 
ans  das  geheime  Schaffen  des  fremden  Geistes  ertchfiesst,  and  dem 
eigenen  die  freien  Bahnen  eröffnet 

Urt.'J.; .         .     f     .   .  .. 

Betrachtung  der  altern  Auflösung. 

Unter  den  mannichfachen  Tbeilungen  der  geraden  Linie,  die 
schon  bei  den  Allen  zu  den  vorzüglichen  Lieblings«pielen  des  Gei- 
stes gehörten,  wurde  doch  eine  gar  bald  eine  nothwendige  Sprosse 
schon  in  der  untersten  Leiter,  die  nur  vom  allertiefsten  Grunde 
der  Wissenschaft  aus  in  die  nächsten  flöhen  des  systematischen 
Gebäudes  der  Geometrie  auffuhrt.  —  Wenn  andere  solche  Thei- 
lungen,  als  da  sind  die  sectio  spatii,  Sectio  rationis  etc.  durch  ge- 
legentliche Aufgaben  veranlasst  wurden,  so  trat  die  sectio  aurea 
als  gebieterische  Forderung  auf,  sobald  man  nur  den  früh  und  tief 
übten  im  Systeme  der  Elementar- Geometrie  liegenden  Satz:  „Cm 
jedes  regelmässige  Vieleck  lässt  sich  ein  Kreis  beschreiben11  zu, 
dem  Probleme  umkehrte:  „In  den  gegebenen  Kreis  jedes  regel- 
mässige Vieleck  einzuschreiben. u  Denn  derselbe  Geist  der  Ana- 
lyse, der  uns  bei  Betrachtung  dieser  Aufgabe  für  das  Sechseck  den 
Radius  als  Seite  bestimmt,  fordert  für  das  Zehneck  das  grössere 
Stück  des  nach  der  sectio  aurea  getheilten  Radius  *).    Und  leitet 

TT     '  ~ 


•)  Denken  wir  uns  die  Seite  AB  (Taf.  I.  Fig.  1.)  gefunden,  und  vom 
Centro  0  des  Kreises  nach  ihren  Endpunkten  die  Radien  gezogen,  so 
ist  in  diesem  (charakteristischen)  gleichschenkligen  Dreieck  OAB  der 

Winkel  am  Scheitel  Ö  =  mithin  die  beiden  Winkel  an  der 

1U  «> 

Basis  zusammengenommen  =  2Ä  —  =  — ,  also  jeder  gleich       d.  h. 

doppelt  so  gross  als      am  Scheitel. 

Obgleich  nun  die  Elementar-Geomerrie  ausser  dem  pythagoreischen 
Lehrsatze,  der  sich  nur  auf  das  rechrwink liehe  Dreieck  anwendet,  im 
Allgemeinen  kein  Mittel  besitzt,  die  Verhältnisse  der  Seiten  eines  Drei» 
ecks  aus  den  Verbältnissen  seiner  Winkel  zu  bestimmen,  so  lässt  uns 
doch  die  ganz  ausgezeichnete  Natur  der  Winkelverhältnisse  im  vorlie- 
genden Falle  den  Versuch  machen,  etwa  durch  die  Bedingungen  der 
Aehnlichkeit  unter  den  Dreiecken,  die  sich  von  dein  gegeben  leicht  und 
natürlich  ableiten,  solchen  Verhältnissen  nachzuforschen. 

Halbiren  wir  nur  einmal  den  ^  A,  so  erkennen  wir  augenblick-. 
lieh   das  gleicbschenkliche  Dreieck  AI) ff,   worin  ja 
*=a-i-y*=flce  dem  ganzen  OAB  (wegen  Gleichheit  der  Winkel)  wor- 
aus  siebr 

BD  BA 


ffA  ffO 

oder  in  Betracht,  dass,  weil  sowohl  Dreieck  ADB  als  auch  DAO  nach 
der  Construction  gleichschenklich  sind,  und  darum 

AB  =  AD  =  OD 

at.;'  *..''••«  .  . 

ist, 

BD  OD 

-  — —  , 

i3  i  «ib  OD  OB* 

d.U.,  da  OD^&AB  war,  die  Seite  des  Zehnecks  ist  das  grössere  Stock, 
des  im  mittleren  und  äusseren  Verhaltnisse  geseilten  Radius,  >a 

iv.  2 
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gleichwohl  den  Euklides  (IV.  11.)  ein  scheinbar  etwas  anderer 
Gang  zunächst  aof  das  Fünfeck,  fo  führt  dieser  dennoch  durch  den 
vorbereitenden ,  begründenden  Satz  IV.  10.  wieder  grade  auf  das- 
selbe Problem  zurück.  Wie  findet  sich  nun  diese  Aufgabe  zuerst 
und  bei  Euklides  selbst  gelöset? 

Die  beiden,  scheinbar  ganz  unabhängigen  und  in  den  Mitteln 
sehr  verschiedenen  Auflösungen,  die  sich  in  den  Eiern.  II.  11.  und 
VI.  30.  finden,  beruhen  gleichwohl  auf  einer  und  derselben  Ana- 
lyse, wodurch  die  ursprüngliche  Aufgabe  auf  ein  und  dieselbe 
näherliegende  zurückgeführt  wird;  nur  dass  zur  Auflösung  dieser1 
letzteru  denn  in  dem  Zusammenhangs -Netze  der  mathematischen 
Wahrheiten  von  dem  übrigens  schon  nahe  am  Ziele  liegenden 
Trennungs-  und  Abgaugspunkte  aus  zwei  verschiedene  Wege  ge- 
wählt werben. 

Ks  dient,  gleich  hier  zu  bemerken,  wie  diese  Analyse  nicht  auf 
die  Aufgabe,  wie  wir  sie  hier  fassen,  unmittelbar  gestellt  ist,  son- 
dern auf  die  Construction  von  Flächen,  namentlich  Rechtecken, 
über  den  fraglichen  Theilen  der  Linie  und  über  ihr  selbst,  aus 
denen  alsdann  nur  mittelbur  die  gesuchten  Verhältnisse  der  Linie  und 
ihrer  Theile  selbst  nach  später  (VI.  14.)  erörterten  Zusummenhango 
dieser  Grössen  unter  sich  abgeleitet  werden.  Ks  ergibt  sich  aus 
diesen  spätem  Betrachtungen  namentlich,  dass  eine  Linie  mittlere 
Proportionale  zwischen  zwei  andern  ist,  wenn  das  Quadrat  über 
ihr  gleich  ist  dem  Rechtecke  zwischen  diesen  beiden  Linien  (VI. 
17.).  Um  die  erste  Form  dieses  Ausspruchs  ganz  unbekümmert» 
sucht  Euklides  also  eine  Linie  AB  (Taf.  1.  Fig.  2.)  so  zu  schnei- 
den, dass  das  Quadrat  über  AQ  gleich  dem  Rechtecke  über  AB 
und  Qß. 

Analyse:  Sei  nun  AQ  ein  solcher  Theil  der  Linie  AB,  dass 
wirklich  AQ*  =  AB .  Qß  (wo  ich  der  Kürze  wegen  diese  alge- 
braische Bezeichnung  im  geometrischen  Sinne  gebrauche),  so  ist, 
wofern  über  AQ  und  Aß  die  Quadrate  AH  und  A^  beschrieben, 
und  die  Linie  HQ  bis  K  verlängert  wird,  Quadrat  AH—  Recht, 
eck  Kß%  und  auf  beiden  Seiten  das  gleiche  Reehteck  AK  addirt, 
Rechteck  ZK  gleich  Quadrat  A&,  so  dass  demnach  endlich  als 
letzte  Aufgabe  vorliegt: 

„Eine  Linie  VA  um  ein  solches  Stück  AZ  zu  verlängern, 
dass  das  Rechteck  aus  der  so  verlängerten  Linie  VZ  und  der  Ver- 
längerung ZH=ZA,  gleich  ist  einer  gegebenen  Grösse,  nämlich 
dem  Quadrate  A^  jener  zu  verlängernden  Linie.'* 

Zur  Auflösung  dieser  Aufgabe  bieten  dem  Euklides  die  Sätze, 
einmal  II.  6.,  und  ein  uoderes  Mal  VI.  28.,  29.,  die  vollkommensten 
Mittel  dar.  Demnach  liegen  Auflösung  und  Beweis,  wie  sie  zu-  • 
nächst  II.  30.  gegeben  sind,  ganz  nahe,  und  sind  eine  unmittelbare 
Eingebung  der  Analyse  und  des  Satzes  II.  6.;  dieselbe  Analyse, 
aber  mit  andern  Mitteln  ihrer  endlichen  Erfüllung,  liegt  uns  VI.  30. 
klar  vor  Augen,  nur  dass  letztere  ans  fremder  vorkommen,  und 
ferner  zu  liegen  scheinen;  da  es  wirklich  auffallend  erscheint,  wie 
Euklides  nur  zum  Bebnfe  dieser,  doch  schon  nach  anderer  Weife 
gelösten  Aufgabe,  die  neue  Reibe  von  Sätzen:  VI.  28.  29.  30.  von 
der  sechsten  Erklärung  desselben  Buches  aus  eröffnet. 

Eben  dieselbe  Analyse  endlich  i»t  es  nun  auch,  die  der  jetzt 
gewöhnlichen  Auflösung,  welche  ebenao  nur  die  Verlängerung  der 
gegebenen  Linie  fordert  (das  ausserhalb  des  kreises  liegende  Stück 
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der  Secante),  das«  das  Rechteck  aus  der  so  verlängerten  Linie  in 


Grunde  gelegt  werden  sollte,  damit  sie  mit  freier  Sei bBt Entschei- 
dung ans  dem  Schafte  eigener  Erfindung  heraus  vom  Schüler  ge- 
geben, und  ihr  BeweiB  mit  wirklicher  Verstnndestbätigkeit  und  kla- 
rer Dnrebscbauung  der  Beweismittel  geführt  werden  könnte.  Denn 
einen  andern  Werth  hätte  ja  das  fiaeze  nicht;  die  Aufgabe  ist 
schon  vor  Jahrhunderten  ohne  den  Schüler  gelöst,  das  spätere  Le- 
ben wird  ihm  meistens  nie  eine  Anwendung  davon  absondern. 

Doch  da  zeigt  sieb  allermeistens  eine  unverantwortliche  Lücke 
und  ein  unvermittelter  Sprung  in  der  gewöhnlichen  Behandlung 
dieser  Aufgabe.  Man  iribt  scheinbar  den  Ui sprang  einer  durch  Be- 
trachtung wirklicher  Hachen  und  ihrer  Verhältnisse  vermittelten 
Auflösung  auf,  hat  es  mit  blossen  Zahlenwerthen  von  Linien  zu 
thun,  und  ahmt  dennoch  in  den  sie  betreffenden  Sätzen  und  Glei- 
chungen alle  Operationen  von  Flächen  •  Subtraction  u.  s.  w.  nach, 
die  nun  durch  Nichts  mehr  vermittelt  werden,  als  durch  ein  vages 
Probieren,  durch  welche  der  vielen  möglichen  Proportions* Ver- 
wandlungen, dividendo,  addendo  etc.  am  leichtesten  das  sonst  schon 
bekannte  Ziel  erreicht  werden  könne. 

Ich  will  mich  näher  erjilären.  Entweder  sollte  man  bei  Be- 
trachtung der  vorliegenden  Aufgabe  ausser  allem  Zusammenhange 
mit  Flächen,  ans  denen  sie  Kuklides  erst  folgert,  rein  an  Verbält- 
nisse von  Zahlen  denken,  durch  welche  die  Theile  einer  Linie 
dargestellt  sind:  und  danp  würde  auf  die  Auflosung  unserer  Auf- 
gabe der  bekannte  Satz  von  der  Tangente  freilich  in  einer  ganz 
anders  vermittelten  Analyse  angewandt  werden;  Auflösung  und  Be- 
weis wurden  ganz  anders  werden,  ich  glaube  eben  die,  welche  ich 
gleich  unten  als  die  möglichst  einfachen  in  diesem  Sinne  zur  Dar- 
stellung bringen  werde.  Oder  man  halte  die  der  gewöhnlichen 
Aullösung  zum  Grunde  Hegende  Vorstellung  wirklicher  Flächen 
auch  durch  die  Behandlung  der  ganzen  Aufgabe  fest,  damit 
der  Beweis  ein  Ausfluss  der  Analyse  sein,  und  daraos  verständlich 

Denn  eine  tranz  einzeln  dastehende  Construction  des  freilich 


trum  reichenden  Theil  derselben  benutzt,  wie  sie  sich  in  einzelnen 
Lehrbüchern  findet,  halte  ich  für  durchaus  verfehlt,  da  der  ver- 
meintlich geometrische  Beweis  alsdann  nichts  als  eine  reine  Auf- 
lösung einer  Gleichung  durch  viele  Mittelstufen  hindurch  ist,  ohne 
dass  der  Schüler  sich  des  leitenden  Gedankens  bewusst  werden 
könne. 

Es  wird  uns  nun  bei  letzterer  Art  bei  weitem  leichter  und  ist 
dem  Standpunkte  unserer  heutigen  Geometrie  weit  angemessener 
zu  beweisen,  dass  die  Tangente  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
n.  s.  w.  sei.  als  dass  das  wirklich  über  der  Tangente  construirte 
Quadrat  gleich  sei  dem  Rechtecke  zwischen  u.  s.  w.  Daruni  möge 
man  immerbin  diesen  und  ähnliche  Sätze  in  ersterer  leichterer 
Weise  ableiten,  muss  dann  aber,  um  ihn  zu  einem  angemessenen 


ebenen  Linie,  zum 
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Beweissatze  unserer  fraglichen  Auflösung  anwenden  zu  können,  ao 
lange  sie  nacb  der  obigen  Analyse  geschehen  ist,  ihm  auch  den 
andern  vollen  Gehalt  zu  geben  suchen,  durch  welchen  allein  er  ge- 
eignet ist,  der  so  gegebenen  Auflösung  das  Fundament  eines  durch- 
sichtigen  Beweises  zu  geben.  So  wie  darum  Euklides  durch  VI. 
14.  16.  17.  u.  s.  f.  seinen  frühern  nur  von  Flächen  bewiesenen 
Sätzen  auch  diese  andere  Bedeutung  und  Geltung  von  Linieu  und 
ihren  Zahlenwerthen  gibt,  und  somit  seine  lange  vorher  gegebene 
Auflösung  Eiern.  II.  30.  erst  durch  solche  ausdrückliche  Erweite- 
rung für  unsere  so  gcfasste  Aufgabe:  ,,Eine  Linie  stetig  zu  thei- 
jen'"  gelten  lassen  kann  (siehe  andere  Auflösung  VI.  30.):  so  wird 
umgekehrt  für  uns,  die  wir  solche  und  ähnliche  Sätze  eher  und 
lieber  über  Linien  und  ihre  Zahlenwerthe,  als  über  die  an  ihnen 


wenn  wir  unsere  Sätze  für  Fälle  gebrauchen  wollen,  denen  solche 
von  wirklicher  Flächen -Construction  entnommene  Analysen  zum 
Grunde  liegen,  d.  Ii.,  auf  unsern  Fall  angewandt,  so  lange  wir  bei 
der  obigen  Auflösung  bleiben.  Alles  das  Jeistet  z.  B.  die  Art  der 
Beweisführung,  wie  sie  sich  bei  Grunert  Geom.  392.  durch  die 
angezogenen  $f.  372.  und  386*  vervollständigt  findet,  während  bei 
Ohm,  Legend re  und  Andern  der  Beweis  durch  eine  gar  nicht  ver- 
mittelte Anwendung  der  Proportions -Verwandlung  aus  der  reinen 
Arithmetik  in  seiner  Leichtigkeit  und  Natürlichkeit  getrübt,  seinem 
Ursprünge  entfremdet  wird.  Dort  nimmt  wirklich  der  Satz:  „Die 
Tangente  ist  mittlere  Proportionale  u.  s.  w."  nach  §§.  372.  und 
•380.  auch  die  zweite  Geltung  an:  ,,Das  Quadrat  über  der  Tan- 
gente =  u.s.w."  und  ist  in  dieser  Form  erst  geeignet,  den  Beweis 
der  so  nach  der  Euklides'schen  Analyse*  gegebenen  Auflösuog  zu 
führen.  Denn  dass  wir  statt  des  Euklid.  Jl.  6.  benutzten  Satzes 
der  Auflösung  den  obengenannten  mit  Euklid.  III.  36.  übereinstim- 
menden, doch  ganz  in  II.  6.  beruhenden  und  daraus  abgeleiteten, 
also  eigentlich  spätem,  anwenden,  kann  keinen  Unterschied  im  Be- 
weise begründen,  der  ja  lediglich  von  der  Analyse,  die  in  beiden 
Fällen  dieselbe  ist,  abhängt;  und  ist  nur  daher  gekommen,  dass 
wir  diesen  Satz  von  der  Tangente,  der  uns  in  seiner  arithmeti- 
schen Form  so  leicht  und  wie  von  selbst  hervortritt,  durch  eine 
ein  und  für  alle  Mal  abgethane  Betrachtung  über  die  Identität  der 
arithmetischen  und  geometrischen  Geltung  solcher  Sätze,  viel  be- 
quemer in  den  Inhalt  des  II.  6.  als  einzelnen  Fall  hineinbringen, 
als  dass  wir  diesen  Satz  II.  6.  in  seiner  ganzen,  uns  übrigens  mehr 
gleichgültigen  Allgemeinheit  fest  halten. 

Nach  dem  Vorhergehenden  würde  demnach,  wofern  man  sich 
an  die  Euklides'scbe  Analyse  hielte,  die  vollständige  Auflö- 
sung dieser  Aufgabe  folgende  sein:  * 
Analyse  wie  oben. 

Alle  algebraischen  llülfsmittel  (Neier  Hirsch.  Geom.  Aufgab. 
S.  120)  dieser  Auflösung  verschmähend,  würde  ich  zu  der  darauf 
gegründeten  Synthese  also  fortgeben:  Es  ist  uns  eine  Linie  be- 
kannt, die  Secante,  so  beschallen,  dass  dos  Rechteck  über  ihr  und 
dem  ausserhalb  des  Kreises  liegenden  Theile  von  ihr,  welcher  also 
die  fragliche  Verlängerung  werden  muss,  =  dem  Quadrate  einer 
von  ihrem  Endpunkte  ausgehenden  Tangente..  (Denn  so  dürfen  wir 
nach  den  ohengestellten  Forderungen  des  Unterrichts  den  bekann- 
ten SaU  der  Tangente  aussprechen.)   Diese  Tangente  ist  in  un- 
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■erm  Folie  gleich  der  xu  verlängernden  Linie,  d.  b.  also,  dem  in- 
nerhalb des  Kreisee  liegenden  Stücke  der  Secante,  die,  um  das 
Stück  so  für  alle  Lagen  constant  zu  haben,  nur  durch*«  Centrum 
su  gehen  braucht,  und  zwar  eines  Kreises,  dessen  Durchmesser 
eben  jener  Tangente  gleich  wäre.  Woraus  Bich  augenblicklich 
ganz  und  in  allen  ihren  Theilen  die  bekannte,  gewöhnliche  Auflö- 
sung dieser  Aufgabe  ergibt.  Der  Beweis,  der  hier  natürlich  also 
immer  an  Flächen  und  Kecbtecke  zu  denken  bat,  wie  sie  die  Ana- 
lyse schuf,  würde  ganz  nach  §.  392.  bei  Grunert  zu  führen  sein, 
und  so  erst  Einheit  in  die  Analyse,  •Synthese  und  den  Beweis  ge- 
bracht sein.  Dennoch  scheint  mir  die  Aufgabe  nach  dem  jetzigen 
Standpunkte  unserer  Geometrie,  eine  angemessenere  und  leichter 
vermittelte  Auflösung,  die  namentlich  von  allen  vorgängigen  Fla- 
chenbetrachtungen  unabhängig  wäre,  zu  verdienen,  zu  der  ich  durch 
folgende  Betrachtungen  gelange. 

Neue  Auflösung  der  Aufgabe. 

Analyse.  Es  bietet  sieb  ganz  ungesucht  und  leicht  irgend 
eine  in  mittlere  und  äussere  Verhältnisse  getheilte  Linie  dar. 
Diese  benutze  man  alsdann  nur,  um  nach  dem  ganz  elementar- 
bekannten Verfahren  (Kukl.  VI.  10.);  ,,Ktne  Linie  so  oder  in  den 
Verhältnissen  zu  theilen,  wie  eine  andere  getheilt  ist,**  das  Pro- 
blem augenblicklich  gelöst  zu  haben.  Jene  so  zuerst  in  mittlere 
und  äussere  Verhältnisse  getheilte  Linie  geht  aber  augenblicklich 
in  der  Secante  (BD)  eines  leicht  bestimmten  Kreises  hervor.  Da 
nämlich  die  Tangente  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der  gan- 
zen Secante  u.  s.  w.  ist,  so  brauchte  die  Construction  nnr  so  an- 
gelegt zu  sein,  dass  die  Tangente  immer  gleich  wäre  dem  inner- 
halb des  Kreises  liegenden  Stücke  der  Secante,  damit  letztere  ver- 
langter Maassen  getheilt  wäre. 

Wähleu  wir  darum,  um  auf  die  einfachste,  sieberste  Weise  eine 
so  unveränderliche  Grösse  des  innerhalb  des  Kreises  liegenden 
Stückes  der  Secante  für  jeden  Fall  zu  gewinnen,  die  durch's  Cen- 
trum gehende,  deren  innerhalb  des  Kreises  liegender  Theil  alsdann 
immer  unveränderlich  gleich  dem  Durchmesser  des  Kreises  ist:  so 
brauchte  man  also  nnr  zu  einer  beliebig  als  Tangente  angenomme- 
nen Linie  (AB)  einen  Kreis,  dessen  Durchmesser  gleich  dieser 
Tangente  zu  constrniren,  von  dem  andern  nicht  am  Kreise  liegen- 
den Bndpunkte  (//)  dieser  Tangente  eine  Secante  durch's  Centrum 
,  zu  ziehen,  so  würde  diese  in  dem  Punkte  (C),  wo  sie  den  Kreis 
zunächst  schneidet,  im  mittleren  und  äussern  Verhältnisse  getheilt 
sein.  An  diese,  in  geforderter  Weise  getheilte  Linie  lege  man 
nun  die  zu  solcher  Theiluog  autgegebene  Linie,  und  verfahre  nach 
der  bekannten,  ganz  elementar- geläufigen  Weise,  diese  Linie  nach 
Art  der  andern  zu  theilen.  Um  jedoch  nicht  ein  abermaliges,  neues 
Anlegen  unserer  zu  theilcnden  Linie  nöthig  zu  haben,  wird  es 
zweckmässig  sein,  eben  sie  selbst  gleich  als  jene  sonst  willkühr- 
liebe  Tangente  (AB),  die  uns  nnr  überhaupt  zu  der  so  getheilten 
Secante  verhelfen  sollte,  zu  benutzen,  und  es  wird  sich  demnach 
daraus  folgende,  als  die  zweckmässigste,  durch  die  einfache  Ana- 
lyse begründete  Auflosung  herausstellen. 

<  Synthese:    Auf  dem  Endpunkte  A  (Taf.  I.  Fig.  3.)  der  zu 
theilenden  Linie  AB  errichte  man  eine  ±AOz=\ABt  beschreibe 
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aus  O  mit  dem  Radius  OA  einen  Kreis;  siehe  von  B  durch's  Cen- 
trum  O  die  Secante  BD,  (die  demnach  in  mittlere  und  äussere 
Verhältnisse  getheilt  ist,  da  ja  BA9=zCD*  (Constr.)  =s  BC.  BD); 
verbinde  alsdann  D  mit  A,  und  siebe  endlich  aus  C  die  Linie 
CE\\  DA,  so  wird  ja  natürlich  BA  wie  BD,  d.  h.  ebenfalls  in 
mittlere  und  äussere  Verhältnisse  getheilt  sein  müssen;  so 


H=^|  oder  AE*  =  AB  .  EB  ist 

Wollte  man  selbst  die  sicherlich  früher  vorgekommene  Auflösung: 
„Eine  Linie  AB  in  dieselben  Verhältnisse  su  theileo,  wie  eine  an« 
dere  DB  getheilt  ist,"  nicht  als  bekannt  voraussetzen,  so  würde 
sieb  demnach  der  ganze  Beweis  in  zwei  Linien  also  zusammen- 
fassen lassen: 

u)  BD  ist  in  mittlere  und  äussere  Verhältnisse  getheilt  (schon 
in  der  Auflösung  selbst  anticipirt). 

h)i§—m  (CEü  DJ)=m  ^BD  Ut  ia  nach  der  •ect- 

aur.  getheilt)  =^  (CE  ||  DA). 

Doch  dieses  Beweises  muss  es  an  dieser  Stelle  der  Geometrie 
durchaus  nicht  mehr  bedürfen  und  somit  die  ganze  Auflösung  wei- 
ter nichts  sein,  als  eine  spezielle  Anwendung  einer  längst  bekann* 
ten  Theilung  einer  Linie  nach  einer  andern,  die  in  unserm  Falle 
die  Eigenschaft  besitzt,  welche  wir  den  Theileo  der  andern  geben 
wollen.  Da  nun  auch  bei  der  andern,  allgemein  üblichen,  Auflö- 
sung dieses  Problems  der  Umstand,  dass  die  Secante  BD  verlang- 
ter Maassen  getheilt  ist,  das  Hauptmoment  des  Beweises  hergibt, 
so  glaubte  ich  desselbe  durch  obige  Auflösung,  die  eine  blosse  Ver- 
bindung dieser  neuerkunnteu  Eigenschaft  der  Linie  BD  mit  einer 
allerfrühest  schon  gelernten  Construction,  die  Theilnng  einer  Linie 
nach  Maussgabe  einer  andern  betreffend,  ist.  der  Unmittelbarkeit 
der  tirkennluiss,  und  klarer,  selbstbewusster  Durchscbauung ,  die 
doch  immer  ein  Hauptaugenmerk  des  Unterrichts  sein  sollten,  in 
etwas  näher  und  gleichsam  auf  das  eigene  Gebiet  des  Schülers  zu- 
rückgeführt zu  haben,  wo  er  mit  mear  Mutb  und  Selbstvertrauen 
den  Feind  des  schwierigen  Verhältnisse«  angreift  und  besiegt. 
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III. 

Ueber  einige  durcli  bestimmte  Integrale  «um- 

mirbare  Reiben. 

-  VOD 


Herrn  Doctor  O.  Schlö milch 

xu  Weimar. 


$  1- 

Die  Untersuchung  über  die  Summen  gewisser  Reihen  gründet 
•nf  den  Wert«  de«  Integrales 

in  welchem  p  eine  beliebige  Grösse,  n  eine  ganze  positive  Zahl 
bedeutet.  Man  kann  denselben  entweder  aus  der  Theorie  der 
Gammafuoktionen  'ableiten,  oder  mittelst  einer  Reduktionsformel 
entwickeln,  wobei  sieb  die  Rechnung  sehr  einfach- folgendermassen 
gestaltet    Es  ist  nach  einer  bekannten  Formel 

folglich  für  m  =  1  und  *  =  1,  *  =  0: 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  erhält  mau 

Für  *  =  1  —  x  wird  aber 

■ 

•od  folglich 
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Für  *  =  1 —  jc  gebt  dasselbe  io  das  folgende  über: 

und  veno  man  üocb  »H- 1  für  u,  p  —  1  für  ;/  setzt,  so  ist 

y*0(l—  x)*a:P-hij:  =  p[p_^x)  (p  +  ny 

Wir  wollen  nun  der  Kürze  wegen  1.2.3...»  mit  *'  bezeichnen 
and  baben  jetzt: 

V  /T< 1  - ******* = piP +!,.]..  (p+nf  O 

$.2. 

In  der  so  eben  entwickelten  Gleichung  setzen  wir  der  Reihe 
nach  p  -f-  m,  p  -fj2»»,  ^  -f-  im  u.  s.  w.  für  p,  wobei  m  eine  ganz 
beliebige  Grösse  bedeutet,  und  addiren  alle  so  entstehenden  Glie- 
der, das  erste  (1)  mit  gerechnet;  auf  der  rechten  Seite  erscheint 
dann  die  Reibe 
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und  auf  der  linken,  ula  Sumne  derselben,  eine  Reibe  von  Integra- 
len, welche  wegen  der  gleichen  Integrationsgränzen  in  ein  einziges 
xusammengefastt  werden  können  und  «war  in  das  folgende: 
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=  1  -  *H  1-4-  *-  -fr-  +  

=  a?/T<1-- >-ra**  « 

Der  Werth  dieses  Integrales  ist  leicht  su  finden.  Entwickelt  man 
nämlich  das  Binom  (1  —  a:)»  and  besieht  die  Integration  auf  jedes 
einzelne  Glied,  so  wird  jenes  Integral  in  die  <•  -f- 1  folgenden  «er- 
legt, deren  Coeffizienten  «*,  *|,  w,  . . .  *n  die  Bioomialcoeffiiien- 
ten  bedeuten : 

Was  nun  auch  »  und  «v  sein  mögen,  so  lässt  sich  doch  jedes  ein- 
zelne Integral  durch  die  gehörige  Substitution  einer  neuen  Verän- 
derlichen auf  die  Form 

* 

bringen,  worin  f*  und  *  ganze  positive  Zahlen  sind.  Mau  kennt 
aber  den  unbestimmten  Werth  eines  solchen  Integrales,  folglich 
anch  den  zwischen  den  Gränzen  0  und  1.  Die  Aufgabe  von  der 
Summirung  jener  Reihe  ist  daher  vollständig  gelöst  in  der  Glei- 
chung: 
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II  * 

u-  + 

iff  + 


I 

\ 

I 


7  i 

fr  + 

5* 


«  + 

7  &  + 
+  r 

§ 

IIS*. 

+ 
I 

+ 

+ 


+ 
+ 


deren  Unke  Seite  unendlich  riele,  deren  rechte  »her  Mom  * 
Glieder  enthält. 
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Im  Allgemeinen  fahren  die  angedeuteten  Integrationen  auf 
Kreisbogen  und  Logarithmen ,  für  m=\  aber  auf  eine  algebrai- 
sche Grösse.  In  diesem  Falle  gestaltet  sich  das  Integral  (3)  ein- 
facher  so: 


dessen  Werth  man  aus  Formel  (1)  erhält,  wenn  man  »—1  für  n 
setzt;  derselbe  ist 

1  (*  —  I)'       .      _  1  I   


Also  haben  wir,  in  (4)  m  —  1  setzend; 


■  r 


- 

■ 


■  : 
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+ 


+ 


+ 


+ 

i 


+ 
3 


+ 
a 

+ 


+ 

+ 


+ 

+ 

3 


- 

■ 

-  ■  i 


eine  Summe,  welche  schon  bekannt  ist  uod  auch  auf  elementarem. 
Wege  ermittelt  werden  kann. 

Für  *•  >  1  werden  oft  die  einzelnen  Integrale  in  (4)  jedes  für 
sieb  unendlich,  was  natürlich  nicht  hindert,  dass  ihre  Differenzen 
endliche  Grössen  sein  können.  Diesem  Uebelstande  hilft  man  bei 
praktischer  Berechnung  speciellcr  Fälle  sehr  leicht  dadurch  ab, 
dass  man  erst  alle  Integrationen  unbestimmt  ausführt,  die  gefunde- 
ne u  lugarithmischen  und  Kreisfunktionen  so  weit  als  möglich  mit 
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einander  verbindet  und  erst  dann  xur  Substitution  der  Gränzwerthe 

0  und  1  schreitet. 

Z.  B.  Tür  p  =  \.  m  =  2,  »  =  2  ist 


1 


1  •  2  •  3 


l  1_ 

3.4.5  5.6.7 
»1  xdx 


Integrirt  man  auf  der  rechten  Seite  unbestimmt,  so  ergiebt  sieb 

r 

•in  Ausdruck,  der  sich  in  den  folgenden  zusammenziehen  lässt: 

und  daraus  folgt  für  ir  =  1,  .r  =  0: 

ß"~T  = 1 .2.3  "*~  »7*75  +  57077  "*~  

Anderweit  bemerkenswerte  Resultate  erhält  man  für  /»=2,  m=2, 
<•  =  2  und  ;»  =  |,  *t  =  2,  »  =  2,  nämlich  die  folgenden  beiden 
Reihen: 


4— ä= 


2 


.3.4^4.5.6^6.7.8^"-  ^' 


n_       J_  l_ 

16        8  ~~  1  .  3  .  5 


1 


5.7.9   '  9.11.13 


...  (8) 


f  3. 

Eben  so  leicht  findet  man  die  Summe  einer  Reihe,  deren  ein- 
zelne Glieder  die  nämlichen  wie  der  in  (4)  sind,  aber  mit  wech- 
selnden Zeichen  fortgehen.  Es  folgt  nämlich  au«  (1),  wenn  man 
daselbst  p  -h»,  v  +  2m  u.  s.  w.  für  p  seist  und  alle  so  entgehen- 
den Glieder,  die  Formel  (1)  eingerechnet,  mit  wechselnden  Zeichen 
leonimmt,  dass  die  Summe  der  fraglichen  Reibe  gleich  sei 


-  \dx 


xp—  < 


Entwickelt  man  wieder  das  Binom  (1 — je)»  und  integrirt  jedes 
einzelne  Glied,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 
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II  3 

+ 

+ 


I 


+ 

+ 


+  f 

8 

**  CT 

s+ 

II 


+ 

1 


fr* 
+ 


9 

+ 


i 


9 
+ 

I 


Bf  merkenswert  he  spezielle  Fälle  sind  z.  B.  für 
dann  der  Reihe  Dach  für    =  1,  p  =  2,  />  =  j: 


«n  =  2,  »  =  2  and 
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71 

T 


4 


1 


1 


5.6.7 
1 


(10) 


2.3.4 


4.5.6 


.7.8   


1  ]__  fjr       .  V/2-hl,  1 

8       I6I/2  1  \z2-l'""1.3  5 


1 


l 


5.7.9  +  »11.13  t1*) 
man  in  jedem  der  Integrale  der  Gleichung  (9)  den 


Entwickelt 

Bruch  .  ■        in  die  Reihe  1  —  a""  -+-  aP*  u.  s.  w.  und  integrirt 

jedes  einzelne  Glied,  so  findet  man,  dass  jene  Reihe  auch  unter 
folgender  Form  dargestellt  werden  kann: 


_  2Ll  r  1  _ 


3//I 


1 


1 


! 


ffj  ,  1_ 


1 


p-|-lH-3w 
1 


(13) 


p-f-2-+-2i/i  p-|_2-|-3/n 


...)! 


welches  eine  algebraische  Zerlegung  jener  Reihe  ist. 

Man  kann  das  bisher  befolgte  Verfahren  noch  verallgemeinern 
und  auf  solche  Reihen  ausdehnen,  welche  nach  den  steigenden  Po- 
tenzen einer  beliebigen  Haupt^rösse  u  fortgehen. 

Mau  setze  nämlich  in  Formel  (1)  der  Reihe  nach  p  =  p, 
p-\-m,  p  +  2m  u.  s.  w.,  multiplizire  die  entstehenden  Glieder  mit 
1.  *i  wa  u.  s.  w.  und  addire  sie.  so  steht  auf  der  einen  Seite  die 
Reihe 
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?  -  t  »  \  . 


+ 

a 


+ 


3 


V. 


.  I 


•Uli 


+ 

+ 

;  SP 
4. 


"8 
+ 


+ 
5 


Jiitt.isbo  'Unitf*')  .iiraaa.t        .iioiit-^l  ""nhiv  >Jbuf 
und  auf  der  äderen  alt»  Summe  derselbeu  das  Integral 

Tkeil  IV.  3 
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s. 

n  J  o  y  —  9txm 

welches  sieb  wieder  in  folgende  Reihe  zerlegen  lässt: 

TT  lVor^-Ä7oT^  +  Vo^",<'1  (l5) 

Ein  allgemeines  Glied  aus  dieser  Reibe  ist 


o  1 — IUI"1 

und  geht  durch  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  %  =  umx 
in  das  folgende  über: 

L  I      1  -  *» 
um  0 

welches  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  gefunden  werden  kauu. 
So  hat  nian  z.  R.  für  m  =  1,  n  =  2,  p  =  1  aus  (14)  und  (15) 

_1        ,      u  u* 

1.2.3  "*~2.3.4  "^S.  4.5~*~ 

* 

r  dx  ^  Cx  x&x     =     /*l  x*dx  ~1 

*L«/oi— ««r    y o i - t/ o i — «wj 

uud  fiir  «  =       werden  die  integrale 

Durch  Ausführung  derselben  erhält  man  leicht,  sobald  der  abso- 
lute Werth  von  «  die  Einheit  nicht  übersteigt, 

Ist  der  absolute  Werth  vob  »>»1,  so  divergirt  jene  Reihe  und  die 
Integrale  werden  unendlich  gross. 

Für  «=1,  «#  =  —  1  entstehen  die  Reihen 

1  1  1  1_  ... 

4       1.2.3  "+~2.3.4  "^H.S"1"  *  ' 

in  ~T  =  ITäTs  —  27371  "+"  3.4.5  ~~  —  (18) 

wie v sich  aus  den  Gleichungen  (5)  und  (9)  ebenfalls  findet,  wenn 
man  *»  =  1,  »  =  2,  p  =  \  nimmt. 

f  5. 

Auch  solche  Reiben,  die  nach  den  Cosinus  oder  Sinus  der  Viel* 
fachen  eines  Bogens  fortgehen  und  deren  einzelne  Glieder  Coeffi- 
zienten  der  bisher  betrachteten  Form  haben,  können  durch  die  vo- 
rige Metbode  summtrt  werden.  \ 
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Man  setze  wieder  in  ff)  p  =  p,  p  -f-  *r,  p  +  bm  u.  s.  w.  und 
iltiplizire  die  entstehenden  Gleichungen  mit  1,  cos  vt  cos  2»  u. 
w.  so  giebt  die  Addition  aller  auf  der  ejneo  Seite  die  Reihe 


+ 

+ 
a 
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uud  auf  der  anderen  die  Summe  derselben 

=  ^yoO  —  or)«n-f-«"  cos  tz-r-.r**'  cos  2rH-  )a^-»<^- 

<- 

Die  eingeklammerte  Reibe  kann  mittelst  der  bekannten  Formel 
l  -27~<LrjX rt  =  1  +  r  cos t;-f-  r»  cos 2e>-f-  ,  -4-l>r>-l. 

summirt  werden,  uud  dann  geht  jenes  Integral  für  r  =  ar-»  io  das 
folgende  Über: 

1    /'l/t         Xm  1 — cos  i;  ,  . 

i   ,  5  (2ü) 

/•*        1  —  £Cm  COS  tJ  ,  ,  l 

wodurch  die  Summe  jener  Reihe  (19)  dargestellt  wird,  indem  man 
Mittel  besitzt  einen  Ausdruck  von  der  Form 

zu  integriren. 

Eben  so  leicht  erhält  man  aus  Formel  (1) 
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"II     1  ? 


I 

a 


+ 

1 

2. 
3* 

+ 
i 


C4 


! 


+ 

s 


Ist 


+ 


mm» 

B 

«5 


+ 

+ 
2 

+ 


+  f 

:  s 
+ 

I  f 


+ 
+ 


5* 


wobei  die  eingeklammerte  Reihe  nach  der  Forme) 


sin  -v 


1  —  2r  cos  v-f-r» 


=  ain  p-f-r  «in  2p-f-r*  sin  3p 
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sin  v 


* 

summirt  werden  kann.    Man  erhält 

 sin  v  -  .TP—iJx   

nl  lVo  l-2x*  cost'-Kr*»     *'•/  o  1-' 


4-...1  (22) 


womit  die  Summe  der  Reihe  (21)  gefunden  ist. 
Für  />  =  »  =  »=  1  ist  z. 


sin  v       sin  2t; 


=  um  vi  i — 
t/  o  l  — 


1  *> 

dx 


2.3 


sin  3i/ 
3.4 


2a:  cos  t 


.ri/.r 


2j"  coj» 


—  S,n  "^0  1-20:  cos  IM 


Durch  Anwendung  der  bekannten  Integralformel 


sin  2c    .   sin  3p 


2.3 


3  .  \ 





erhält  man  hieraus 

sin  v 

=  —  [(*  —  »)  tan  .7  —  /(2  sin  -)]. 

Zwei  spezielle  Fälle  der  obigen  allgemeinen  Formeln,  wenn  näm- 
lich m  =  n  und  m  =  »  -f-  1  ist,  hat  Herr  Dr.  Stern  in  Crelle's 
Journal  Bd.  10.  S.  209  entwickelt.  Kr  geht  von  Zerlegungen  wie 
die  in  (13)  aus.  die  er  durch  Induction  findet  und  mittelst  der  Ber* 
noullischen  Schlussreihe  verifizirt.  Dies  ist  gerode  der  umgekehrte 
Weg,  welcher  indessen  nicht  so  kurz  und  allgemein  zum  Ziele 
führen  dürfte  als  der  obige  direkte. 
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IV. 

Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Augmittelung  des 
Kennzeichens,  ob  eine  Variation  zweiter  Ord- 
nung positiv  oder  negativ  ist,  oder  weder  als 
positiv  noch  als  negativ  gelten  kann.  Gelegen- 
heitlich ist  dabei  ein  Beitrag  zur  Beurtheilung 
der  beiden  von  Euler  und  Lagrange  gegebe- 
nen Methoden  der  relativen  Grössten  und 

Kleinsten. 

Von 

Herrn  Doctor  G.  Strauch 

l^hr.  d.  Matbm.  an  der  Erziehungsanstalt  zu  Lenzburg  iui  Kanton  Aargau. 


Diese  über  die  Variationen  zweiter  Ordnung  anzustellende  Un- 
tersuchung kommt  bekanntlich  am  häufigsten  vor  bei  der  Anwen- 
dung des  Vuriationskalkuls  ouf  das  Grösste  und  Kleinste.  Ist  der 
gegebene  Ausdruck,  der  ein  Grösstes  oder  Kleinstes  werden  soll, 
eine  reine  Urfunktion,  oder  enthält  er  auch  (totale  oder  partielle) 
Differentiale;  so  hat  diese  Untersuchung  keine  weitere  Schwierig» 
keil,  sie  lässt  sich  jedesmal  mittelst  der  Theorie  der  unbestimmten 
Koefficienten  oder  mittelst  der  Theorie  der  Gleichungen  ausführen. 
Ist  aber  der  vorgelegte  Ausdruck,  der  ein  Grösstes  oder  Kleinstes 
werden  soll,  ein  Integral;  so  kann  die  in  Rede  stehende  Unter- 
suchung manchem,  der  in  der  höheren  Analysis  nicht  viele  Fertigkeit 
hat,  bedeutende  Schwierigkeiten  verursachen.  Die  hier  folgende 
Abhandlung  soll  sich  daher  nur  auf  solche  Probleme  erstrecken, 
wo  der  vorgelegte  Ausdruck  ein  Integral  ist;  und  dabei  mögen 
zwei  Abtbeilungen  gemacht  werden,  je  nachdem  derselbe  entweder 
ein  einfaches,  oder,  ejn  zweifaches,  dreifaches,  u.  s.  w.  Integral  ist 

- 

*  ■ 

Erste  Abtheilung. 

Der  vorgelegte  Ausdruck  sei  ein  einfaches  Integral.  Diese 
Aufgabe  ist  folgende:    Es  sei  F  ein  aus  den  Elementen 

dy    d*y  ci>ny       dz     .        d»x  dv 

*r>  y>  dx>  dx*'""  d&*  *'  ^ d^7  ä£' 
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gebildeter  Ausdruck,  und  man  sucht  für  y,  3,  v  solche  Funk- 
tionen von  ^r,  dass  dabei  das  von  x=.a  bis  x  =  a  erstreckte  lo- 
te grnl 


V=f*V  da 


ein  Grösstes  oder  Kleinstes  wird. 

Frstens.    Wenn  V  ein  nur  aus  den  Elementen  *,  y,^,., 

-\\     dmy       .»  '  i  *\'\ 

.  .  .  j— -  gebildeter  Ausdruck  ist,  man  also  nur  y  als  eine  solche 

Funktion  von  x  sucht,  dass  dabei  U=J u  V .  dx  ein  Grösstes 

oder  Kleinstes  wird,  so  hat  man  den  einfachsten  Fall.  Die  Unter- 
suchung, wann  die  zweite  Variation  6*1/  positiv  oder  negativ  sei, 
oder  weder  als  positiv  noch  als  negativ  gelten  kann,  ist  bereits 
von  französischen  Mathematikern  ausgeführt.    Z.  B. 

1)  von  Laplace.    Nova  acta  eruditorum.  1772.  S.  193 

2)  von  Legendre.  Me'moires  de  l'Acad.  des  Sciences  de  Paris. 
1786,  p.  7;  et  1787,  p.  348 

3)  von  Lagrange.  Theorie  des  Fonctions  analytiques,  2.  edit. 
p.  276.  In  Crelle's  Uebersettung  der  tagrange'schen  Werke 
lese  man.  Bd.  1.  S.  500.  ff. 


Zweitens.  Wenn  aber  bei  dem  zusammengesetzteren  Falle, 
wo  neinlich  y,  s,  tr,  u.  s.  w.  als  solche  Funktionen  von  x  gesucht 

werden,  dass  17=  J    V .  dx  ein  Grösstes  oder  Kleinstes  wird, 

die  zweite  Variation  6*  U  positiv  oder  negativ  ist,  oder  weder  als 
positiv  noch  als  negativ  gelten  kann:  diese  Untersuchung  hat  ein 
deutscher  Mathematiker  ausgeführt,  und  jeder  schon  so  weit  ge- 
diehene Analytiker  wird  sie  mit  Vergnügen  lesen.  Man  sehe: 
Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten  von  M.  Ohm.  Berlin. 
1825.  S.  279  -283,  S.  292,  293. 

So  gewiss  es  aber  ist,  dass  diese  Untersuchungen  für  den  zur 
Reife  gediehenen  Analytiker  nichts  mehr  zu  wünschen  übrig  las- 
sen; eben  so  gewiss  ist  es  auch,  dass  sehr  Viele,  nnd  sogar  solche, 
die  über  Variationskai kul  zu  schreiben  unternommen  Laben,  nicht 
in  den  Geist  derselben  eindringen  konnten.  Besagten  Leuten  wäre 
es  besser  ergangen,  wenn  sie  nur  ein  einziges  Problem  vollständig 
durchgeführt,  und  die  sich  dabei  ergebende  zweite  Variation  mit 
Umsicht  untersucht  hätten.  Ich  halte  es  daher  für  nicht  über- 
flüssig, einige  einfache  Probleme  hier  aufzustellen, 
und  dann  erst  zur  zweiten  Abtheilung,  wo  vielfache  In- 
tegrale vorkommen,  überzugehen. 


I 

Erstes  Problem.  Mau  sucht  diejenige  ebene  Kurve, 
welche  von  zwei  zu  den  Abscisseo  a  und  u  gehörigen 
rechtwinkligen  Ordinalen  beg*änzt  wird,  ondzwiseben 
ihren  Gränzpunkten  die  kürzeste  ist,  während  für  diese 
Gränzordioaten  selbst  vorgeschrieben  ist,  dass  ibrPro- 
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dukf  unter  allen  Umstanden  einen  bestimmt  gegebenen 
oegativen  Werth  ( — A2)  haben  soll. 

Die  Aufgabe  ist  also:  Es  soll  y  als  solche  Funktion  von  .r 
gesucht  werden,  dass  dos  bestimmte  Integral 

ein  Gross tes  oder  Kleinstes  wird,  während  eben  diese  für  y  ge- 
suchte Funktion  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  berausgewäblt  wer- 
den darf,  bei  denen  die  Gleichung 

II.    yÄ.yrf  =  — *' 

statt  findet. 

Hier  ist  nach  Kuler'g  Bezeichnung  und  y„  bedeutet, 

dass  man  in  der  für  y  gesuchten  Funktion  a  an  die  Stelle  des  r 
gesetzt  habe.    Bbenso  verhält  es  sich  mit  y«. 

Variirt  man  Gleichung  I.,  so  bekommt  man  bekanntlich 

und 


Auch  hier  bedeuten  die  unten  angehängten  m  und  a,  dass  man  <* 
und  «  an  die  Stelle  des  .r  zu  setzen  habe.  Wenn  man  Gleichung 
II.  variirt,  und  dabei  die  Ausdrücke  dyrt,  «J'y«,  u.  s.  w.  als  solche 
behandelt,  deren  Werth  von  öy„  d*y«,  u.  a.  w.  abhängig  ist;  so 
bekommt  man 

V.  dy(l=z~dya, 
Eliminirt  mau  <Jy,e  aas  III,,  so  bekommt  man 


«  I 
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Daraus  ergibt  «ich  nun  die  Hauptgleichung 
und  die  Grhnzengleichung 

Integrirt  man  die  Hauptgleichung,  so  ergibt  sieb 

d.  b.  die  gesuchte  ebene  Kurve  ist  die  grade  Linie;  und 
wenn  man  A  statt  p,  und  Aa-\-  B  statt  ya  in  IX.  einsetzt,  so 
bekommt  man 

A  .k»—(A  .a  +  B)*  .  A 
(Am  +  B)*  Ml+A* 

oder 

XI.  J.[^-(J«+Ä)»]=0. 

Setzt  map  eben  so  Am  ~\-  B  und  Au  ß  bezüglich  statt  y9 
und  ya  in  II.  ein;  so  bekommt  man 

XII.  (A.M  +  B).{A.a  +  B)=:  —  k*. 

* 

Die  Gleichungen  XI.  und  XII.  dienen  zur  Bestimmung  der 
Konstanten  A  und  B, 

Gleichung  XI.  wird  erfüllt,  wenn  A=zO;  dabei  reducirt  sich 
X!l.  auf  B*=z  —  k*.  Diese  Gleichung  enthält  einen  Widerspruch 
in  sich  selbst;  es  kann  also  nicht  A  =  0  sein. 

Gleichung  XI.  wird  auch  erfüllt,  wenn  k*  —  (Am -f-  B)*  =  0 
ist  Daraus  folgt _Am -h  B  =  zfc  l/P ;  und  XII.  geht  über  in 
(Aa+B).{±\>/A*)  =  -/:\  d.  h.  es  ist  Aa  +  B  =  =FVlF. 
Gleichung  X.  geht  also  über 

XIII.  («  +  .)■  vg. 

J  a  —  m  *^       a  a 

Die  gefundene  Grade  schneidet  also  die  Abscissenaxe  da,  wo 
JC  =  C^g>  d.  h.  mitten  zwischen  den  Granzordinaten.  Sie  geht 
von  oben  nach  unten,  wenn  man 

y— — — 

setzt;  dagegen  geht  sie  von  unten  noch  oben,  wenn  man 


2.yk*  («  +  «).j//c' 
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.  Eliminirt  man  nun  <J\y«  aus  IV.,  und  berücksichtigt  man  noch 
die  Hauptgleichung  VIII.;  so  redueirt  sich  IV.  auf 


und  es  fragt  sich:  kann  dieser  für  9*  U  hergestellte  Ausdruck  als 
positiv  oder  als  negativ  gelten?    Um  diese  Frage  zu  beantworten. 

nehme  man  das  von  a  bis  x  erstreckte  Integral  J  g  .  das. 

und  setze 

wo  <jp.zr  und  y  zwei  noch  zu  bestimmende  Funktionen  sind.  Dif- 
ferentiirt  man  nun  auf  beiden  Seiten,  und  dividirt  man  dann  Alles 
mit  o$^\  so  bekommt  man 

oder 

xu        + 1**)*!  •      +  2  '  ^  +       -  ^  -  ^  =  0 

Dfese  Gleichung  gilt  für  j«d«  beliebige  Funktion  dy  von  und 
bei  jedem  beliebigen  Wertbe  des  .r;  sie  mnss  also  in  folgende  zwei 
identische  Gleichungen  zerfallen: 

-h  (u^r)*  =  0  und  (y.r)  -f-  (t//:r)  =  0. 

1  1 

Daraus  folgt  <px  =:   und  t//;r  =  ,  wo  c  eine  durch  die 

o   t        x-\-  c        T  x  ~\-c 

Integration  eingegangene  willkiihrliche  Konstante  ist.  Gleichung 

XV.  gebt  also  über  in 


Die««  Gleichung  gilt  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  ar,  also 
auch  bei  x  =  wf  und  man  hut  folglich 

Mas  beachte  nun  folgende  drei  Punkt«: 
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1)  Ks  existirt  durchaus  keine  Bedingung,  von  welcher  der 
Werth  der  Konstanten  c  abhängt; 

--r 

2)  Man  inair  der  Konstanten  c  was  immer  für  einen  Werth 
beilegen,  dieser  Werth  hat  niemals  Einfluss  auf  Sy  und  und 

3)  So  wie  der  Werth  des  linken  Theils  der  Gleichung  XVII. 
von  c  unabhängig  ist,  eben  so  ist  der  Werth  des  rechten  Theils 
dieser  Gleichung  von  c  unabhängig.  Dieses  kann  man  aber  noch 
auf  folgende  Art  näher  nachweisen:  Weil 

so  kann  man  statt  Gleichung  XVII.  auch  schreiben 

» 

und  wenn  man  dos  vollständige  Differential  integrirt,  so  bleibt  bloss 

/:<&■*>-/:<&••*« 

Hierdurch  ist  also  strenge  nachgewiesen,  dass  der  Werth  des  rech- 
ten Theiles  der  Gleichung  XVII.  von  e  unabhängig  ist.  Wenn  man 

nun  aus  XVII.  den  mit  J%  ('~jr~)*  •  <te  gleichbedeutenden  Ausdruck 
in  XIV.  einsetzt,  und  dann  noch  Sy*a  eliminirt;  so  bekommt  man 

■ 

I  Ii      i<i  2-4 

XIX.  d*U=„— 


(1-M») .  (im-c) 


1  •         (T?W  ~       •  *IÄ  • 


Da  nun  der  Werth  des  6*  LI  von  der  Konstanten  c  unabhängig 
ist;  so  lege  man  dem  c  einen  solchen  Werth  bei,  dass  die  Gleichung 
stattfindet: 

Dabei  reducirt  sich  XIX.  auf 

- 

XXI.  *  fc  =  ^-^  -  ^ .  *)»  • 

Aus  Gleichung  XX.  ergeben  sich  zwei  verschiedene  Werthe  für  r. 
von  denen  man  nach  Belieben  den  einen  oder  den  andern  in  XXI. 
einzusetzen  hat.  An  XXI.  aber  erkennt  man,  dass  9*  U positiv  ist; 
denn  dus  Radikal  (1  -f-  A*)l  hat  nur  seine  positive  Bedeutung. 
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S 

weil  es  in  Gleichung;  L  nur  als  positiv  vorausgesetzt  worden  ist. 
wie  auf  folgende  Weise  erörtert  werden  mag: 

Die  Differenz  a  —  a  ist  positiv»  also  muss  (wie  aus  der  Theo- 
rte  der  Rectifikation  bekannt  ist)  die  erste  Ableitung  des  Bogens 
bei  jedem  zwischen  a  und  u  liegenden  Werthe  des  jc  positiv  sein, 

d.  h.  das  Radikal  V\+p%  darf  in  Gleichung  I.  nur  nach  seiuer 
positiveo  Bedeutung  genommen  werden ,  welche  Einschränkung 
durch  die  gante  Aufgabe  festgehalten  werden  muss. 

Zweiten  Problem.  Man  sucht  y  als  solche  Punktion 
von  a%  dass  das  bestimmte  Integral 

ein  Grösstes  oder  Kleinstes  wird. 

Man  variire,  und  setze  dann  zur  Abkürzung  p  statt  -jg;  so  be- 
kommt man 

II.    SU=2  .  {my  —  p)a.äya  —  2.{my  —  p)a.d!/o 

2  yT(4y  -*--»»-  d(myd7F)^  **  • 

Iii.  3* u=z2.  (•»«/— pU  -frya  —  2.  (*y— p)*-  **y» 

-f-  4  .  öy  -i-2ssj .  6y  .  ^  -  (^)»|  .  da:. 
Hier  hat  mau  als  Hauptgleichung 

IV.  *y+ =  o 

I 

und  als  Gränzengleichung  hat  man 

V.    («y  —  p)a  .  <>ya  —  (my  —  /?)«  .  öty«  =  0. 
Wenn  man  die  Hauptgleicbung  integrirt,  to  bekommt  mau 

VI.   y  =  4  »io  + 

als  die  für  y  gesuchte  Funktion,  wo  h  und  g  zwei  noch'  zu  be- 
stimmende willkührliche  Konstanten  sind.  Die  Gränzengleichung 
geht  jetzt  Uber  in 


VII.    (T  .  siu  (2a  +  g)~A  .  cos  (2a  -+-  g)]  .  dy„ 

-       •  «in  (2o  +  g)-A.co*  (2*  +  g)]  .  4ym  =  Q. 
Diese  Gleichung,  welche  bei  Bestimmung  der  Konstanten  noch  be- 


< 
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nützt  werden  moss,  wird  sieh  auf  verschiedene  Weise  zerlegen,  je 
nachdem  dya  und  6ya  willkürlich  oder  abhängig  sind.  Unter  Be- 
rücksichtigung der  llauptgleicliung  redacirt  sich  nun  Ity.  auf 

■  > 
Man  nehme  nun  das  von  a  bis  x  erstreckte  Integral 

und  setze 

IX.  .  V  + 1.  .  <ty .  £  -  (**)•] .  4» 

t 

=  <*r)  •      -  (»»)  •  rfy.«  -/^S  •  <Srt*  •  '/r 

wo  yjT  und  zwei  noch  zu  bestimmende  Funktionen  sind.  Mau 
differentiire  auf  beiden  Seiten,  dividire  Alles  mit  dx,  und  bringe 
alles  auf  eine  Seite  des  Gleichheitszeichens;  so  bekommt  man 

\  .  *y*M-2 .  [—  .  cTy .  ^  =0. 

Diese  Gleichung  gilt  für  jede  beliebige  Funktion  dy  von  ary  und 
bei  jedem  beliebigen  Wertbe  des  sc\  sie  zerfällt  also  in  folgende 
zwei  identische  Gleichungen: 

. 

4  — -^-  +  (^)»=0  und  m  —  (yx)  -f-  (tp.r)  =  0. 
Daraus  ergibt  sich 

a\r  =  m-f-2  .  tg  (2^r  ~h  c) 

und 

Gleichung  IX.  geht  also  jetzt  über  in 

=  \m  +  2  .  tg  (&r  -f-  c)\  .        -  [*t  -f-  2  .  Ig  (Stm  -f-  c)\  .  ÖV 

Diese  Gleichung  gilt  bei  jedem  beliebigen  YVertbc  des  a\  also  auch 
bei  .r  =  a;  und  man  hat 

■ 

» 
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=  l*-»-2.  Ig  (2a  -+-  c)] .  3yK'  -  {m  +  i  .  Ig  (2«  +  e)l .  iy.1 

+  2  .  *jf .  tf  (ix-t-e)]*  .  <fe. 

Sowie  der  Werth  des  linken  Theiles  dieser  Gleichung  von  c  un- 
abhängig ist,  ebenso  ist  auch  der  Werth  des  rechten  Theiles  dieser 
Gleichung  von  c  unubhäoffte.  Dieses  kann  man  aber  auf  folgende 
Art  näher  nachweisen:  Weil 

d[(m  +  2.tg  (2jr +  <:)).  «fr»] 
dx 

ist,  so  kann  man  statt  Gleichung  XI.  auch  setzen 

xii.  y>.*»+«-.*.£-(g>»i.- 

=  (»  +  2.ts  (2o-t-c)J.*y„«  —  [«-4-2. Ig  (1*  +  c)).ty.* 
and  wenn  man  das  vollständige  Differential  integrtrf,  so  bleibt  bloss 

=/>.*•+«-. 'y.g-<gn.*r. 

Hierdurch  ist  also  strenge  erwiesen,  dass  der  Werth  des  rechten 
Theiles  der  Gleichung  XI.  von  c  ganz  unabhängig  ist.  Wenn  man 
nno  aua  XI.  den  mit 

/^[4.V+2-.^.^-(^)M.^ 
gleichbedeutenden  Ausdruck  in  VIII.  einsetzt,  so  bekommt  man 

XIII.    **#=2.[^.sin  (2a -h^)- cos  (2«-r-#)]  .  d>ya 

-4-2.  {«•H_2  .  tg  (2a  +  c)]  .öVa1 
-  2  .       .  sin  <2« cot  (2a-h^)J  •  ^ 

-2.  [»-f-2.tg  (2* -f- c)]  .  dy«» 

Wenn  nun  nicht  <?ya  =  0,  dyÄ=0,  0**^  =  0,  o**ya  =  0,  u.  w. 
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ist,  i»u  kann  man  doch  jedesmal  der  Konstanten  c  einen  solchen 
Wertb  beilegen,  dass  das  ausserhalb  des  Integralzeichens  befind- 
liche Aggregat  wegfällt;  und  dabei  reducirt  sich  Gleichung  XIII. 
auf 

woran  man  erkennt,  dass  3*17  negativ  ist,  und  ein  GrÖsates  statt- 
findet. 

> 

Drittes  Problem.  Man  sucht  unter  allen  ebenen  Kur- 
ven, welche  zwischen  den  zu  den  Abscissen  a  und  a  ge- 
hörigen rechtwinkligen  Gränzordinnten  einerlei  Flä- 
cheninhalt einscbliessen,  diejenige,  bei  welcher  der 
Schwerpunkt  am  höchsten  oder  tiefsten  (der  horizontal  ge- 
nommenen Abscisscnaxe  so  nahe  oder  ferne  als  möglich)  liegt. 

Die  hiesige  Aufgabe  verlangt  also  für  y  eine  solche  Punktion 
von  ar,  dass  der  Quotient 

I.    U=  —  

ein  Grösstes  oder  Kleinstes  wird,  während  eben  diese  für  y  ge- 
suchte Funktion  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  herausgewählt  wer- 
den darf,  bei  denen  allen  das  bestimmte  Integral 


.dar 


den  neiulichen  (gegebeuen  oder  nichtgegebencn)  Werth  bekommt. 

Dies  Problem  gehört  in  die  Klasse  "derjenigen,  welche  von 
Euler  relative  Grosste  oder  Kleinste  gennunt  werden.  Er 
verfahrt  dabei  auf  folgende  Weise:  Er  multinlicirt  den  Ausdruck 
II.  mit  einem  (vorerst  noch  unbekannten  aber  im  Laufe  der  l  nter- 
suchuug  sich  bestimmenden)  konstanten  Faktor,  und  addirt  dann 
dieses  Produkt  zu  I.    Er  setzt  ulso 


III.    £'  = —  h  A  .  f    y.  da: 

da: 


_  /MC 


und  sucht  diejenige  Funktion  y  von  a:  auf,  welche  den  Ausdruck 
III.  zu  einem  Grössten  öder  Kleinsten  macht. 

Dieses  Verfahren  wäre  allerdings  gerechtfertigt,  wenn  der 
Ausdruck  II.  selbst  Null  wäre,  und  wenn  sowohl  ein  abhängig  va- 
riables als  auch  ein  unabbängig  variables  Element  vorhanden  wäre; 
dann  wäre  der  Ausdruck  III.  dem  Ausdrucke  I.  vollkommen  gleich., 
und  der  Faktor  L  würde  dazu  dienen,  die  Variationen  des  abhän- 
gig variablen  Elementes  zu  eliminiren.  Allein  da  das  bestimmte 
integral  II.  nicht  Null  ist,  so  ist  das  in  III.  stehende  U  ein  ganz 
anderes,  als  das  in  I.  stehende  47,  und  es  fragt  sich:    Wie  geht 
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es  m,  da ss  diejenige  Funktion  y  von  x,  welche  den 
Ausdruck  Hl.  zu  einem  Grössten  oder  Kleinsten  macht, 
euch  den  Ausdruck  I.  zu  einem  Grössten  oder  Klein- 
sten macht;  und  woher  weiss  man,  dass  die  gesuchte 
Funktion  y  von  x  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  heraus« 
gewählt  ist,  welche  alle  für  das  bestimmte  Integral  II. 
den  n entliehen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  lie- 
fern? 

Ein  Versuch,  diese  zwei  Fragen  theoretisch  zu  beantworten, 
wird  jedesmal  ein  Versuch  bleiben;  und  es  ist  nöthig,  statt  der 
Euler'scben  Methode  eine  andere  aufzustellen,  um  so  mehr,  uls  die 
Euler'sche  Methode  bei  vielen  Problemen  dann,  wenn  man  das 
Kennzeichen  für  die  Existenz  eines  Grössten  oder  Kleinsten  her- 
stellen will,  ganz  falsche  Ausdrücke  liefert.  Dieses  ist  namentlich 
ia  dem  hier  vorgelegten  Probleme  der  Fall  (man  lese  die  Bemer- 
kung hinter  Gleichung  IX.). 

Thatsache  ist  es  aber,  dass  die  Euler'sche  Methode 
jedesmal  die  richtige  Funktion  y  von  x  liefert. 

Nun  mag  das  vorgelegte  Problem  nach  der  Eulcr'schen  Me- 
thode durchgeführt  werden.  Man  variire  Gleichung  HI.,  bringe 
Alles  auf  einen  Nenner,  und  setze  dann  im  Nenner  zur  Abkürzung 

Ä  %\&tt  J^y .  dx\  dann  bekommt  man 

Nun  setze  man,  was  aber  in  der  Theorie  des  Variationskalkurs 
noch  erörtert  werden  muss, 

V.  J^V%  *  dx=  C  »f*^y  •  dx 

d.  h.  man  setze  J^y%  .  dx—A .  Ct  so  geht  Gleichung  IV.  über  in 

VI.   dü=  ^  y]*(2y  -C  +  2AL) .  ty .  dx, 

I 

Daraus  folgt  die  Hauptgleichung 

VII.   2y  —  C+2.A.L  =  0 

und  eine  Gränzglciclmng  gibt  es  nicht.  Man  hat  also  die  mit 
der  Abscissenaxe  parallele  Grade.  Bei  Bestimmung  der 
Konstanten  muss  Gleichung  V.  mit  benutzt  werden;  diese  geht 
jetzt  über  in 

(  ö  )»  .(a-ar)  =  C.(  ).(«  —  •)• 

Diese  Gleichung  enthält  keinen  Widerspruch  in  sieb  selbst,  son- 
dern liefert  1AL-=z — C\  und  wenn  man  AL  aua  VII.  eliminirt, 
so  ergibt  sich 

TkcU  IV.  4 
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<  • 

VIII.  y=C 

als  Gleichung  der  gesuchten  Graden,  wo  C  eine  noch  zu  bestim- 
mende Konstante  ist»  die  wenn  z.  B.  vorgeschrieben  ist,  daM  der  in 
Rede  stehende  Flächeninhalt  den  bestimmten  Werth  g*  habe,  durch 

die  Gleichung  XjV •  =  bestimmt  wird;  denn  diese  Glei- 
chung, wenn  man  C  statt  y  setzt  und  integrirt,  geht  über  in 
C.{a  —  a)  =  g%,  und  daraus  folgt  C=^-^. 

Cm  zu  entscheiden ,  ob  ein  Grösstes  oder  Kleinstes  stattfinde, 
hat  man  in  Gleichung  IV.  nur  den  Zähler  zu  variiren;  und  man 
bekommt  zunächst 

rf'^äTX, .  {*  •  fy .  **y .  d*  xfy  .  <** 

—  f°y>  •  dx  x  fl*y  .dx+2L.  (f"y .  4*)\f"*y  .  d* 
-f-  2.  .  Ar  X  f"y .  dx     4Ä./"*y .  Ar  X  (/^y-        |  • 

Setzt  man  A  statt  j^y .  da:,  und  AC  statt  ^y»  .  Ar;  so  geht 
dieser  Ausdruck  über  in 

Dieser  Ausdruck  reducirt  sich  wegen  Gleichung  VII.  auf 

Nun  ist  A=f"y.  tüc=C .  (a  — a),  also  Z= —  ^  =  ~  2(a-«) { 
und  somit  hat  mau 

Man  erkennt  aber  gradezu,  dass  das  innerhalb  der  Haken  stehende 
Aggregat  weder  als  positiv  noch  als  negativ  gelten  kann,  so  dass 
es  das  Ansehen  hat,  als  fände  weder  ein  Grösstes  noch  Kleinstes 
statt.  Allein  es  ist  in  der  T hat  der  Fall,  dass  unter  allen 
Figuren,  die  denselben  Inhalt  und  dieselbe  Grundlinie 
haben,  und  von  auf  der  Grundlinie  stehenden  Perpendi- 
keln begränzt  sind,  das  Rechteck  seinen  Schwerpunkt 
am  tiefsten  liegen  hat.  Dieses  wird  auch  noch  durch 
den  nach  der  Lagrange'schen  Metbode  für  d*U  herge- 
stellten Ausdruck  XXI.  bestätigt;  und  somit  bleibt 
nichts  anderes  übrig,  als  den  nach  der  Kuler'schen  Me- 
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thode  für  ©** U  hergestellten  Ausdruck  für  eineu  unrich- 
tigen zn  erklären. 

Es  entsteht  also  die  dritte  Frage:  Wie  geht  es  zu,  dass 
man,  wenn  man  das  Produkt  L  .  /  *».  dac  zu  £/=*—  

Ja*  ** 

addirt,  and  dann  diese  Summe  variirt,  die  richtige  Funktion  y  von 
x  bekommt,  während  noch  der  für  o* V  sich  ergebende  Ausdruck 
onricbtig  sein  kann? 

Diese  dritte  Frage  lässt  sich  ebenso  wenig  theoretisch  beant- 
worten, als  die  beiden  früheren;  und  man  ist  bei  der  Euler'schen 
Methode  in  der  Lage,  in  welcher  man  bei  jedem  bloss  empiri- 
schen Verfahren  ist;  und  dieser  Umstand  hätte  längst  veranlassen 
sollen,  eine  streng  einleuchtende  Methode  für  diese  Probleme  auf- 
zustellen. 

l^agrange,  dem  alle  diese  Mängel  der  Euler'schen  Methode 
nicht  entgangen  sein  können,  schlägt  ein  anderes  Verfahren  vor; 
er  setzt  nerolich  statt  des  Ausdruckes  II.  die  identische  Gleichung 

X.  J*y-  dx  —  %x  —  *«. 
Daraus  folgt  durch  Differentiation 

Da  nun  der  Flächeninhalt  entweder  vorgeschrieben  oder  nach 
Willkür  gewählt  werden  kann;  so  ist  *  das  unabhängig  variable' 
und  y  das  abhängig  variable  Element.   Man  eliminire  also  y  aus 
I.,  so  ergibt  sich 

XII.  u=  •  "■' 


Man  varüre,  bringe  Alles  auf  einen  Nenner,  und  setze  dann  im 
Nenner  zur  Abkürzung  A  statt  f^^)  .  so  bekommt  man 
zunächst 

Nun  setze  man,  was  aber  in  der  Theorie  des  Variationskai  kuls 
noch  näher  erörtert  werdeu  muss, 


d.  Il  man  setze  JJ(^%  .  da:=zA.E%  so  geht  Gleichung  XIIL 
über  in 

Aber  weil  1?  konstant  ist,  so  kann  man  auch  setzen 

nnd  wenn  man  die  gehörige  Umformung  ausführt,  so  bekommt  man 

Dieser  Ausdruck  «erlegt  sich  in  die  Hanptgleichuog 


XVI.  ^  =  0 
und  in  die  Gränzengleichung 

XVII.   [2  .  {~)a  -E].6*a-[2.  (^).—  E]  .  d*.  =  0. 


Integrirt  man  die  Hauptgleichung,  so  bekommt 

XVIII.   *=  C.sc  +  F. 

Es  ist  also  (^)a  =  (^|)«  =  ^ »  und  die  Gränzengleichung  geht 
über  in 

XIX.   (C—  E).(d*a-tz0)  =  O. 

Allein  eben  weil  die  gesuchte  Kurve  nur  aus  der  Zahl  derjenigen 
berausgewäblt  werden  darf,  bei  denen  allen  das  bestimmte  Integral 

/  y  .  dx  =  *a  —  xa  denselben  (gegebenen  oder  nichtgegebeoen) 

Werth  behält;  so  ist  jetzt  6xa  —  3xa=0,  6*xa  —  <Ja«a=0,  «.s.w., 
und  die  Gränzengleichung  fällt  von  selbst  weg,  so  dass  daraus  Är' 
die  Bestimmunn;  der  Konstanten  C  und  F  nichts  g< 


und  F  nichts  gewonnen 
dx 

kann.    Weil  aber  y  =  ^,  so  ist  die  jetzt  gesuchte  Kurve  gege- 
ben durch 

XX.  y=C. 

Man  hat  also  wieder  die  mit  der  Abscissenaxe  parallele  , 
Grade  wie  bei  der  Euler'schen  Methode.    Die  Konstante  C  wird« 

wenn  das  Integral  J^y .  dx  den  gegebenen  Werth  g%  haben  soll, 
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durch  die  Gleichung  —  a)z=zg%  bestimmt,  wie  schon  bei  der 

ersten  Auflösung  gezeigt  ist. 

Dm  zu  entscheiden  ob  ein  Grösstes  oder  Kleinstes  stattfinde, 
bat  man  in  Gleichung  XIII.  nur  den  Zähler  zu  variiren;  nod  man 
bekommt  zunächst 

p 

Man  forme  um,  setze  ^  statt  J^(-fc) .  ,  nod  benutze  noch 
Gleichung  XIV.;  so  ergibt  sich 

*  "=52  •  <c-£>  •  <'•*« -^-ö-  /7<£>  •*•»•*» 

In  Folge  alles  Vorhergebenden  redncirt  sich  aber  dieser  Ausdruck 
auf 

xxi.  '*o=$. ffär.*,.- 

Man  hat  also  hiermit  den  Beweis,  dass  ein  Kleinstes  stattfindet. 
(Man  sehe  Gleichung  IX  und  die  dortige  Bemerkung). 

Lagrange  selbst  bat  das  abhängig  variable  Element  niemals 
direkt  eliminirt,  sondern  jedesmal  mittelst  eines  Multiplikators.  Zu 
diesem  Ende  verwandelt  er  die  Gleichung  XI.  in  folgende  iden- 
tische: 

XXII.  y-£=o. 

Diese  Gleichung  multiplicirt  er  dann  mit  einer  (vorerst  noch  unbe- 
kannten sich  aber  im  Laufe  der  Untersuchung  noch  bestimmenden) 
nichtvariablen  Funktion  91  von       dann  ist  auch  noch  das  Produkt 

4 

XXIII.  9l.(y-^)  =  0 

eine  identische  Gleichung;  und  daraus  folgt,  dass  auch  noch  iden- 
tisch stattfinden. 

xxiv.  <n.(ov-^)=o 


Bs  ist  aUf»  auch 


Digitized  by  Google 


54 

/'«  da.  ' ' 

u9l.(„-£)  =  0 

.        XXVII.   />.<*-£>  =  • 

Mau  kann  also  das  Integral  XXVI.  zu  I.  auf  zweierlei  Weise  ad- 
diren,  obne  dass  dabei  das  ü  im  geringsten  geändert  wird,  d.  h. 
man  kann  entweder 

l  y%  .dx         „u  . 

XXIX  *> 

oder  man  kann  *         •   i  •"  - 


/>+9».<y-g)].rf* 

""""^  /"et. 

2  .  y   y . 


XXX. 


setzen.  Variirt  man  nun,  und  nimmt  die  gehörigen  Umfor- 
mungen vor;  so  gelangt  man  genau  zu  den  bisherigen  Resultaten. 

Nun  soll  über  die  Lagrange'sche  Methode  eine  nicht  unwich- 
tige, sondern  sehr  beachtenswertbe  Untersuchung  angestellt  werden: 

1)  So  lange  nur  eine  Nebenbedioguug  gegeben  ist,  wie  im 
bi«sigcn  Probleme  der  Fall;  so  Jongc  ist  das  Lagrange'sche  Ver- 
fahren vollkommen  einleuchtend. 

2)  Sind  aber  zwei  oder  noch  mehr  Nebenbedingungen  gege- 
ben, so  ist  das  Lagrange'sche  Verfahren  durchaus  «»anwendbar. 
Das  folgende  Beispiel  mag  die  Sache  erläutern.    Es  soll 

'=~7i — - 

2  .  /   y  .  tue 

ein  Grösstea  oder  Kleinstes  werden,  währeud  y  nur  aus  der  Zahl 
ln3tcg?afeD  FMnktionel,  «™M  werden  dBrf»  b«»  d*»«o  allen  das 

f*y .  dar 

denselben  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  behält,  und  bei 
denen  allen  auch  das  Integral 

f\y.dx 

einerlei  (entweder  einen  gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth 
behält. 

Setzt  man  nun  nach  Lagrange 
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J  *y .  da:  =  xs  —  %a  > 

und 

J  '^x  .  y  .  dx  =  vx  —  va 

so  ergebeu  sich  daraus  durch  Differentiation  folgende  Gleichungen: 

dx  dv 

Da  nun   der   Werth   eines  jeden   der  Integrale        y .  «fcr  und 

f^x  .y  .das  entweder  vorgeschrieben  oder  noch  Willkür  gewählt 

werden  kann;  so  muss  sowohl  x  als  auch  v  eine  für  sieb  willkür- 
liche Funktion  sein,  d.  b.  sowohl  %  als  auch  v  muss  eine  unabbän 
ffig  variable  Funktion  sein.    Dieses  wird  aus  dem  Folgeo- 
den gani  evident. 

A)  Wäre  y  unabhängig  variabel,  so  wären  %  und  v  abhängig 
variabel,  wie  aus  den  Gleichungen  y  =  ^  und  «a?y=^r;  hervor- 
gebt; und  %  und  v  hätten  keinen  Einfluss  auf  17,  so  dass  sich 
dasselbe  Resultat  ergeben  würde,  wie  wenn  keine  einzige  Neben- 
bedingung gemacht  wäre.  Es  kann  also  y  nicht  unabhängig  va- 
riabel sein. 

B)  Wäre  %  allein  unabhängig  variabel,  so  würde  sich  die  Ab- 
hängigkeit des  y  durch  die  Gleichung  y  =  ^  ergeben;  und  so- 
gleich würde  ^ry  =  ^-  übergehen  in  ^  =  ^r.  J^,  d.  h.  v  wäre 
von  x  abhängig.    Der  für  U  aufgestellte  Ausdruck  ginge  über  in 

U=-   dx  ,  so  dass  ü  nur  von  x  abhioge,  und  v  kei- 

nen  Einfluss  auf  U  hätte,  ebenso  wenig,  als  (unter  der  hiesigen 
Voraussetzung)  v  Einfluss  auf  y  bat,  du  im  Gegentheil  v  von  y, 
und  wiederum  y  von  %  abhängt.  WTenn  also  a  ullein  unab- 
hängig variabel  ist,  so  ist  es  grade  so,  als  wenn 
uur  die  einzige  Nebenbedingung  „das  bestimmte  Integral 


f. 


y  .  da:  soll  immer  denselben  Werth  behalten"  gemacht  wäre. 
*  C)  Wäre  v  allein  unabhängig  variabel,  so  würde  sich  die  Ab- 
hängigkeit des  y  durch  die  Gleichung  ory  =  ^  ergeben;  und  zu- 

dx  dx        1  dv 

gleich  würde"  y  =  j^  übergehen  in  ^r;  =  —  •        d.  h.  *  wäre 

von  e»  abhängig.    Der  für  £7  aufgestellte  Ausdruck  ginge  über  in 

Vss  7  °  *  l — -g  ,  so  dass  ü  von  v  allein  abhinge,  und  % 

2JJ*7dJti* 


keiueu  Linfluss  auf  V  hätte,  ehemo  wenig  als  (unter  der  hiesigen 
Voraussetzung)  %  Eiofluss  auf  y  hat,  da  im  Gegentbeil  %  von  y, 
und  wiederum  y  von  v  abhängig  ist.  Wenn  also  v  aliein  un- 
abhängig variabel  ist,  so  ist  es  grade  so,  als  wenn 
nur  die  einzige  Nebenbedingung  „das  bestimmte  Integral 

j^xy.da:  soll  immer  denselben  Werth  behalten"  gemacht 
wäre. 

Daraus  ist  evident  erwiesen,  dass  sowohl  x  als  auch  v  eine 
für  sich  unabhängig  variable  Funktion  sein  muss.  Da  nun  durch- 
aus kein  Eliminationsprocess  möglich  ist  oder  auch  nur  in  der  Idee 
gedacht  werden  kann,  durch  welchen  y  von  %  und  v  zugleich  ab- 
hängig wird,  wobei  dann  auch  U  von  %  und  v  zugleich  abhängig 
wird;  so  muss  die  Lagrange'sche  Methode  gradezu  verworfen  wer- 
den.  Was  aber  hier  noth wendig  ist,  wo  nur  zwei  Nebenbedingun- 
gen  gegeben  sind,  das  ist  noch  um  so  mehr  nothwendig,  wenn 
drei  und  noch  mehr  Nebenbedingungen  gegeben  sind. 

Lagrange  hat  freilich  in  seiner  Theorie  der  relativen  Grössten 
nnd  Kleinsten  von  dem  direkten  Elimioationsprocesse  nichts  ge- 
sprochen ,  nnd  doch  ist  nur  durch  diesen  der  Weg  vorgezeigt, 
welcher  sicher  zu  den  richtigen  Resultaten  führt;  sondern  Lagrange 
bat  auch  hier  die  indirekte  Elimination  mittelst  Multiplikatoren  an- 
gewendet, indem  er  die  beiden  identischen  Gleichungen  y — 

und  ^ry— ^  =  0  bezüglich  mit  den  nichtvariablen  (vorerst  aber 
noch  unbekannten)  Funktionen  SR  und  9R  multiplicirt,  und  dann 

l.J^y.dx 

setzt.  Allein  hiermit  ist  nichts  gewonnen;  denn  der  indirekte  Eli- 
minationsprocess soll  nur  den  direkten  ersetzen,  um  bequemer  zum 
Ziele  zu  gelangen;  und  ehe  man  den  indirekten  anwendet,  hat 
man  sich  zu  uberzeugen,  ob  y  von  x  und  v  zugleich  abhängig 
sein  kann,  und  also  durch  y  auch  ü  von  *  und  v  zugleich  abhän- 


gig wird. 

Die  Lngrange*sche  Methode  hat  also  den  Fehler,  dass  sie  kei- 
ner Ausdehnung  vom  einfachen  auf  den  zusammengesetzten  Fall 
fähig  ist;  die  Kuler'sche  Methode  aber  hat  den  Fehler,  dass  man 
bei  ihr  schon  im  einfachen  Falle  nicht  recht  weiss,  was  man  so 
eigentlich  thut,  und  somit  kann  bei  ihr  auch  im  zusammengesetzten 
Falle  von  keiner  üeberzeugnng  die  Rede  sein. 

Ich  habe  die  Theorie  der  relativen  Grössten  und 
Kleinsten  auf  die  zusammengesetzten  Variationen  ge- 
gründet, und  dadurch  über  diesen  Gegenstand  soviel 
Licht  verbreitet,  dass  nichts  mehr  zu  wünschen  übrig 
bleibt.  Ich  werde  meine  Theorie  nächstens  mittheilen;  hier  gebt 
es  nicht  wohl  an,  da  sie  dem  eigentlichen  Zwecke  dieser  Abhand- 
lung fremd  ist. 
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Zweite  Abtheilung. 

Wenn  b  und  ß  keine  Funktionen  von  x  sind,  und  wenn  die 
,  beiden  Differenzen  a  —  a  und  ß  —  b  positiv  sind;  ao    ist  das 

bestimmte  Integral  /T/jV^*  t/)  •  <Hf .  da:  jedesmal  positiv  oder 

negativ,  je  nachdem  <p{jct  y)  selbst  beständig  positiv  oder  bestän- 
dig negativ  bleibt,  wenn  »an  dem  y  alle  von  6  bis  ß  stetig  neben- 
einander liegenden  Wertbe  beilegt,  und  bei  jedem  einzelnen  dieser 
Werthe  des  y  auch  zugleich  dem  a?  alle  von  a  bis  a  stetig  neben- 
einander liegenden  Werthe  beilegt. 

Beweis.    Denkt  man  sich  Ar  im  Momente  des  Verschwindeos, 
so  dass 

(4  +  *),  (Ä-f-2*),  (4-*-3*),  +  ß 

alle  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  des  y  von  b  bis  ß  vor» 
stellen;  so  ist  (nach  einem  bekannten  Lehrsatze) 

+  +•(*,  Ä-f-(»-l).*)-T-9>(*,  fl).t*r.' 

Denkt  man  sich  auch  h  im  Momente  des  Verschwindens ,  so  dass 
auch 


.,  (•  +  (•-!«,  « 


«,  (a-r-24),  («-4-3Ä),  

alle  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  des  jc  von  a 
vorstellen;  ao  bat  man  jetzt 
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+  +  «.  * 
-  ^  i 

T  +  5 


*  i  T 

X  T  *. 

r  +  f 

*  +  + 

+  >: 

-  +  • 

+  £•• 
S  +  + 

1 


fr 
U 


T  3S 


und  hiermit  ist  der  vorgelegte  Satz  bewieieo.  Es 
leuchtet  von  selbst  ein,  dass  er  seine  Giftigkeit  behält,  wenn 
auch  einer  oder  mehrere  der  Theilsätze  y(a,  £), 
y{a-\-hy  b-\-k)y  u.  s.  w.  zu  Null  werden;  dagegen  ist  offen* 
bar,  dass  er  nicht  mehr  gelten  kann,  wenn  einer  oder  mehrere 
dieser  Theilsätze  unendlich  werden.  Wenn  aber  nicht  alle  Theil- 
sätze dasselbe  Zeichen  haben,  so  kann  mun  im  Allgemeinen  über 
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den  Zeichenstand  des  bestimmten  Integrals  y) .  äy .  dx 

oicbts  behaupten,  sondern  rauss  jeden  specicllen  Fall  nach  leinen 
Eigen thUmlichkeiten  untersuchen. 

Zugleich  ist  klar,  was  die  Bedienung  ist,  unter  welcher  ein 
dreifaches,  vierfaches,  u.  s.  w.  Integral  positiv  oder  negativ  wird; 
und  dessbalb  ist  es  nicht  nöthig,  diese  Untersuchung  noch  weiter 
auszudehnen. 

Nun  sei  Fein  reeller  mit  den  Elementen  dr,  y,  x, 

gebildeter  Ausdruck;  und  man  sucht  *  als  solche  Funktion  der 
beiden  nichtvariablen  Elemente  a:  und  y,  dass  dabei  das  bestimmte 
Integral,  wo  b  und  ß  keine  Funktionen  von  x  sind, 

i  * 

ein  Grüsstes  oder  Kleinstes  wird. 

Dass  aber  die  beiden  Elemente  b  und  ß  von  x  ganz 
unabhängig  sind,  ist  ein  Punkt,  der  durch  die  ganze 
Untersuchung  jm  Auge  behalten  werden  muss. 

Man  setze  zur  Abkürzung  p  statt  -j^  und  q  statt  so  be- 
kommt mau  als  Hauptgleichung 

*r  «4r> 

"■   ~dx         Zr  3r=° 


und  als  Gränzengleichung  bekommt  man 

*  ■  **  *  -      *  ■  *»•  *1  •  ** = ?• 

Berücksichtigt  man  die  Hauptgleicb  u  ng^  so  bekommt  man  im 
Allgemeinen  für  die  Variation  der  zweiten  Ordnung 

iv.  d>p=y^<^.<f»Ky-(^.<j'»)., ^.dg 


Das  Zeichen  <*'•)«,  y  bedeutet,  dass  man  a  au  die  Stelle  des 
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allgemein  sei.     Auf  ähnliche 


x  gesetzt  habe,  und  dass  y  noch 
Weite  verhält  es  sich  bei  den  andern 

Man  bat  nun  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  das 
d%U  beständig  negativ  oder  positiv  bleibt,  und  wann  es  weder  als 
positiv  noch  als  negativ  gelten  kann.   Man  bezeichne  zur  Abkür- 

zung  das,  was  aü.  ^  ^  -^y,  ^  -fc  "error- 

geht,  weun  man  für  %  die  gefundene  Funktion  setzt,  bezüglich  mit 
Jüf,  iV,  P,  Q,  JRy  8;  und  setze  für  dos  allgemeine  bei  x  =  a  und 
yz=z6  anfangende  Doppelintegral 

v  flflW  •  *•  +2  ■ A  ■ * -Tff  +*p- '* 

+  «.(^)'+2A.^.^H-*.(^).].rfy.^ 

Nun  differeutiire  man  zweimal  auf  beiden  Seiten,  und  es  ergibt  sich 

+  ^ .  <fc  •  -f-  2 .  cu  .  ^  .  o*a  -f-  F .  <fc  •  +  IE .  *s  . 

Bringt  man  Alles  auf  eine  Seite  des  Gleichheitszeichens,  so  Ve- 
kommt  man 

-(f-^-^-^).<f»'  +  2.(A-,-£).&.^ 

+  2(Ä-Ä).^.^  +  (*-^.(^).=0. 

Diese  Gleichung  gilt  bei  jeder  beliebigen  Funktion  o*x  von  .r  und 
y,  und  bei  jedem  beliebigen  Wertbe  des  x  und  des  y;  sie  zerfällt 
also  in  folgende  einzelne  Gleichungen: 


dx 
dx 
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R-B  =  0 
S-J  =  0 


und  daraus  folgt 


7  TM 
►  M  1      ,  n 


dp  .dq 
n        n  daffqF 


.filii  •'  ■  .  »  •.  i-'-r  .. 
r  (  .!''     '  Mlfi» 


*  .  -  i  -•  <  ■ 

Man  erkennt  also,  dass  B,  C  vollkommen  bestimmt  Bind;  da- 
gegen Dy  E,  F  sind  erst  dann  bestimmt,  wenn  man  einmal  weiss, 
was  t]  und  co  Tür  Funktionen  von  ar  und  y  sind.  Da  aber  durch- 
aus  keine  Bedingung  vorhanden  ist,  welcher  die  Funktionen  10  und 
fl  genügen  müssen,  so  sind  w  und  i]  ganz  willkürliche  Funktionen 
von  4r  und  y.  Man  kann  also  w  und  t}  so  annehmen,  das«  der 
A  u  ;>  i|  r  u  c  lv 


(I  V 


vi.  F.db»-+-2^.<r*.^-f-2n.<r*.^+c.(^)» 


auf  die  Form 


kommt   Diese  Form  entwickelt  gibt 

VIII.  ^.(^r+2.«l.^.^-H2^».^.& 

{j .  «•  +  a,)  .        +a .  a,  . «) .     .  4. 
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Vergleicht  man  jetzt  VIII.  mit  VI.,  ao  ergeben  sich  folgende  ein- 
zelne Gleichangeo: 

4     .M—B*  ff      AE  —  BD 

und 

welche  letztere  Gleichung  aber  kein  Stück  enthält,  das  nicht  schon 
bestimmt  wäre;  nnd  wenn  man  für  33,  Ax%  (£  die  Auadrücke  ein* 
aetzt,  ao  geht  sie  über  in 

IX.  F.\\B*  —  A€)z=1BDE—C.D*—AE* 

t 

welche  Gleichung  aber  nothwendig  existiren  mnss,  wenn  der  Aus- 
druck VI.  auf  die  Form  VII.  soll  gebracht  werden  können.  Glei- 
chung IX.  ist  aber  gleichbedeutend  mit 

£*r  _d^  _  rfV'    HsL\  — 

A>    '  d%*        dx        dy}'XKdp.dq}        dp*  *  dg*  1  ~~ 


*'  dp.d9'{ds.d9      "'-Idx.dp     v>      dp*  Adz.Af  w» 

AdEr_„ 

,  ■     dg*  'yds.dp     W  ' 

Dieses  ist  eine  Purtialdifferentialgleichung  des  ersten  Grades  der 
ersten  Ordnung.  Nun  exiatirt  zwischen  to  nnd  ij  durchaus  keine 
Abhängigkeit;  man  kann  also  entweder  für  ij  oder  für  ta  eine  be- 
liebige Funktion  annehmen. 

Die  Gleichung  V.#  welche,  indem  sie  von  ar  =  «  und  f/=~l 
bis  zu  jedem  beliebigen  Werthe  des  x  und  des  y  erstreckt  wird, 
gütig  ist,  ist  auch  g'iltig,  wenn  sie  von  *r  =  «  und  y=b  bis  zu 
ar  =  a  und  y—ß  erstreckt  wird.'d.  h.  es  ist 
•vA»  '  *  v\i 

»yy>.*'+**.*.^+.  +8.{$n.+.<* 


4-^,  .(^  +  e.<Ji)'l.rfy.^. 


Nun  ist 


-4  — 

und 
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 AC-B*  ~  AC-B*  ' 

und  weil  der  linke  Theil  der  Gleichung  XI.  die  Funktionen  ut  und 
tj  gar  nicht  enthält,  so  ist  der  Werth  des  rechten  Theiles  von  u> 
und  17  ganz  unabhängig.  Aber  grade  dieser  Umstand  ist  der 
Hauptpunkt,  der  von  jetzt  an  noch  benutzt  werden 
niuas. 

Gleichung  IV.  geht  nun  über  in 
XII.   6*  U=f *x  +  n. 

+      *)*].<*>.  «fe. 

Nun  mögen  folgende  specielle  Fälle  besonders  betrachtet  werden. 

Erster  Fall.  Sind  die  Specialitäten  von  der  Art,  dass 
die  identischen  Gleichungen  o*z«,  y  =  0,  ö**a,  y  =  0,  ö**£|X  =  0* 
<fcÄ,,  =  0,  O*3*«,y  =  0,  o***o,y  =  0,  0***0,  x=0,  d»**,,  =  0# 
u.  s.  w.  stattfinden;  so  fällt  die  Gränzenglcichung  III.  von  selbst 
hinweg,  und  Gleichung  XII*  reducirt  sich  gradezu  auf 

xi.i.  * p=yy;v.(^+a.^ +».*).. 

Zweiter  Fall.  Sind  die  Specialitäten  von  der  Art,  dass  von 
den  Ausdrücken  <fea,  y>  yi  x>  0**4.  xj  o*'*a,  y,  ö**s«,  y, 
<J**0,  x»  o*aa&,  *,  n.  s.  w.  kein  einziger  zu  Null  wird;  so  wird  der 
Gränzengleichung  nur  genügt,  wenn  die  vier  Gleichungen 

stattfinden.    Dabei  reducirt  sich  Gleichung  XII.  auf 
XIY.   <r>tf==/^[(if  .oV)»,y  -(1/. 

-f-y]"[(ai .  dt»»),,,  x-  (o» .  oV)*,  ,]  .  d* 
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Da  nun,  wie  schon  bemerkt,  sich  immer  der  irgend  einem  d»  ent- 
sprechende wahre  Werth  des  o**  U  ergibt,  es  mögen  die  Funktionen 
w  und  17  eein  was  sie  wollen,  wenn  sie  nur  in  solcher  Beziehung 
zusammen  stehen,  dass  Gleichung  X.  erfüllt  wird;  so  kann  man 
auf  folgende  Weise  den  Zeichenstaod  des  6*V  kennen  lernen: 
Hat  man  sich  einmal  unter  dem  willkührlichen  6%  irgend  eine 
Funktion  von  jp  und  y  gedacht,  so  kann  man  für  w  noch  eine 
solche  Funktion  des  einzigen  x  nehmen,  duss  die  identische  Glei- 
chung 

XV.   (cu  .  oV),,  ,  -  {*> .  oV)*,  ,  =  0 

i 

stattfindet,  was  am  einfachsten  dadurch  erreicht  wird,  dass  man 
gradezu  w  =  0  setzt.  Dabei  ist  dann  auch  ^^==0,  nnd  Glei- 
chung X.  reducirt  sich  auf 

—  **  dp.dg'  dx.dg'ydx.dp     n)      dp*  'ydx.d^ 

dtf%    xdx.dp  ' 

Diese  Gleichung,  aus  welcher  tu  ganz  weggefallen  ist,  enthält  nur 
den  einzigen  partiellen  Diffcrentialquotieoten  man  bekommt 

also,  wenn  man  integrirt,  für  tj  einen  aus  x>  y,  ny  gebildeten 
Ausdruck,  wo  ny  eine  durchaus  willkübrliche  Funktion  von  y  ist. 
Aber  eben  diese  in  tj  enthaltene  willkübrliche  Funktion  ny  kann 
man  nach  der  bald  so,  bald  so  beliebig  genommenen  Funktion  Sx 
von  x  und  y  auch  jedesmal  bald  so,  bald  so  einrichten,  dass  die 
identische  Gleichung 

XVII.   (,  .  oV)„,  y  -  {V  .  oV).,  y  =  0 

stattfindet.  Wegen  Gleichung  XV.  und  XVII.  reducirt  sich  aber 
XIV.  auf  XIII. 

Dritter  Fall.  Wenn  zwischen  ö*s«,y  und  ö*s«  y.  wenn  ebenso 
zwischen  &*ß%s  und  0*44,  x  eine  Abhängigkeit  stattfindet;  so  findet 
auch  zwischen  &*Xa,y  und  ö**ty*  und  auch  zwischen  d*Xß  x  und 
x  eine  Abhängigkeit  statt.  Man  eliminire  <£s0, «,  o1*^  y, 
Sx^  x  und  fr%h%  xt  so  werden  dabei  die  zu  ö***«, «  und  d'*^  ,  ge- 
hörigen Koefficienten  zu  Null;  und  Gleichung  XII.  geht  über  in 
folgende  Form: 


-r. 


XVIII.   0*'  U^ffe     ©  .  {V).f  y  -f-  (i,)*,  f ]  .  oV«,  y  .  dy 
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< 

Man  denke  .ich  nun  unter  o»  eine  solche  Funktion  der  einzigen 
Veränderlichen  x%  data  die  identiache  Gleichung 

XIX.   £-f-ff  .  wx-t-ctfx  =  0 

•tat» findet.   Dabei  reducirt  sich  Gleichung  X  auf 

~  V  ■  <E^  -  — J^r  •  <arfp  -  ")*• 

Diese  Gleichung,  in  welche  die  für  co  genommene  Funktion  als  be- 
reits eingeführt  gedacht  wird,  enthält  nur  den  einzigen  partiellen 

Differentialquotienten         man  bekommt  also,  wenn  man  integrirt, 

für  tj  einen  ans  ar,  y,  ny  gebildeten  Ausdruck,  wo  ary  eine  durch, 
aus  willkürliche  Funktion  von  y  ist.  Aber  eben  diese  in  r\  enthal- 
tene willkürliche  Funktion  jry  kann  man  noch  so  benutzen,  dass 
die  identische  Gleichung 

xx.  8-r-©. (nU y-f-(i7)«,y=0 

stattfindet.  Wegen  Gleichung  XIX  und  XX.  reducirt  sich  XVIIL 
auf  die  Form  Xfll.  Und -so  fort 

Ans  allem  Torhergehenden  folgt,  dass  der  Zeichenstand  des 
<J*  V  von  A  und  Ax  abhängig  ist,  d.  h.  wenn  man  dem  y  alle  ste- 
tig nebeneinander  liegenden  Werthe  von  b  bis  ß  beilegt,  und  bei 
jedem  einzelnen  dieser  Werthe  des  y  auch  dem  x  alle  stetig  neben 
einander  liegenden  Werthe  von  a  bis  a  beilegt,  und  dabei 

d*  V       d*  V 

1)  jeder  der  Quotienten  -^5-  und         sowie  auch  der  Aus- 


drnck  beständig  positiv  bleiben,  so  ist 

auch  &U  positiv;  wenn  über  dabei 

2)  jeder  der  Quotienten  -^A-  und  -^5-  negativ,  dagegen  der 

Ausdruck  ^x^-(|^;>J  positiv  bleibt,  .0  ist  *U  ne- 
gativ. 

Dabei  beachte  man  noch:  wenn  der  Ausdruck 

*  dg*       Kdp.dq}  ' 

bei  einigen  oder  bei  allen  von  a  bis  a  uod  von  b  bis  /S  liegenden 
Werthen  des  &  und  des  y  zu  Null  wird,  so  behält  vorstehende 
Regel  immer  noch  ihre  Giltigkeit;  sie  verliert  aber  ihre  Giltigkeit, 
sobald  einer  der  Quotienten 


Th*il  IV. 


d*,r  dzdpF  thd^F  d?PV  dpdqV  d*9r 
dx*>  dx.dp1  dx.dq1    dp*1  dp.dg*    dq*  > 
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irgend  einem  Wertbe  des  at  und  des  y  die  im  Kalkül  unzuläs- 
sige Form  £  annimmt. 

In  dem  speziellen  Falle,  wo  Fein  nur  mit  y,  *,  ge- 
bildeter Ausdruck  ist,  und  man  für  *  eine  solche  Funktion  von  j? 
und  y  sucht,  dass  dabei  das  bestimmte  Integral,  wo  0  und  ß  keine 
Funktionen  von  x  sind, 

ß 


XXI.  U=f*aflV.dy.<Lv 


ein  Grösstes  oder  Kleinstes  wird,  reducirt  sich  die  Haoptgleichung 
II.  auf 

AdjF 


und  die  Gränzengleichung  III.  reducirt  sich  auf 

Gleichung  IV.  reducirt  sich  auf 

XXIV.  d*  U=f^[(!£)$t  , .  *zßt  x  -         x  .        ,] .  d* 

Diesem  Ausdrucke  kann  man  die  Form  geben 

XXV.  Pü^f^i^.***».***)*, 

-(^.o*'»  +  a,.^*)*;x].Ar 

und  zur  Bestimmung  von  tu  hat  man  folgende  Partialdifferential- 
gleichung  der  ersten  Ordnung 

dy>  ' d,*  Kdx.df 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  bekommt  man  für  o>  einen  aus 
4?,  y,  war  gebildeten  Ausdruck,  wo  JMr  eine  ganz  willkürliche 
Funktion  von  x  ist,  die  noch  dazn  benutzt  werden  kann,  dass 
sich  Gleichung  XXV.  zurückzieht  auf 

S>  V=fmf[A  .  <4£  +  e  .  &)•  .  dy  .  d, 

nnd  man  erkennt,  dass  es  jetzt  nor  auf      d.  h.  nur  auf  den  Quo- 

d*aV 

tienten         ankommt,  ob        positiv  oder  negativ  ist. 
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Ist  aber  der  Gang  dieses  Verfuhreos  einmal  recht  aufgefasst, 
so  kann  es  gradezu  auch  auf  zusammengesetztere  Fälle  ausgedehnt 
werden;  was  hier  nicht  mehr  ausgeführt  zu  werden  braucht,  son- 
dern es  mag  genügen,  cioige  Resultate  herzusetzen. 

ffx~ 

Ist  nemlich  V  ein  aus  den  Elementen  or,  y,  *,  ^j» 

dp  J^Ttf  gebildeter   Ausdruck,    und  sucht 

man  für  *  eine  solche  Funktion  von  a?  und  y,  dass  dabei 
das  bestimmte  Integral 


ein  Grosstes  oder  Kleinstes  wird;  so  setze  man  zur  Abkür- 
xung      .ftt  ^,  7  .(.«         r  .l.tt  «  .tatt  and  # 

statt  "^f<  Dann  hat  man  nur  die  Bedingungen  aufzusuchen,  unter 
denen  der  Ausdruck 

<  ■ 

d^rV  .d^xdx  0    drd.F    d*xdx    dxdy&X   t  0   rf^fjT  «/»ytfc 

^'^^  •^^•rfFTÄ*  "SF*  djc.dy^ *'dttt'  ~d^"  dy* 
d?,r  idxdydz  dtdtV   dxdyth    tPyJz       (T-tF  (d*ydz.% 

ds*  'Kdx.dy)  m*'i'ds.dt'  dx.dy'  dy*         dt>      dy*  ' 

beständig  positiv  oder  negativ  bleibt,  während  man  dem  y  alle  ste- 
tig nebeneinander  liegenden  Wcrtlie  von  b  bis  ß  beilegt,  und  bei 
jedem  einzelnen  dieser  Werthc   des  y  auch  dem  o:  alle  stetig 
nebeneinander  liegenden  Werthe  von  a  bis  u  beilegt. 

Wenn  aber  bei  allen  diesen  Wertben  des  a:  und  des  y  der 
d7tP 

Quotient  «j^-  zu  Null  wird;  so  kann  nur  dann  ein  Grosstes  oder 

Kleinstes  stattfinden,  wenn  auch  die  beiden  Quotienten  und 

j.ji  «Hen  diesen  Wcrthen  des  ae  und  des  y  zu  Null  werden, 
und  man  hat  jetzt  den  Ausdruck 


r  f^-^V         drdtF  *****  ******  *1»Z 
rfr^,V</x'J  <*r.rf»*  <*ra  *  dx.dy"^  ds*  'Kdx.dy] 

zu  untersuchen. 

Ist  F  ein  aus  den  Elementen  sc,  y,  «r,  *,  ^ 

zusammengesetzter  Ausdruck«,  und  sucht  man  für  x  eine 
solche  Funktion  von  xy  y,  w,  dass  dabei  das  bestimmte 
Integral 

ü=f*J*f*V.the.dy.d» 

ein  Grosstes  oder  Kleinstes  wird;  so  setze  man  zur  Abkür- 
zung p  statt  jj,  q  statt  und  r  statt  Dann  hat  man  nur 
die  Bedingungen  aufzusuchen,  unter  denen  der  Ausdruck 

5* 
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dp*    {dx  }  dp.  dg'   dx      dy         '  dp.dr'   dy  *  dw 

_  d*jV  .dydx  drjdrV   dy&z    d*&%       d*rV  a 

d9*  ' K  dy  '  ~*~*'d<,.dr'   dy  '  dw         dr*    K  dw' 

beständig  positiv  oder  negativ  bleibt,  während  man  dem  w  alle 
stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  von  c  bis  y  beilegt,  and 
bei  jedem  einzelnen  dieser  Werthe  des  to  auch  dem  y  alle  stetig 
nebeneinander  liegenden  Werthe  von  6  bis  ß  beilegt,  and  bei  je- 
dem einzelnen  dieser  Werthe  des  w  nnd  des  y  auch  dem  x  alle 
stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  von  a  bis  a  beilegt. 


i 

V. 

Ueber  die  Messkette  und  deren  Berichtigung. 

Von  dem 

4 

Herrn  Regierungs  -  Conducteur  G.Berlin 

su  Greifswald. 

- 


Die  meisten  Fehler,  welche  bei  der  Messung  einer  geraden 
Linie  mit  der  Messkette  entstehen,  rühren  hauptsächlich  von  der 
Ausdehnung  der  Kette,  veranlasst  durch  Dehnbarkeit  des  dazu  ver- 
wendeten Kisendratbes  und  durch  Ausschleifen  der  Ringe  her. 
Man  ist  daher  genöthigt,  dieselbe  öfter  zu  berichtigen,  was  bei  der  - 
gewöhnlichen  Einrichtung  der  Messketten  nur  dadurch  geschehen 
kann,  dass  die  einzelnen  Glieder  der  Kette  durch  Nachbiegung  der 
Haken  wiederum  verkürzt  werden ,  wodurch  aber  nicht  allein  der 
Drath  spröde  und  hart  wird,  so  dass  ein  Zerreissen  der  Kette  zu 
befürchten  steht,  sondern  auch  die  Berichtigung  nicht  mit  der  Prä- 
cision  ausgeführt  werden  kann,  wie  es  wohl  erforderlich  ist.  Ott 
ist  es  auch  dem  praktischen  Geometer  fast  unmöglich,  eine  Berich* 
tigung  der  Kette,  wenn  Feuerarbeiten  dazu  erforderlich  sind,  vor- 
zunehmen, da  diese  bei  seinen  praktischen  Arbeiten  ihn  nicht  nur 
längere  Zeit  abhalten,  sondern  auch  nicht  aller  Orten  eine  Schmiede 
ist  und  selbst  auch  vielen  Geometern  die  manuelle  Fertigkeit  ab- 
gehen dürfte,  die  erforderlich  ist,  um  selbst  eine  solche  Berichti- 
gung vornehmen  zu  können. 

Bei  Richtigkeit  der  Messkette  kommt  es  vorzüglich  darauf  an, 
dass,  wenn  auch  nicht  die  einzelnen  Zebntheile  der  Rothe  genaues 
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Maas*  halten,  dennoch  die  durch  Wirbel  abgetbeilten  genau  die 
Länge  einer  halben  Ruthe  haben,  indem  der  kleine  dadurch  bei 
den  einzelnen  Fussen  entstehende  Fehler  höchstens  T^  der  Ruthe 
betragen  wird,  welchen  nach  den  üblichen  Maassstäben  verjüngt 
anszudrücken  bei  ökonomischen  Aufnahmen  nicht  möglich  ist.,  fit 
eine  grössere  Genauigkeit,  namentlich  eine  solche,  die  sich  auf 
Hunderttheile  der  Ruthe  bezieht,  erforderlich,  so  wird  diese  durch 
Anlegung  eines  Maassstabes,  den  jeder  Geometer  bei  sich  zu  fuh- 
ren hat,  zu  erlangen  sein. 

Bei  meinen  vielfachen  praktischen  Messungen  habe  ich  fast  im- 
mer erfahren,  dass  selbst  bei  der  genauesten  Berichtigung  eine  Ver. 
anderung  der  Kette  nach  einem  nur  taglichen  Gebrauche  sich  ge- 
zeigt hat;  und  man  wurde  daher  genöthigt  sein,  auch  eben  so  oft 
die  Berichtigung  vorzunehmen,  wodurch  dann  die  Kette  an  Solidi- 
tät verlieren  wurde,  wenn  man  es  nicht  vorzieht,  die  mit  der  fal- 
schen Kette  gemessenen  Längen  auf  die  richtigen  zu  reduciren, 
was  aber  um  so  eher  zu  Irrt  hörnern  führen  kann,  da  nicht  allein 
der  Fehler  kein  beständiger  ist,  sondern  auch  der  Messungen  na- 
mentlich bei  der  Boussolenaufnahme  so  viele  sind,  dass  selbst  beim 
besten  Willen,  wenn  man  auch  den  dadurch  erforderten  Zeitauf- 
wand nicht  berücksichtigt,  Irrungen  herbeigeführt  werden. 

Ich  habe  mich  daher  einer  Kette  bedient,  deren  Berichtigung 
unmittelbar  durch  Nachschraubung  bewirkt  wird,  und  glaube  die 
getroffene  Einrichtung  als  wesentliche  Verbesserung  empfehlen  zu 
können. 

Man  nehme  zur  Messkette  nur  englischen  Drath  von  2"'  bis 
2}*'  Par.  Maass  Stärke;  nur  dieser  giebt  bei  gehöriger  Weichheit 
des  Metalles  die  gehörige  Stärke,  die  das  Anspannen  der  Kette 
erfordert.  Die  durch  die  Stärke  von  2'"  bis  2}"  Par.  Maass  her- 
beigeführte grössere  Schwere  der  Kette  kann  in  Bezug  auf  die 
grössere  Richtigkeit  nicht  in  Betracht  gezogen  werden. 

Gewöhnlich  sind  die  Ringe  zur  Verbindung  einzelner  Ketten» 
glieder  von  gegossenem  Messing,  die  der  eigentümlichen  Sprödig- 
keit  des  Metallea  wegen  beim  Schlagen  der  Kette  leicht  zersprin- 
gen, weshalb  ich  es  vorgezogen  habe,  Ringe  von  geschweisstem 
Eisen  anzuwenden. 

Die  Einrichtung  der  die  Ruthen  bezeichnenden  Wirbel,  wo- 
durch die  Correctioo  der  Kette  möglich  gemacht  wird,  ist  folgende. 

Der  Wirbel  ist  durch  3  Balken  (Taf.  I.  Fig.  4.)  «,  hy  c  in  4 
gleiche  Theile  getbeilt;  der  mittlere  u  ist  nur  zur  grösseren  Halt* 
barkeit  und  zur  Bezeichnung  der  Rutben  da;  die  Balken  a  nnd  e 
sowie  die  Endbalken  d  und  e  haben  ovale  Scheiben  (/,  /*),  die  im 
Mittelpunkte  jede  mit  einem  Loche  versehen  sind,  und  zwar  bei  a 
ood  c  rund  (g)  und  bei  d  und  e  quadratisch  (A).  Zu  diesen 
Löchern  passt  genau  eine  Eisenstange  •',  die  zur  Hälfte  eine 
Schraube,  zur  andern  Hälfte  viereckig  ist,  und  sich  fleissig  in  der 
quadratischen  Oeffnung  h  hin-  und  herbewegen  lässt.  Zur  Fest- 
stellung dieser  Stange  dient  die  Mutter  ky  zu  deren  Nichtver- 
rückung  wiederum  die  Gegenmutter  /  angebracht  ist.  Mit  Hülfe 
dieser  Stange  lässt  sich  leicht  durch  respectives  Anziehen  und  Lo- 
sen der  Muttern  k  und  /  die  Correctioo  der  Kette  bewirken. 

Die  Wirbelbewegung  wird  durch  den  Wirbel  m  erreicht,  der 
wie  gewöhnlich  durch  einen  Ring  mit  den  Kettengliedern  verbun- 
den ist.    Dem  Mechaniker  dürfte  es  schwer  werden,  des  geringe- 


■ 


ren  Raumes  wegen  die  Stange  t  mit  dem  Wirbel  m  zu  vernieten; 

eine  Schraubenmutter,  die  um  das  Aufdrehen  zu  verhüten,  noch  tu 
vernieten  ist,  wird  zweckmässiger  sein. 

Die  Einrichtung  der  die  Halben  Rothen  bildenden  Wirbel  ist 
in  Bezug  auf  die  Corrections- Einrichtung  dieselbe  wie  die  der 
ganzen,  nur  wird  es  der  Unterscheidung  wegen  zweckmässiger 
sein,  die,  Dimensionen  etwas  kleiner  zu  machen  und  den  Mittelbal- 
ken h  fehlen  zu  lassen,  wogegen  zur  Bezeichnung  der  Länge  die 
Spitzen  a  a'  (Taf.  I.  Fig.  5.)  anzubringen  sind. 

Bei  den  Endringen  der  Kette  kann  diese  Corrections- Einrich- 
tung fehlen,  da  nicht  nur  die  Ausdehnung  der  Kette  in  der  Mitte 
sich  am  stärksten  zeigt,  sondern  auch  die  grössere  Wirbelbewe- 
gung bei  den  Enden  eine  einfachere  Einrichtung  erfordert. 

Gewöhnlich  sind  die  Ketteustähe  unten  mit  einem  etwa  zwei 
Zoll  langen  Stachel  versehen,  der  höchstens  eine  Stärke  von. 
V"  Par.  Alaass  hat.  Bei  dieser  Einrichtung  zeigt  sich  der  Hebel* 
stand,  dass  des  geringeren  Widerstandes  wegen  bei  gehöriger  An- 
spannung der  Kette  namentlich  in  weichem  Boden  dieselbe  fort- 
geschleppt wird. 

Eine  konische  Spitze  (Tnf.  I.  Fig.  6.)  wird  vorzuziehen  sein, 
da  diese  nicht  nilein  mehr  Widerstand  gewährt,  sondern  auch  der 
Einwnnjl,  dass  die  Stachclspitze  genauer  den  Endpunkt  der  Ketten* 
länge  bezeichne,  dadurch  widerlegt  wird,  dass  beide  konische 
Spitzen  gleiche  Dimensionen  haben  und  daher  genau  zu  den  ge- 
machten .Oeßnungen  passen. 

Bei  der  Praxis  habe  ich  erfahren,  dass  die  Länge  der  Ketten- 
stäbe von  5  Fuss  für  den  Kettenziehcr  höchst  unpraktisch  ist,  ein 
kürzerer  Stab  von  etwa  3£  Fuss  ist  demselben  handlicher,  um  so 
mehr  er  zum  Eindrücken  in  den  Boden  mit  der  rechten  Hand  nach 
oben  zu  rücken  hat,  und  bei  der  Länge  von  5  Fuss  das  Ende  des 
Stabes  ohne  Anstrengung,  indem  die  linke  Hand  zum  Festhalten 
der  Kette  unten  bleiben  muss,  nicht  erreichen  bann;  was  eine  un- 
gleiche Kettenziebung  herbeiführen  würde.  Die  Länge  von  5  Fuss 
dient  ja  nur  dazu,  um  die  Kettenstäbe  besser  einrichten  zu  kön- 
nen, aber  ein  geübtes  Auge  wird  ebenso  richtig  einen  kürzeren 
Stab  wie  einen  längeren  einrichten.  Der  Stab  des  Kettenführers 
muss  aber  des  besseren  Einricbtens  wegen  die  übliche  Länge  haben. 

Die  bei  den  Messungen  anzuwendenden  Zeichenstäbe  sind  ge- 
wöhnlich von  Holz  und  werden  in  einem  ledernen  Köcher  aufbe- 
wahrt; wie  leicht  aber  ist  es  nicht  möglich,  dass  eins  beim  Nieder- 
bücken oder  beim  schnellen  Messen  verloren  gebe,  auch  ist  der 
Köcher  der  freien  Bewegung  der  Hände  etwas  hinderlich.  Mit 
mehr  Nutzen  habe  ich  daher  eiserne  Zeichenstäbe  angewandt,  die 
nn  ihren  oberen  Enden  umgebogen  sind  und  auf  einen  Federhaken 
(Taf.  I.  Fig.  7.)  aufgehängt  Werden,  der  wiederum  ebenfalls  durch 
eine  Feder  gesichert  auf  einen  Ring  gehängt  wird.  Dieser  Ring 
ist  an  einem  Riemen  befestigt  ,  der  um  den  Leib  geschnallt  wird. 
Hierdurch  ist  nicht  nur  bei  gehöriger  Kraft  des  tederhakens  ein 
Verlieren  unmöglich,  sondern  auch  werden  beide,  der  Kettensieher 
sowie  der  Kettenführer,  den  Gebrauch  ihrer  Hände  frei  haben,  was 
um  so  notbwendiger  ist,  da  der  Geometer  als  Kettenführer  sein 
Manual  zu  führen  hat. 

Oh  diese  Verbesserungen  der  Kette  schon  angewandt  sind,  ist 
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■ir  unbekannt,  wenigstens  ist  mir  in  keinem  Lehrbuche  der  prak- 
tischen Geometrie  darüber  etwas  vorgekommen  und  glaube  icn  sie 
deshalb  durch  Veröffentlichung  gemeinnützig  machen  zu  müssen. 


VI. 

Ueber  einige  bestimmte  Integrale,  deren  Werthe 
durch  doppelte  Integration  gefunden  werden. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch 

zu  Weimar. 


In  einem  Doppelintegrale  zwischen  bestimmten  Gränzen  ist  es 
bekanntlich  gleichgültig,  in  welcher  Ordnung  die  angedeuteten  In- 
tegrationen ausgeführt  werden;  oder,  wenn /(«r,  je)  eine  beliebige 
Funktion  zweier  ron  einander  unabhängigen  Veränderlichen  «,  x 
bedeutet  und  a  und  b  die  Gran  z  werthe  für  x,  a  und  ß  die  für  t» 
bezeichnen,  so  bat  man 

SlduS°h^  fl**  fl^"'  *\du' 

Dieser  Satz  wird  dadurch  eine  reiche  Quelle  bestimmter  Integrale, 
dass  es  in  vielen  Fällen  möglich  ist,  bei  der  einen  Integrationsord- 
nung ein  Integral,  bei  der  anderen  beide  Integrationen  auszufüh- 
ren, wodurch  man  unmittelbar  zu  dem  Werthe  eines  bestimmten 
Integrales  gelangt. 

Wir  wollen  hier  einige  Entwicklungen  dieser  Art  mittheilen. 
Es  ist  bekanntlich 

f^~i  =T  Arcton  f ,  folglich  y^*^^ 

Ferner  hat  man 

y»  dx   1_    r  /*»    dx  r*     dx  "1 

oder  nach  dem  Vorigen 
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2  '  •*•— 1  l*      u'      2m'  sj'  — 1 

d.  i. 

y*m  dx  n  1 

0  (l+x»)  (n'^-x»)  ~~  T  *  «(u-j-l)*  lll 

Auf  dieses  Integral  läsat  sich  das  oben  ausgesprochene  Prinzip  io 
verschiedener  Weise  anwenden. 

Mao  multiplizire  erstlich  die  Gleichung  mit  2udu  und  inte- 
grire  nach  «  zwischen  den  Gränzen  w  =  a,  w  =  0,  so  ist 

•/o      y o  (i (m» -4- ar«)  you-« 

Die  linke  Seite  geht  durch  Umkehrung  der  Integration  in  folgen- 
den Ausdruck  üher: 

Die  rechte  Seite  jener  Gleichung  ist  =7r/(l  +  o),  mitbin 

♦ 

•/Tl+3*      +      =  «AH-«)-  (2). 

Man  kann  dieses  Integral  noch  unter  anderen  Formen  darstellen. 
Setzt  man  nämlich  x  =  as,  wo  *  eine  neue  Veränderliche  ist,  so 
wird  dasselbe: 

t 

Nimmt  man   dagegen  .r  =  — ,  so  wird  dx  — —  jy,  und  wenn 

jr  =  oot  jr  =  0  geworden  ist,  bat  *  die  Wertbe  0  und  oo  ange- 
nommen; daher  ist  das  Integral 

Bitbin  auch 

.  ÜT?  AI  +  «'»•)  =  »/(•+«).  (*)• 

Man  multiplizire  ferner  die  Gleichung  (1)  mit  du  und  integrire  nach 
m  zwischen  den  Gränzen  «  =  oo,  ssa,  so  ist: 

«/fr        */o  (1-f-X*)  ""2«/«  + 

■ 

ie  linke  Seite  wird  durch  ümkehrung  der  Integrationsordnung 

i 
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dx 


/•~     du-       f*     du  £**    mX         1  a 

=/o  TT*  Ja  ?TT?=yo  1+^  •  *IArct"  —Arctao-]. 
Bs  ist  aber  bekanntlich  für  jedes  * 


oder 


Arctan  r-h  Arctao  4*  =  Arctao  ao 


Arctan     =  Arctao  oo  —  Arctao  tv 


und  daher  gestaltet  sich  jenes  Integral  für  folgend 

- 

t  .    »  .  — ■  Arctao  — . 

■ 

Auf  der  rechten  Seite  ist 


mithin 


Wir 


o  TT*'  x  Arctan  T  =  y  AH- 


oder  wenn  wir  überhaupt  a  für  schreiben: 


y**    dx       Arctan  ox        n  .  ,KV 

Für  x  =     gestaltet  sich  die  Gleichuog  folgeodermasseu 

yr>"_£k_     Arctan  %    /(l  -f-a)  ft 

0  a>+*'  '       *       ~*  2  *      o*    '  W- 


Auf  die  gefundenen  Integrale  lässt  sich  die  bisherige  Metbode  selbst 
wieder  anwenden.  Man  multiplizire  nämlich  die  Gleichung  (3),  in 
welcher  a  =  *>  gesetzt  wird,  mit  Saufe  und  integrire  nach  *  zwi- 
schen den  Gränzen  *j  =  *t,  «  =  0,  so  kommt: 

Die  linke  Seile  ist  Wieb 
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Die  rechte  Seite  liest  sieb  nach  der  Formel 

fly  </y=y(/y-l) 
leicht  Daher  bestimmen.    Alan  findet 

Folglich  hüben  wir: 

y^"/(l-f-«"*')/(l-f-  ^)  *  =  ^(l-t-«)/(l-f.a)-W 

Für  *  =  y>  a=a  <rfe?,eDt  ™cn  bieran« 

^(1+1,^+4)-!.  m. 

Man  setze  nach  in  Formel  (6)  a  =  uy  multiplizire  mit  dm  and  in- 
tegrire  zwischen  den  Grenzen  »  =  ae,  t*  =  a,  so  kommt 

Die  linke  Seite  lässt  sieb  auch  so  schreiben: 

=  v/o  T  Arctan  *  •      (Arctan  00  —  Arctnn 
Arctan  * .  Arctan  —  . 

Für  die  rechte  Seite  haben  wir  nach  einer  bekannten  Redoctioos- 
formel 

_     1(1 +u)        r  du 

Nach  den  gewöhnlichen  Regeln,  wodurch  man  die  Warthe  unbe- 
stimmt scheinender  Brüche  bestimmt,  findet  man 

— - —  =  0  für  t>  =  oo, 

■ 

folglich 
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Wir  Laben  daher: 

y^A«U»  i  Arcu.  , .  %  =  i  -H  AI  -I-  > 

» 

Für  a  =  y,  «  =  y  ergiebt  «ich  hieraus 

f.  Are.«  f-.  ^=i[i AH-i)+ 1/(1  + A)J.  (8). 
Für  o  =  ^=:l  hat  man  z.  B. 

- 

/„  (—7— )*  (»)• 

Ks  würde  nicht  leicht  sein,  dieses  rein  numerische  Integral,  dessen 

Werth  sich  hier  sehr  ungezwungen  ergiebt,  für  sich  allein  zu  Jbe- 
handeln.  Man  sieht  daraus,  dass  es  in  der  Theorie  bestimmter  In- 
tegralc  wesentlich  darauf  ankommt,  den  in  Rede  stehenden  Inte- 
graleu  möglichst  viele,  von  einander  unabhängige  und  beliebige 
Constaoten  zu  verschaffen,  deren  Variation  neue  Formen  hervor- 
bringt, welche  oft  leichter  zu  behandeln  sind. 


VII. 

Elementare  Bestimmen*  des  Schwerpunkts  des 

sphärischen  Dreiecks. 

Nach  zwei  Aufsätzen  der  Herren  Giulto  und  Besge  in 
dem  Journal  de  Matheinatiques  pures  et  appliquees, 
publie  par  J.  Liouvüle  frei  bearbeitet 

von 

dem  Herausgeber. 


In  dem  genannten  Journal  T.  VII.  p.  59.  hat  Herr  Ferriot, 
Recteur  honoraire  de  l'Acad£mie  de  Grenoble,  eine  ganz  eleoien 
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tarc  Bestimmung  des  Schwerpunkts  des  sphärischen  Dreiecks  zu 
geben  versucht,  welche  jedoch  nach  unserer  Ueberzeugung  als  völ- 
lig verunglückt  zu  betrachten  ist.  Auf  das  Ungenügende  dieser 
von  Ferriot  angewandten  Methode  bat  in  demselben  Journal 
T.  VII.  p.  516.  zuerst  Herr  Besge  aufmerksam  gemacht,  und  zu- 

frleicb  bemerkt,  dass  T.  IV.  p.  386.  Herr  Giulio,  Professeur  a 
'Universite'  de  Turin,  die  Bestimmung'  des  Schwerpunkts  des  sphä- 
rischen Dreiecks  auf  einem  von  ihm  mit  Hälfe  der  Integralrech- 
nung bewiesenen  Satz  gegründet  habe,  dass  sich  aber  dieser  Satz 
auch  sehr  leicht  und  einfach  bloss  mittelst  ganz  elementarer  Hülfs- 
mittel  beweisen  lasse,  und  dass  auf  diese  Weise  mit  Beibehaltung 
der  übrigen  von  Herrn  Giulio  angewandten'  Betrachtungen  eine 
völlig  elementare  Bestimmung  des  Schwerpunkts  des  sphärischen 
Dreiecks  gewonnen  werden  könne.  Diese  nach  unserer  Ansicht 
die  Beachtung  der  Lehrer  der  Mathematik  recht  sehr  verdienenden 
Untersuchungen  der  Herren  Giulio  und  Besge  auf  ganz  elemen- 
tare Weise  darzustellen,  ist  der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes, 
wobei  wir  übrigens  nicht  unterlassen  wollen  zu  bemerken,  dass  die 
erwähnte  Abhandlung  des  Herrn  Giulio  noch  mehrere  andere  sehr 

bemerkenswerte  und  ziemlich  allgemeine  Sätze  enthält. 

■ 

II. 

Man  denke  sich  ein  unendlich  kleines  Element  E  einer  mit 
dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kugelfläche,  und  die  Ebene  eines 
grössten  Kreises  der  entsprechenden  Kugel,  welche  wir  im  Fol- 
genden die  Momentenebene  nennen  wollen. 

Die  Entfernung  des  Elements  E  von  der  Momentebene  sei  y», 
so  ist  Ey  das  Moment  des  Elements  E  in  Bezug  auf  die  ange- 
nommene Momentenebene.  Bezeichnet  aber  t  den  Neigungswinkel 
der  durch  das  Element  E  gelegten  Berührungsebene  der  Kugel 
gegen  die  Momentenebene,  so  erhellet  leicht,  dass  gz=zr  cos  i, 
und  folglich  das  Moment 

E?=Er  cos  i 

ist.  Nun  ist  aber  nach  einem  sehr  bekannten  Satze  E  cos  •  der 
Flächeninhalt  E  der  Projection  des  Elements  E  auf  der  Momen- 
tenebene; also  ist  das  Moment 

Eq  =r  Er. 

Ist  jetzt  F  ein  beliebiges  ^anz  auf  einer  Seite  der  Momenten- 
ebene liegendes  Stück  der  Kühlfläche,  so  denke  man  sich  dasselbe 
in  unendlich  viele  unendlich  kleine  Elemente 

\  ■  * 

i 

E9  Et1  E„  E9i  En 

zerlegt,  deren  Projectionen  auf  der  Momentenebene  respectivo 

■ 

E,  Ä»„  E„  Eti  E„) 

und  deren  Entfernungen  von  der  Momentenebene  respectivo 

yS  ^iVi»  y*n  <?n 
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sein  mögen;  10  lind  nach  dem  Vorhergehenden 

Ery  Etr,  E%r,  Etr,  

die  Momente  dieser  Elemente  in  Bezug  auf  die  angenommene  Mo- 
mentenebene,  und  es  ist  also  nach  den  bekannten  Lebren  der  Sta- 
tik, wenn  Q  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  des  sphärischen 
Flaclienstücks  F  von  der  Momentenebene  bezeichnet, 

FQ=Er  +  Eir  +  Etr-i-  E,r-\-  -h^V; 


FQ  =  (E  -f-  Et      E%  -f-  Et  +     . .  -H  EH)r. 

Bezeichnet  aber  jetzt  F*  die  Projection  des  sphärischen  Flächen- 
stücks F  auf  der  Momentenebene,  so  ist  offenbar 

/"=F  +  ^l  +  ^J  +  ^,  +  Emt' 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

4 

FQ  =  F'r 

oder 

F  :  F  =  r  :  0, 

woraus  sich  ein  leicht  in  Worten  auszusprechender  Satz  ergiebt. 

Absichtlich  haben  wir  bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  die  obige 
ganz  einfache  Darstellung  gewählt,  bemerken  aber,  dass  sich  die- 
selbe auch  leicht  durch  eine  Gränzenbe  trachtung  zu  grösserer 
Strenge  erheben  lassen  würde. 

Von  diesem  Satze  kann  nun  die  folgende  Anwendung  auf  die 
Bestimmung  des  Schwerpunkts  eines  sphärischen  Dreiecks  gemacht 
werden,  wobei  wir  wie  gewöhnlich  in  der  sphärischen  Trigonome- 
trie annehmen,  dass  keine  Seite  und  kein  Winkel  dieses  sphäri- 
schen Dreiecks  grösser  als  180°  ist 

III. 

Den  Mittelpunkt  der  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Ku- 
gel wollen  wir  jm  Folgenden  durch  O  bezeichnen.  Ein  auf  deren 
Oberfläche  liegendes  sphärisches  Dreieck  sei  ABC.  Die  Winkel 
dieses  sphärischen  Dreiecks  werden  wie  gewöhnlich  durch  A,  ß, 
C,  und  deren  Gegenseiten  durch  a,  hy  c  bezeichnet.  Sein  Flächen-  , 
inbalt  sei  und  Aa>  A*i  Ä«  seien  die  Flächenräume  seiner  Pro- 
jectionen  auf  den  Ebenen  der  Seiten  at  6,  <?,  d.  i.  auf  den  Ebenen 
der  Winkel  BOC>  AOC,  AOB.  Sind  nun  XÄ,  X*,  Xe  die  Ent- 
fernungen des  Schwerpunkts  dieses  sphärischen  Dreiecks  von  den 
Ebenen  der  Seiten  a,  6,  c$  d.  i.  von  den  Ebenen  der  Winkel 
BOC,  AOCy  AOB;  so  haben  wir  nach  dem  in  II.  bewiesenen 
allgemeinen  Satze  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

, ,  v  A*    v  A»    v  Ae 

\)  Am  —  r'~Ti   r  *  X»  Ae   A' 
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Wenn  die  Seiten  a,  by  o  sämmtlich  in  Graden  auegedrückt  sind, 
so  erhält  man  die  Flächenräume  der  Sectoren  BOCt  AOCt  AOB 
durch  die  folgenden  Gleichungen: 


\J0B=r,m- 

Ferner  aind 

BOC.  cos  B  und  BOC.  cos  C 

die,  jenachdem  die  Winkel  By  C  kleiner  oder  grösser  als  90* 
sind,  positiv  oder  neguliv  genommenen  Projectioncn  des  Sertors 
BOC  auf  den  Ebenen  der  Sectoren  AOB  und  AOC.  Eben 
so  sind 

AOC.  cos  A  und  AOC.  cos  C 

die,  jenachdem  die  Winkel  At  C  kleiner  oder  grösser  als  90°  sind,, 
positiv  oder  negativ  genommenen  Projeclionen  des  Sectors  AOC 
auf  den  Khenen  der  Sectoren  AOB  und  BOC.  Endlich  sind  auf 
dieselbe  Weise 

AOB  .  cos  A  und  AOB  .  cos  B 

die,  jenachdem  die  Winkel  A,  B  kleiner  oder  grösser  als  90* 
sind,  positiv  oder  negativ  genommenen  Projeclionen  des  Sectors 
AOB  auf  den  Kbeocn  der  Sectoren  AOC  und  BOC. 

Hieraus  und  aus  2)  erhellet  nun  aber  sehr  leicht,  doss  in  völli- 
ger Allgemeinheit 

ha=:B0C—  AOC.  cos  C—AOB.cob  By 
&t=zAOC—  AOB  .cos  A  —  BOC.  cos  C, 
he=:AOB—  BOC.  cos  B  —  AOC.  cos  ^f; 


olso 


ilJ.'Ml«. 


|"-==Iü5     —  *  cos  C—c  cos  /?), 

3)m*  =  555  (£  — c  cos  A  —  a  cos  C), 
r*7r 

ist. 

Weil  nun,  wenn  auch  die  Winkel  A,  Bt  C  sämmtlich  in  Gra- 
den ausgedrückt  sind,  nach  einem  bekannten  Satze  von  dem  sphä- 
rischen Dreiecke  / 

4)  A  =  j^(u* -*-/?-*- C- 180) 
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ist;  so  ist  nach  1),  3)  und  4); 

„  m  —  b  cos  C — c  coa  i? 

*     *r  *  +       180  » 

r  ,      b  —  c  cos  A  —  a  cos  C 

Y    —  i        C — a  CO«  1?  — £  CO»  ^ 

wodarch  nun  offenbar  die  Lage  des  Schwerpunkts  des  sphärischen 
Dreiecks  vollkommen  bestimmt  ist. 

IV. 

Wir  wollen  jetzt  den  Mittelpunkt  O  der  Kuger  als  den  An* 
fang  eines  rechtwinkligen  Coordinatcusystems  der  xi/3,  die  Kl^cne 
des  Sectors  AGB  als  Ebene  der  xy,  und  den  Halbmesser  OA  als 
den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  annehmen.  Der  positive  Theil 
der  Axe  der  y  soll  auf  derselben  Seite  der  Axe  der  x  liegen,  auf 
welcher  der  Punkt  B  liegt,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  * 
soll  auf  derselben  Seite  der,  Ebene  der  xy  liegen,  auf  welcher  der 
Punkt  C  liegt 

Dies  vorausgesetzt  ist  nnn  zuvörderst  offenbar,  wenn  x,  y,  * 
die  Coordioaten  des  Schwerpunkts  des  sphärischen  Dreiecks  in  Be- 
zug auf  das  angenommene  System  bezeichnen, 

also  nach  5) 

j     e  —  a  ms  B —  h  cos  A 
*  —  *r*     A  +  B  +  C—  180  * 

Denkt  man  sich  aber  von  dem  Schwerpunkte  des  sphärischen  Drei- 
ecks auf  die  Axe  der  x  ein  Perpendikel  gefällt,  bezeichnet  dieses 
Perpendikel  durch  und  den  von  demselben  mit  der  Ebene  der 
xy  eingeschlossenen,  nach  der  Seite  von  B  hin  liegenden,  180° 
nicht  übersteigenden  Winkel  durch  9;  so  erhellet  mittelst  einer 
ganz  einfachen  geometrischen  Betrachtung,  dass  in  völliger  Allge- 


X*  =  p  sin  (A —  9),  XC  =  Q  sin  9 

und 

Xc  =  y  ten6  9 

ist.   Also  ist 

X&   sin  (A  —  y) 

JC.  —      sin  9 

oder 

^  =  sin  A  cot  9  —  cos  A> 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn  man  nämlich  in  die- 
ser Gleichung 
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Xi  =  y  sin  A — Xe  COS  At 

also 

_  ■_  Xt  4-  .Yc  cos  ^ 

sin  ^  t 

Führt  man  nun  für  X>  und  Xe  ihre  ans  5)  bekannten  Werth«  ein, 
so  erbält  man 

r       £  sin  ^»  —  gfcoa  C-f-cos  ^  cot  fi) 
f  — 2sin,s"  ,J-+-#-h£7— 180 

Nun  ist  aber  nach  bekannten  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 


cos  C-4-cos  A  cos  # 
cos  v  =  — 

und  folglich 


COiC~       sin  ^  sin  Ä 


cos  C-f-cos  d  co*  R  „ 
 -r— j  r=cos  C  SID  />. 

sin  i* 

Alto  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

b  sin  /#  —  a  cos  c  sin  # 


Man  nehme  jetzt  0  als  den  Anfang  eines  neuen  rechtwinkli- 
gen Coordinatensystems  der  jc  %'  an.  Die  Ebene  des  Sectors 
AOB  sei  wieder  die  Ebene  der  or'y',  und  der  Halbmesser  0/?  sei 
der  positive  Tbeil  der  Axe  der  a/.  Der  positive  Theil  der  Axe 
der  werde  so  angenommen,  dass  er  mit  dem  Punkte  A  nicht 
auf  einer  Seite  der  Axe  der  liegt,  und  der  positive  Theil  der 
Axe  der  *'  liege  auf  derselben  Seite  der  Ebene  der  auf  wel- 
cher der  Punkt  C  liegt;  so  ist,  wenn  ar*,  y*,  «'  die  Coordinaten 
des  Schwerpunkts  des*  sphärischen  Dreiecks  ABC  in  diesem  Sy- 
steme sind,  nach  dem  Vorhergebenden  offenbar 

.   a  sin  B  —  b  cos  e  sin  A 

—  y—ir-      A  +  ß-t-C—lW  » 

also 

.  ,     b  cos  c  sin  A  —  a  sin  B 

* —  A  +  B+C — 180  ' 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  ist  aber  in 
völliger  Allgemeinheit 

,  ar  =  a^  cos  c  —  <tf  sin  c, 

y—af  sin  c-f-  y  cos  c\ 

folglich,  wenn  man  x'  eliminirt, 
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y  cos  c  —  sb  sin  c  =  y\ 

y  co,  r-y 
sin  g 


Führt  man  nun  in  diese  Gleichung  die  aus  dem  Obigen  bekannten 
Wert  he  von  y  und  y*  ein,  so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit 


,         a  mii  g  sin  ff 


und  hat  also  nun  überhaupt  die  folgenden  Ausdrücke  für  die  Coor- 
dinaten  ar,  y,  *  des  Schwerpunkts  des  sphärischen  Dreiecks 
in  dem  ersten  der  beiden  oben  angenommenen  Systeme: 

a  sin  c  sin  B 

ac-=\r  . 


A+B+C—  180' 


.         ,      *  sin  A  —  a  cos  c  sin  B 
g  —  q  cos  #  —  b  cos  ^ 

Aus  der  ersten  dieser  drei  Gleichungen  ergiebt  sich  auch,  dass, 
wenn  wir  die  Entfernungen  des  Schwerpunkts  des  sphärischen 
Dreiecks  ABC  von  den  Ebenen  der  drei  auf  den  Halbmesser  OA, 
OB,  OC  senkrecht  stehenden  grössten  Kreise  durch  X^,  Xb*  Xc 
bezeichnet! ,  und  diese  Entfernungen  immer  von  O  aus  auf  den 
Richtungen  der  Halbmesser  OA,  OB,  OC  selbst  abschneiden, 
jederzeit 

1  Y   i         m  s'n  *  ,m  C     _    i         o  sin  c  sin  B 

Aj*  —  *r  A  +  B+-C—lW  —  1[r  *  A+B+C— 


f              j  A  sin  c  sin  /I                     A  sin  q  sin  6' 

*)  [  Aif  —  ,r  .  — —  >r  •  A+ß+C—  180' 

V        «  g  sin  q  sin  B          J  '       g  sin  £  sin  ^1 

Ac  —  ^r  •  yl-^-ff  h-C-  180  —  *r  *  A+B+C~ 


Xu  diesen  drei  letzten  Formeln  gelangt  Herr  Giulio  a.  a.  0. 
durch  eine  unmittelbare  geometrische  Betrachtung  mit  Hülfe  des  in 
U.  bewiesenen  Satzes  und  der  aus  der  sphärischen  Trigonometrie 
bekannten  Auflösung  der  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke. 
Uds  scheint  jedoch  die  vorhergehende  mehr  analytische  Ableitung 
ans  verschiedenen  Gründen  den  Vorzug  zu  verdienen,  welches 
ter  zn  erörtern  hier  zu  weit  fuhren  würde. 


V. 

Wenn  ABC  ein  rechtwinkliges  sphärisches  Dreieck  und  A 
der  rechte  Winkel  ist,  so  ist  nach  6)  und  einer  bekannten  Formel 
der  sphärischen  Trigonometrie 

Tbcil  IV.  6 
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/  a  sin  e  sin  B 


8)  *' 


B  +  V- 

90 

h  —  a  cos 

t' 

B-+-C- 

90' 

c —  a  cos 

Z? 

B  +  C- 

90' 

Ist  ABC  ein  gleichschenkliges  sphärisches  Dreieck  und  a=£, 
also  auch  A-=zB%  so  nehme  man  den  Halbmesser  der  Kugel,  wel- 
cher die  Seite  c  halbirt,  als  den  positiven  Tbeil  der  Axe  der  je. 
die  Ebene  der  Seite  c  als  Ebene  der  äcy ,  und  den  positiven  Tbeil 
der  Axe  der  as  auf  derselben  Seite  dieser  Ebene  an ,  auf  welcher 
der  Punkt  C  liegt.  Dann  ist  nach  den  Formeln  8)  und  bekannten 
Elementarsätzeu  der  Lehre  vom  Schwerpunkte 

a  sin  \c  sin  A   b  sin  \c  sin  B 

—  r  *  2A-i-C—  180      r  *  2#-f-C— 180' 


C—  180  —  *r  "  2/?  -f- 6' —  iHÖ" 

Für  a  =  £  =  90  ist  auch  ^  =  J?  =  90,  und  folglich  nach  9) 

im  90  sin  \e 

10)  or  =  r.  ^— ,  y  =  0,  »  =  Jr; 

weil  nämlich  der  Winkel  C  in  diesem  Falle  von  der  Seite  e  ge- 
messen wird,  also,  da  alle  Seiten  und  Winkel  in  Graden  ausge- 
drückt sind,  C=c  ist. 


VIII. 

Geometrische  Aufgabe. 

Von 

■ 

dem  Herausgeber. 


Man  soll,  wenn  ABB  in  Taf.  I.  Fig.  8.  eine  aus  dem 
Mittelpunkte  C  über  der  grossen  Axe  AB  mit  der  klei- 
nen  Balbaxe  CD  beschriebene  halbe  Ellipse  ist,  der 


Digitized  by  Google 


Punkt  E  in  dieser  Ellipse  eine  solche  Lage  bat,  dass 
die  beiden  von  E  nach  den  Endpunkten  A  und  D  der 
grossen  und  kleinen  Axe  gezogenen  Sehnen  AE  und 
DE  gleiche  Länge  haben,  und  der  Winkel  ACE,  unter 
welchem  der  nach  dem  Punkte  E  gezogene  Radius  Vec- 
tor  CE  gegen  die  grosse  Halbuxc  CA  geneigt  ist,  uls 

fegeben  betrachtet  wird,  das  Vcrhältniss  der  beiden 
xen  der  Ellipse  bestimmen. 

Die  grosse  und  kleine  Halbaxe  der  Ellipse  bezeichne  man  wie 

fewöhnlich  durch  a  und  b,  den  gegebenen  Winkel  ACE  durch  co. 
on  E  fälle  man  auf  die  grosse  Axe  AB  das  Perpendikel  EEt 
und  setze  CF=zjc,  EF=y\  so  ist 

^J£»=(,r  —  «)*-*- y\  *DE*  =x*  +(y  —  b)\ 

und  folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  AEz=zDE  ist, 

{x  —  «)»      y»  =  ar'     (y  — 
woraus  sich  1 

a1  —  lax  — Ii*  —W*y 

oder 

1)  «»—  b*=z2(aa:  —  by) 
ergiebt.   Nach  der  Theorie  der  KIlipse  hat  man  ferner 


w  > 


I  ■ 


und  in  dem  Dreiecke 

3)  y  =  x  tang  w. 

Führt  man  diesen  Ausdruck  von  y  in  die  Gleichungen  1)  und  2) 
ein,  so  erhält  man 


«>  —  b*  s=  2(a  —  b  tang 

figj 


,  1        tanc  to* 


also,  wie  man  leicht  findet, 

^  a*  —  b*       i        (g*  —  Aa)  cos  «j 

2(a  — 4  tang  <u>       2(«  cos  at—b  sin  »)• 

,   *7b*    a*b*  cos  <a» 

*  -f- «a  rang  a»9  sin  w»  -f.  4»  cos  »» ; 

woraus  sich  die  -Gleichung 

4a*b*(a —  b  tang  io)* 
=      —  +      tang  cu»), 


und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  durch  b*  dividirt,  die 
Gleichung 

6* 
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oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen  * 

4)f  =  « 

setzt,  die  Gleichung 

5)  4«'(»  —  fang  u>)»  =(»»  — 1)*  (!-+-**'  tang  o>») 

ergiebt.  Entwickelt  man  diese  Gleichung  gehörig.  so  bringt  man 
■ie  leicht  auf  die  folgende  Form:  • 

6)  tang  w»  .  *»•  —  (3  -f-  2  tang  o>»)  •#*  j  

-r-8tong  w  .  «»  —  (2-h3tang  <u*)  «•  -+-1 1 

oder  auf  die  Form 

7)  «•  —  (2 3cot  w»)  j  _o 

H-8cot  u  .  «»  —  (3-*-2cot  <•>»)  «»-4-cot  w' (    '  ' 

welches  eine  Gleichung  des  sechsten  Grades  ist,  in  der  das  zweite 
Glied  und  auch  das  die  erste  Potenz  der  unbekannten  Grösse  * 
enthaltende  vorletzte  Glied  fehlt. 

Die  vorher  aufgelöste  Aufgabe  hat  Analogie  zu  einer  andern 
Aufgabe,  mit  deren  Hülfe  man  in  der  physischen  Geographie  oder 
Meteorologie  die  scheinbare  Gestalt  des  Himmels  zu  bestimmen 
pflegt,  worüber  man  mit  Mehreren»  Lehrbuch  der  Meteorolo- 
gie von  L.  F.  Kämtz.  Tbl  III.  Halle.  1836.  S.  45  nachsehen 
kann.    Diese  Aufgabe  ist  folgende: 

In  Taf.  1.  Fig.  9.  sei  ADB  ein  Krei  subschnitt,  der 
nicht  grösser  als  der  Halbkreis  ist.  Der  Mittelpunkt 
des  Kreises,  welchem  derselbe  angehört»  sei  Oy  und  der 
Halbmesser  OD  stehe  auf  der  Senne  AB  dieses  Kreis- 
abschnitts in  C  senkrecht.  Wenn  man  nun  den  Winkel 
ACE  kennt,  für  welchen  die  Linie  CE  eine  solche  Lage 
hat,  d a b b  die  Bogen  AE,  DE,  und  also  auch  die  Sehnen 
AEy  DE  einander  gleich  sind:  so  soll  man  das  Verhält« 
niss  der  Linien  Ac  und  CD  zu  einander  bestimmen. 

Den  Winkel  ACE  bezeichne  man  durch  w,  und  falle  von  E 
auf  den  Halbmesser  OD  das  Perpendikel  EF.    Den  Halbi 
des  Kreises  bezeichne  man  durch  r,  und  setze 


OF=xt  EF—y\  OC=:jcXy  AC=Vl ; 

so  ist 

8)  .r»-+-y>=r',  xx »      y,*  =  r». 

Ferner  ist 

JE»  =  +  DE*  =(r-or)'-hy'; 
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und  folglich,  weil  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe  AE*=:DE*  ist, 

(x  -  arj»      (y  -  y, )•  =  (r  -       +  y' , 

woraus  man  nach  gehöriger  Entwickelung  mit  Hülfe  von  8)  die 
Gleichung 

9)  rx  =  xxx  -f-  yy, 
erhält.   Endlich  hat  man  noch  die  Gleichung 

10)  y=  (.r  —  .rj  cot  w. 

Setzt  man  nun 
■9  ist 

11)  r~Xi=zu  oder  r  —  xx  t=y,*. 

9  1 

Aus  der  Gleichung  9)  folgt 

(r  — er,)  ar  =  yy,  oder  = 
also  wegen  11) 

12)  y  =  jrtr, 

und  daher  nach  10); 

oMi  =  (ar  —  .r,)  cot  w, 

woraus  sich 

'  j. 

13)*=l-„tsng 

also  nach  12) 

ergiebt.  Führt  man  diese  Ausdrücke  von  x  und  y  in  die  erste  der 
Gleichungen  8)  ein,  so  erhält  man 

2  a  1  +  "' 

r  —Xx    .  (l        ung  w)„ 

15)  (— )*  =  (^)*  •  (i  _  M"tang 


Aas  der  Gleichung  11)  folgt 

- 

r  =  xt  -f-  y,«, 
und  es  ist  also  nach  der  «weiten  der  Gleichungen  8) 
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woraus  sich  leicbft 

1  —  ** 


16)  ^ 


y,  2m 
ergiebf.    Weil  nun  nach  11) 


 —  =     also  —  =  t#  -f  — 

yi     yi  yi  yi 


ist,  so  ist  nach  16) 


17>T 

yi 


Führt  man  nun  die  Ausdrücke  16)  und  17)  in  die  Gleicbung  15) 
ein,  so  erhält  man 

(l+u*)*   (1  —  «')3 


4«*  4m3     "  (1  —  «  tang  «)•' 

also 

18)  (1-4-«*)  (1  —  «  taug  w)*  =  (l—  »»)». 

Nach  gehöriger  Entwickeluug  erhält  man  ans  dieser  Gleichung; 

10)  0  =  (1  —  tnng  a>*)«» 
-fr  2tang  a*  .  «* 
—  (3  -h  tang  ai*).  « 
-f-2  tang  cü, 

oder,  weil  bekanntlich 

< 

tantr  2a>  =  -  — 2  z 

ö  1  —  tatig  w* 

ist: 

20)     +  tang  2u> .     -^„g      «-f- taog  2«=  0. 
Auch  ist 

3 -f- tang  tu»   3cos  m»  -+-  sin  tu*        1  -f-2cos  «u* 

1  —  tang  tu'         cos  a>»  —  sin  a»a  cos  2oi  ' 

I 

Aber  bekanntlich 

2c o 8  oj*  =  1  -f-  cos  2a», 

und  folglich 

1  -  ung  «•  —     co«  8«    =1 -r-2.ee  2«. 
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Daher  läset  sich  die  obige  Gleichung  zur  Bestimmuog  des  gesuch- 
ten Verhältnisses  «  auch  unter  der  Form 

21)  «>  +  tang  2o> .  *»  —  (l-f-2sec  2<o)ii-t-tang  2w  =  0 

darstellen. 

Die  von  Kämtz  a.  a.  O.  ganz  nach  Kästner  (Smith's 
Lehrbegriff  der  Optik.  S.  56)  gegebene  Auflösung  ist  von  der 
vorhergehenden  verschieden,  indem  bei  derselben  das  Verhältniss 
i*  nicht  unmittelbar  gesucht  wird. 

Eine  Welke,  die  sich  in  einer  Höhe  von  23*  über  dem  Hori- 
zonte befindet,  scheint  nach  Smith  das  scheinbare  Himmelsgewölbe 
zu  halbircn.  für  diesen  Werth  von  ü)  ergiebt  sich  nach  Kämtz 
a.  a.  O.  nahe  «  =  0,3.  Die  scheinbare  Entfernung  des  Zeniths 
Vom  Beobachter  beträgt  also  nur  ungefähr  0,3  der  Entfernung  des 
Horizonts  vom  Beobachter. 

Es  scheint  mir,  dass  von  den  in  diesem  Aftfsatze  behandelten 
Aufgaben  ein  zweckmässiger  Gebrauch  beim  Unterrichte  gemacht 
werden  kann.  Die  Schüler  können  auch  zur  eignen  Beobachtung 
des  scheinbaren  Himmelsgewölbes  angeleitet  werden. 


Ueber  das  iudependente  Fortsclireitungsgesetz 
der  numerischen  <j)oefficienten  in  der  Entwicke- 
lung  der  höheren  Differentiale  der  Function 

y  =  Va~  —  h-x1)  uud  über  zwei  Eigenschaf- 
ten der  Kegelflache  zweiten  Grades. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  A.  R.  Lucht  er  band  t 

zu  Königsberg  i.  d.  N. 


I. 

Das  independente  Fortschreitungsgesetz  der  numeri- 
schen Coefficienten  in  der  Entwickelung  der  höheren 

Differentiale  der  Function  yz=z\/a% — b^a:*. 
Im  dritten  Theile  des  Archivs  S.  243  und  247  hat  Herr  Pro- 
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fessor  Gruner!  für  die  obengenannten  Coefficienten  die  Recursions- 
formein  . 


2m 

2m 

At 

=(*»- 

Sm— 1 
\)A0  -fr-  3 

2w— 1 
.  Al% 

2m 

={*— 

Zu— 1 

6)^,  -fr-  5 

4»— 1 

•  -^»> 

<*, 

=  (*•- 

2«— 1 

8M,  -+-  7 

2«  1 

.  A9, 

(1) 


2«  2m— 1  Oi. 

^»-2  =  (2/»  -fr-  -fr-  (2*  -J-  3M 

*»-M  2»  2m 

3n+l  2m  2m 

^,=(4» -3)^, +4.4,, 


2"-M  2m  2m 

^,=(4*-7M,-fr-8./4, 


t  2m+1  2m  2m 

v#M_2  =  (2»  -fr-  ß)^,,^  -fr-  (2/*  —  2)^„_,,  I  » 

2m+1  2m 

(2« -fr-  1)^ 

entwickelt,  aus  denen  wir  jetzt  das  indepeudente  Bilduogsgesetz 
ableiten  wollen.  Fasst  man  zunächst  die  Coefficienten  A9  ins 
Auge,  so  sieht  mau  bald,  nach  welchem  Gesetz  sie  gebildet  wer- 
den, denn  da  man 

=  A0  =  I,  A0  =  An  =  3  .  1,  J,  =  ,}„  =  45  =  Ä  .  3'  .  \\ 
A0  =  An  =  1575  =  7  .  5»  .  3'  .  P 
hat,  so  schliesst  man,  das»  allgemein 

2m 

/f0  =  (2«-l)  (2»-3)'  (2*-5)'  7'  .  5»  .3»  .  1\ 

2m-M 

A.  =  {U+l)  (2«-l)'  (2«-3)'  ?.;V.3M' 


i 


.    Die  Gültigkeit  dieser  Ausdrücke  angenommen,  erhält 
man  oun  leicht  durch  succesaive  Anwendung  der 
mein  (1)  und  (2)  für  die  folgenden  Coefficienten  die 
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H  H  H  H  H  >?  H 

ir  ir  ir  ir  ir  ir  ir 


i 


£  a~  * " 

T    T  *  T  ?  13 

I      I  '  1  * 

t©  w  ^  w  ' 

w  •  £  - — ,   

»   •    i  ä  1,  +  i 


J5 


I  J. 


O.W  M  *  5 


I 


'VI*  v  .  

i  i.  ^  +   1  i 

•  ss  £  r  ss 

— '  73  m 

I  t  *  t  TT  M 

+  +  t  ~  -  -  * 


?   i  * 


f  :  -  -  1  * 


4» 


"     -    73     I  • 

I  J. 


«•9 


-  : 


L  ?  5 

?  =  • 

.  .  .  «4 

—  W 


Das  BilduDgs^csetz  spricht  sich  zwar  noch  nicht  mit  vollkommncr 
Itcstimmtbeit  io  diesen  Ausdrucken  aus,  man  wird  aber  durch  die- 
selben auf  neue  Recursionsformeln  geführt,  die  dann  rückwärts 
das  Gesetz  der  independenten  Ableitung  der  Coefficienten  liefern. 


uiyiiizeo 
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Am  der  Entwicklung  der  Quotienten  je  zweier  auf  einander  fol- 
gender Coefficienten  ergiebt  sich  nämlich 


^  — 2T3  f" 


3  .  5 


5*  —o  '(»-»>  <»-*)  5" 

'*«   477 

  0.11 


J  __0    (»-6)  (»-7)  ** 

  tTTj  ' 

■  s 

wonach  allgemein 
sein  würde,  und 


Y  —  .2  »(»-OY* 

1   *  •       |     j  -*o» 


 2    5  *i» 

YL.  o    (n~2)  („-3)  Y1 

'    Y  — o   (n-3)  («-<)  »y 
^»  4  —  **  •         4.9  '  * ' 

Y!_o    (" -4)  (»- 5)  «y 
tf  «  —  1 '         5771  A" 

'Y— S    (n-5)  (n-6)  Y1 
— *  '         6.13  " 

YL.  o   (»  -  6)  (n  -  7)  Yl 
—  *  *  7TI5 

wonach  ullgemeiu 

YL_o   (»-?-*-!)  jn-p)  Y1 
p(2/»-|-l) 

wäre. 

Substituirt  man  nun  nach  und  nach  für  A„  A%  u.  s.  w.  ihre 
We.rtbe,  so  hat  man 


—  *   *  1.2.1.3 


•         1.2.3.1.3  5 

5*       o«  (»-2)»  (ii-3)'  jf 

^  =  2*   1.2.3.4.1.3.5-.T—  J»  U'  W 


und 


*H'!— 9»   "(»  — D»  (w  —  2)  y 
1.2.3.5  °' 


^'  ~~    *     1.3  °' 
am-i 

*H"l_       «(»  -  1)»  (»  -  2)»  (n  -  3) 

*         1.2.3.3.5.7  °" 

4  (»  —  2)»  (it-3)a  "JM 

—  '  *  1.2.3.4.3.5.7.9  u.  ■.  w. 

Nach  den  Bildungsgesets ,  das  hier  ganz  unzweideutig  hervortritt, 
würde  man  nun  allgemein 
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erhalten.  Um  nun  zu  zeigen,  dass  diesen  Fornein  allgemeine  Gül- 
tigkeit zukomme,  wollen  wir  nachweisen,  dass  dieselben,  wenn  sie 
von  Aa  bis  Ap  richtig  sind,  auch  noch  für  Ap+.\  stattfinden. 
Setzen  wir  zu  dem  Zwecke  in  die  nach  (1)  stattfindende  Formel 

2(p^-\)Af>+l=zlAP-\An-{1lp-^\)\Ap 

3»-t-l  2n 

für  Ap  nnd  Ap  ihre  voranstehenden  Werthe  und  reduciren,  so  er- 
giebt  sich 
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Wenn  man  ebenso  in  die  nach  (2)  gültige  Formel 

{1p     3)%i.,  =  ^4-1  —  |4»  —      •+-  2)}%' 

2n  2*1—1 

die  Wertbe  von  Ap+\  und  ^  einsetzt  und  in  dem  hervorgehen- 
den  Ausdrucke  u  ■+-  1  mit  n  vertauscht,  so  erhält  man 


- 
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+  1 

II 

! 


? 


a 

I 


2 

I 

I 


I 


f 


Tbell  IV. 
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Die  Ausdrücke  (5)  und  (61  sind  aber  in  +  1  so  gebildet, 
wie  die  entsprechenden  (3)  una  (4)  in  pt  nnd  hiernach  wäre  das 
aufgestellte  Bildungsgesetz  richtig,  wenn  wir  nur  noch  die  einzige 
Vornussetzung,  die  wir  uns  bisher  erlaubt  haben,  als  zulässig 
nachweisen  können.  Dieselbe  betraf  aber  das  Bildungsgesetz  der 
CoefGcienten  A0,  mit  deren  Hülfe  wir  die  anderen  ableiteten.  Wir 
können  uns  aber  von  der  Richtigkeit  noserer  Annahme  über  die 
Coeflicienten  A0  auf  folgende  Weise  vergewissern.   Die  Coefficien- 


ten  Jn-i  und  An-i  lassen  sich  nämlich»  ohne  auf  die 
ten  Aa  zurückzugehen,  unmittelbar  aus  den  Recursionsformeln  her 
leiten,  denn  nach  denselben  bat  man 

ii  ii  ii  Ii 

<f  »  -s  9 

"  *  »  * 

'S  +  +  + 

*  *m* 

t  ?  p  f  * . 

^  i  ?  - 

i  ^  —  *• 

?  "  1  f 

l  :  «ss  t 

•  :  :  i 
:  :  || 

-  •  -  + 


^  1 


L  n 

II 


Setzt  man  aber  in  den  obigen  Werth  von  Ap  die  Zahl  p=n  —  l, 
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so  erhält  man  den  eben  entwickelten  Auadruck.    Aug  dieser  (Jeher. 

einstimmung  folgt  duher  auch  die  Richtigkeit  de«  für  AQ  ange- 
nommenen Wertlies. 

Wir  knüpfen  hieran  auch  eine  Bemerkung  über  die  Summe 
der  Coefficienten  in  der  Entwickclung  der  verschiedenen  Differen- 
tiale. Addirt  man  nämlich  die  Gleichungen  (1)  und  ebenso  die 
Gleichungen  (2),  so  erhält  man 

2m       So         Sm  2*  2«  -1     in—  1  in— \ 

A.+Ax+A%+  -f- =*(4«-3)  \A0+At-i~  -M*-»} 


2*M-1   3jH-1   3m-M  2*-*-l  2«       2m  3m 

^.-Kdf,+^,H-  -t-^«_i=(4*— 1)  \Aa+A,+  -r-^M-ii, 


oder  kürzer 


3m  2m— 1  3m-4-1  3m 

SA ss (4«  —  3)X*,  2^  =  (4«  —  \)2A, 


und  hiernach 

X*  as  {2m  -  3)  (2* -5)  (2«  -  7)  5.3.  I. 


II. 

Zwei  Eigenschaften  der  Kegelfläche  zweiten  Grades. 

A. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelfläcbe  zweiten  Grades,  de- 
ren Spitze  im  Anfangspunkte  der  Coordinateo  liegt,  ist  bekannt- 
lich folgende: 

Aar*  -f-  A'y*  -+-  Anx*  -+-  IByz     IB'xx  H-  1B"xy  =  0  ( 1 ) 

Wir  legen  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  zu  Grunde  und 
wollen  die  Coefficienten  der  Gleichung  (1)  durch  die  Bedingung 
bestimmen,  dass  die  Kegelfläche  durch  die  drei  Axen  und  die  bei- 
den Geraden  geht,  denen  die  Gleichungen 

y=bx\Kh  y=b'xV} 

zugehören.  Setzt -man  nun  in  (1)  x  =  0,  um  die  Gleichung  der 
Durchschnittscurve  des  Kegels  mit  der  Coordinatcuebene  {&y)  zu 
erhalten,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

^x»  +  ^*'+W«y»0,  (4) 
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die  sieb,  wegen  der  Natur  der  Kegelflächen,  im  Allgemeinen  in 
zwei  reelle  Factoreo  vom  ersten  Grade  zerlegen  lassen  muss.  In 
unserem  besonderen  Falle  sollen  aber  die  Axen  der  a:  und  y  die 
Durcbschnittslinien  sein;  diesen  Axen  entsprechen  aber  renpective 
die  Gleichungen  y  =  0  und  jc  =  0,  so  wie  ihrem  Systeme  die 
Gleichung 

xy  =  0  (5) 

» 

zugehört.  Man  sieht  also,  dnss  in  der  Gleichung  (4)  die  Coeffi- 
cienten  A  und  A' z=z0  werden  müssen,  wenn  dieselbe  das  System 
der  Axen  der  a:  und  y  darstellen  soll.  Eben  so  zeigt  man,  dass 
auch  A"  verschwinden  muss,  und  folglich  die  Gleichung  (1)  die 
einfachere  Form 

Byx  -f-  B,x%  -f-  ß"ay=z  0  (6) 

annimmt.  Zur  Bestimmung  der  drei  Coefficienten  ß,  ß',  B"  hat 
man  die  Gleichungen  (2)  und  (3).  Da  die  durch  dieselben  bestimm- 
ten Geraden  ganz  iu  der  Kegelfläcbe  (6)  liegen  sollen,  so  muss 
die  Gleichung  (6)  identisch  werden,  wenn  man  darin  die  Wertbe 

von  y  BU8  (2)  uod  (3>  "bstituirt.  »ies  liefert  die  Bedin- 
gungsgleicliungen 


bB  -f-  « /?'  -f-  abß"  =  0 
b'B-\-  aß*  -h  Jl/B«  =  0 

aus  denen  sich 


(7) 


ff  _  o-jt    A£    ZT  _  ab  -  mV 
B—b-b    oa'1    B  —  aa(b-b) 

ergiebt,  so  dass  also  die  gesuchte  Gleichung  unserer  Kegelfläcbe 
folgende  ist: 

aW  —  b)y%  -f-  bb\a  -  a)a:x  -f-  (a'b  —  ab')xy  =  0.  (8) 

Wir  wollen  nun  ferner  annehmen,  dass  die  beiden  Linien  (2)  und 
(3)  und  eine  dritte,  deren  Gleichung 

ist,  ein  System  rechtwinkliger  Axen  bilden,  so  dass  also  zwischen 
den  Constanten  ihrer  Gleichungen  die  Relationen 


WH- 1=0, 
aa"  +  bb"-t-\=0, 

stattfinden.    Hieraus  zieht  man 

b^(b'  —  &)  =  «"(a  -  «'), 
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so  dass  also  die  Gleichung  (8)  io  die  folgende 

aaWy*  -+-  bVV'xx     .ry = 0  (11) 

obergeht  Bezeichnet  man  nun  den  Werth,  welchen  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung  durch  Substitution  der  aus  (9)  gezogenen  Werthe 
von  x  und  y  annimmt,  mit  8,  so  wird 

S  =  M'+Wm*  -f-  bV  -+- 1), 

und  mit  Rücksicht  auf  die  erste  der  Gleichungen  (10) 

d.  h.  auch  die  Gerade  (9)  liegt  auf  der  Kegelfläche  (11).  Wir 
hätten  dies  Krgebniss  auch  daraus  ableiten  können,  dass  die  Glei- 
chung (U)  in  Beziehung  auf  die  Constanten  der  Gleichungen  (2), 
(3)  und  (9)  symmetrisch  ist.  Wir  haben  also  folgendes  Theo- 
rem bewiesen: 

Denkt  man  sich  im  Räume  irgend  zwei  rechtwinklige 
Coordinateusysteme  um  einen  und  denselben  Anfangs- 
punkt, so  liegen  allemal  die  sechs  Coordinatenaxen  in 
irgend  einer  Kegelfläche  zweiten  Grades. 


B. 

Wir  wollen  nun  wieder  von  der  allgemeinen  Gleichung  der 
Flächen  zweiter  Ordnung,  die  einen  Mittelpunkt  haben,  ausgehen, 
indem  wir  uns  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Mittel- 
punkt gelegt  denken,  also  von  der  Gleichung 

Ja*  H-  A'y*  *+"  A"*%  ~r-  IB'x*  -f-  34*«/*  =  0  (12) 

und  zunächst  zu  ihrer  Specialisirung  die  Bedingung  machen,  dass 
dieselbe  eine  Kegelfläche  darstelle,  welche  die  drei  Conrdinateu- 
ebenen  berührt.  Ks  muss  sich  also  für  die  gemeinschaftlichen 
Punkte  dieser  Ebenen  mit  denen  der  Kegelfläche  eine  lineäre 
Gleichung  ergeben.  Verbinden  wir  nun  die  Gleichung  der  Coordi- 
natenebene  der  (y*),  nämlich  die  Gleichung  4r  =  0,  mit  der  Glei- 
chung (12),  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

J'y*  -h  A»x*  -+- 2By%  =  0. 

Soll  dieselbe,  wie  in  unserem  Falle  verlangt  wird,  eine  Gerade, 
oder  vielmehr  zwei  zusammenfallende  Gerade  darstellen,  so  muss 
bekanntlich  zwischen  den  Coefficienten  die  Relation 

stattfinden.  Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  aus  den  Bedingungen, 
dass  die  Kegelfläche  die  beiden  anderen  Coordinatenebenen  be- 
rühre, die  Relationen 


t  v 
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wonach  also  die  Gleichung  (12)  die  Form 
Ax'+AY+A'x'd&l^tt'ay^^ 

annimmt.  Aber  welche  Combination  der  Zeichen  ist  zn  wählen? 
Zunächst  erhellt,  dass  Ay  A',  A1  alle  von  demselben  Zeichen  sein 
müssen;  nehmen  wir  nun  an,  dieselben  seien  positiv,  so  muss  man 
io  den  drei  letzten  Gliedern  das  negative  Zeichen  nehmen,  weil 
bei  jeder  'anderen  Zusammenstellung  die  Gleichung  (13)  sich  in 
ein  Product  zweier  linearen  Factoreu  zerlegen  Hesse,  und  dieselbe 
dann  also  keine  Krgelfläche,  sondern  ein  System  zweier  Ebenen 
darstellen  würde.  Hiernach  wird  nun  unsere  Gleichung,  wenn  wir 
noch  statt  der  Constanten  At  A',  A"  ihre  Quadrate  einführen,  fol- 
gende sein: 

A***+A'*y*  +A"*x* -2AA'xtj—2AA"a:*—tAA"yx=:0.  (14) 

Zur  vollständigen  Bestimmung  der  Kegelfläche  fügen  wir  die  fer- 
nere Bedingung  hinzu,  dass  die  beiden  Ebenen,  deren  Gleichungen 

«:  +  ^  +  «  =  0(  (15) 

al*r-i-l>ly  +  clx  =  0  (16) 

sind,  den  Kegel  berühren.    Eliminiren  wir  aus  den  Gleichungen 

(14)  und  (15)  die  Variable  ar,  so  erhalten  wir  für  die  Projection 
des  Durchschnitts  auf  die  Ebene  der  (t/x)  die  Gleichung 

y\bA  -f-  aAy  -+-  Zyx{6cA*     ac2A  -+-  abAA"  —  a*AA") 

-h  x*(cA -f-  bA*)*  ä  0. 

Soll  dieselbe  nun  eine  einzige  Gerade  darstellen  —  also  die  Ebene 

(15)  eine  Tangentenebene  sein  —  so  muss 

bcA*  -f-  aeAA' abAA" -*>AA»  =  ±  (bA  +aA!)  [cA+mA") 

sein;  das  obere  Zeichen  rechts  ist  nicht  zu  gebrauchen,  denn  man 
kommt  dadurch  auf  die  Bedingungs^leichung 

welche  a*  =  0  geben  würde,  was  im  Allgemeinen  nicht  zulässig 
ist.  Mit  Benutzung  des  unteren  Zeichens  erhalten  wir  dagegen 
die  Relation 

tcA  +  ocA'  +  a6A"  =  0  (17) 

und  auf  ähnliche  Weise  die  andere 

A1rl^-t-flfIcI^'-f-«lÄ1^"  =  0.  (18) 

Flirainirt  man  jetzt  aus  den  Gleichungen  (14),  (17)  und  (18)  die 
Grössen  A,  A\  A'\  so  ergiebt  sich 
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x{bcl—blc)%&*+b*bx*(axc—acx)ty*+ctcl*(*bx-axb)*%% 
— 1aaxbbx{bcx — bxc)  (axc — acx)jcy 
— 2aaxccx(abx — atb)  (bcx — bxc)&x 
-»,«,(•«,-#,*)  (a,*- act)yz  =  0 


(19) 


Nehmen  wir  nun  an,  dass  die 
eiuaDder  und  uucb  auf  der  Ebene 


Ebenen  (15)  und  (16)  auf 


«,^-M,y-*-<?,*  =  0  (20) 

i 

senkrecht  stehen,  d.  h.  machen  wir  die  Bedingung  dass 

aa%  -f-  bb%  -+-  er,  =  0,  >  (21) 
ota9-t-bxb%-\-cxct=:0  ) 

sei,  so  lässt  sich  die  Gleichung  (19)  unter  einer  eleganteren  Form 
durstellen.  Setzen  wir  noch,  was  erlaubt  ist,  <*  =  a,  =  a,  =  1, 
so  erhalten  wir  aus  (21) 

b  —  bx  hcx  —  bxc   1_ 

e  —  c,  bj     cl—c  b% 

und  hiernach  für  die  Gleichung  (19)  die  folgende 

-f-  b7bx*bt *y*  -f- e*ct *c9 *x%  —  2bbtbta:y  —  %ccxct&x 

—  %bbxb%ccxc%y%  s=  0. 

Da  dieselbe  in  Beziehung  auf  by  bti  b%%  e%  c,,  symmetrisch  ist, 
so  steht  die  durch  sie  ausgedrückte  kegelfläche  zu  den  drei  Ebe- 
nen (15),  (16)  und  (20)  in  derselben  Beziehung,  d.  h.  sie  berührt 
sie  alte  drei.   Wir  sind  also  zu  dem  Satze  gekommen; 

Denkt  man  sich  im  Räume  irgend  zwei  rechtwink- 
lige Coordioatensvste m e  um  eineu  und  denselben  An- 
fangspunkt, so  berühren  die  sechs  Coordinatenebenen 
allemal  irgend  eine  Kegelflaehe  zweiten  Grades. 

Vergl.  Steiner:  Die  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten. 
Tbl.  I.  S.  313; 


m 
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Beweis  der  Gleichung 

 yd%i_x       =(-l)-U.3. 5 . . .  (2^-1)-^- 

für  2  =  cos 

# 

Nach  einem  Aufsatze  des  Herren  Liouville  frei 

bearbeitet 


dein  Herausgeber. 


Die  obige  böcbst  merkwürdige  Gleichung  ist  bekanutlich  von 
Jocobi  gefunden  und  in  Crelle's  Journal.  Tbl.  XV.  S.  3.  zu- 
erst mitgetheilt  und  bewiesen  worden.  In  seinen  Journal  T.  VI. 
p.  69.  bat  Liouville  zwei  neue  Beweise  filr  dieselbe  gegeben, 
von  denen  mir  besonders  der  zweite  bemerkenswerth  zu  sein 
scheint,  den  ich  daher,  aber  auf  eine  andere  Art  dargestellt,  im 
Folgenden  mittheilen  werde. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir 


also 

setzen.    Weil  nun 

(l  —  *»)^-»  =  (1  —  **)  {\— 

ist,  so  erhält  man  nach  der  aus  der  Differentialrechnung  bekann- 
ten Gleichung 

<tn  V<1  ,  d»q       n    dp  mn  —  1)    d*p  d"-*? 

-dZT—PdT*  +T-Ä'ivMt TF" •  *T*  d^=*  +  •  •  •  • 

ohne  alle  Schwierigkeit  die  Gleichung 
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 2*  =  (l~*a) 


-2« 


</*~l  .(I  —*»)!-* 
 ^»-1  ~ 


~     —  ')        5f7=ä  • 

Weil  duo  aber  offenbar 

ist,  so  lässt  sieb  mittelst  der  oben  eingeführten  Symbole  die 
hergehende  Gleichung  unter  der  folgenden  Form  darstellen: 

3)  e*.l  =  (!-,•)  ^  _  2«0,  -  i(i  - 

Für  i=l  ist  nach  1) 

d.  i.,  wenn  wir  *  =  cos  .r  setzen. 

4) 

». 

Ferner  ist  nach  3)  für  »  =  1  » 

Weil  nun  nach  dem  Vorhergehenden 

d9,  dx 
^=cos  x-,  ^  =  —  sin 

ist,  so  ist 

®t  =  —  sin  ,a?  cos  .r  —  2s in      cos  jc% 

d.  i. 

0,  =  —  3s in  ac  cos  jp, 
oder,  weil  bekanntlich 

sin  Ix 

sin  x  cos     =  — - — 

2 

i»t, 

^  ,    ,  sin»&r 

5)  0a  =  —  1  .  3  — — . 

Für  «  =  2  ist  nach  3) 
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Nuu  ist  aber 


also 


TS?  =  —  3cos  2a:,  ^  =  —  sin  x\ 


d&*   j  cos  Zar 


<fe  sin  x  ' 

Feroer  ist 

f%x®*dx  =  \J**n*  2o-  sin  *  «fcr, 

und  folglich,  weil 

sio  2j?  b'id  ac  =  y  cos  o:  — •£  cos  3a: 
ist, 

^^@,</*  =  $  sio  o:^  |  sio  3a:. 

Datier  ist  nach  dem  Obigen  * 
G,  =  3sin  .r  cos  2a:  -f-  6cos  o?  sio  2a: 

—  |  sin  .r-r-y  sin  3.r 
=  3  sin  3a: -h  3  cos  x  sin  2or  — f  sin  sin  3a: 

=  |  sin  3a:  4-1  sin  3a:  4- 1  sin  ar  —  i  sin  a: 
=  5  sin  3a:, 
und  folglich 

6)  ©,  =  1.3.5^. 
Für  #  =  3  ist  nach  3) 

04  =  (l-**)         6*0,-2.  zj*etd%. 

Nun  ist  aber 

. 

•^  =  15  cos  3a:,  ^  =  — Bin  ar\ 

also 

rfö,  15cos  ix 

dx  sin  x 

Ferner  ist 

f*Qtd%  =  —  5  J*w&  3a:  sin  a:  r/x, 

und  folglich,  weil 

sio  3a:  sin  a:  =  |  cos  2a:  —  j  cos  4a: 

ist, 

&tdx  =  —  *  sin  2.r-+- 1  sia  4ar. 
Daher  ist  nach  dem  Obigen 
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i 

04  =  —  15  sin  x  cos  Zx —  30  cos  sc  sin  Sx 

IS  19 

=  —  15  sin  lar  — 15  coa      sin  3^:-+--^  sin  2<r  —  ~  sin  Ax 

15.  5  .    .        15       .        15   .   ~     .  15   .  0 
=  j—  sin  4«  —  y  sin  4ar  —  —  sin  %x  -fr-  -g-  sin  Ix 

15.7   .  . 
=  sin  4ar, 

und  folglich 

7)04  =  -l.3.5.7^. 
Wir  wollen  nun  überhaupt 

8)  ©,-sss*,-  — j 


setzen,  so  ist 


und  folglich,  weil 


i»t, 


d9,  . 


dx 

^sssr  —  sin  x 


d&i  k,  cos  tar 


dx  sin  x  ' 

Ferner  ist 

J*^@idx  =  —  ~T       8'D       s'n  *  "k*1 

also,  weil 

sin  ta:  sin  x  —  ±  cos  (•  — l)a? —  |  cos  (f-r-l)a: 

ist, 

f;e,dn  =  -£fo"cos  (i-Vxdx  +  ^fjco*  (f  +  lj*  *r 
d.i.  _ 

/^Aas-g^jj  sin  + sin  (i-f-  1)*. 

Weil  nun  nach  3) 

==(1  -*■)  ^  -  •(.•  -  \)f*Q<d* 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
©*-i  ss  -r^  sin      cos  ix  —  2Xrf  cos  x  sin  *« 

-fr- y  sin  ö(7inr  wo 
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*  • 

=  —  ki  sin  (i-h       —  ki  cos  x  sin  •> 

sin  (|_l)*_g=a*j  .io  (i-f-l).r 

=  -*,.sin  sin  (.-f-l).r— ^  sin  (4  — 1>* 

+  y       (<-l)*-|=^  sin  (.H-l)*r 

=  2(7TT)  8,11  (,+  1)'r' 

9)  =  —  (2,-+-l)*,   1  ^  • 

Setzen  wir  nun  annlog  mit  8) 

10)  =  ki+X   t-^j  , 

so  ist,  wie  aus  der  Vergleichung  der  Gleichungen  8)  und  9)  auf 
der  Stelle  hervorgeht, 

11)  **.,  =  (-l).(2*-t-l)*«. 

Weil  nun  nach  4) 

i=»    .    i  * 

und  folglich 

ist.  so  erhalt  man  mittelst  der  Gleichung  11)  nach  und  nach: 

*|=(ll)o.l, 

*,  =  (-l)«.1.3, 
*,  =  (—  l)a.1.3.5, 
*«  =  (-  !)•  .1.3.5.7, 
.  ♦  *t=(-l)*.1.3.5.7.9, 

U.  8.  W. 

* 

also  offenbar  allgemein 

12)  &,  =  {-        .  1  .  3  .  5  .  7  . . .  (2i-  1). 
Folglich  ist  n»ch  8) 


sin  Lv 


13)  0,=  (—  1)*-»  .1.3.5.7...      —  1) 
d.  i.  nach  1) 

14)        •^-••)^'  =  (- 1)^'  ■  1  ■  »  ■  5  ■  7  ■  ■  ■  (M - 1)  '-iy* 

für  x  =  cos  a:,  welches  die  zu  beweisende  Formel  ist. 

Aus  dieser  Formel  hat  Jacobi  eine  merkwürdige  Transfor- 
mation eines  bestimmten  Integrals  abgeleitet,  welche  wir,  obgleich 
dieselbe  längst  bekannt  ist,  dem  Obigen  noch  in  der  Kürze  beifu- 


Digitized  by  Google 


109 

gen  wollen.  Wenn  nässlicb  eine  Function  w  von  a  so  beschaffen 
ist,  das«  dieselbe  nebst  ibren  sammtliuhen  Differentialquotienten  bis 
zum  (« — l)sten  für  x  =  a  und  für  x  =  6  verschwindet,  so  kann 
durch  theilweise  Integration  leicht  zeigen,  dass  immer 


ist.   Setzen  wir  nun 

v  =/(*)>  "  =  (1 
und  «  =  —  1,  6  =  +l\  so  ist 

/>(,)  (i— vy>.)  äliü^ 

* 

Aus  14)  folgt  durch  Differentiation  nach  a: 

sl*"'*^**^!  =(-  •)*-' .  1 . 3  . 5 . . .  (W-  1)  o.  te, 
also 

* f'(1aV**V  *  rf»  =  (—  1-3.5...  (2#  — 1)  cos  t*  rfr. 

Da  nun 

a  =  cos  .r,  dx  =  —  sin  x  <Zr 

ist,  so  ist 

15)^^tO(coi  a?)  sin  ar* 

=  1  .  3  .  5  .  7  . . .  (2*  -  l),/7/(C01      co"  Ar. 

Dies  ist  die  von  Jacobi  gefundene  Transformation.  Die  Function 
f(x)  und  ihre  Differentialquotienten  bis  cum  tten  müssen  zwischen 
den  Gränzen  *  = —  1  und  «  =  +  1  stetig  sein. 


XI. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Man  soll  die  folgenden  goniometrischen  Relationen  beweisen. 
Wenn 

A  =     sin  a(cos  ß  —  cos  y) 

=  -2sin  o  sin  Uß-/)       \(ß  +  r) 
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B  =     sin  ß  (cos  y  — cos  et) 

=  —  2sin  ß  sin  \(y —  a)  sin  {(y-f-a) 
Cz=z     sin  y  (C08  a  — 
=  — 2sin  y  sin  *(«--/*)  sio  J(«-*-fl 
ist,  so  ist  jederzeit 

A+B  +  C=  —  4sin  |(o  —  /9)  sin  —  y)  sin  \{y—  o) 
B+C—A=  4sin  ^(a  +  i?)  sinJÜJ  — y)  sin  ^(y-h«) 
^f+C-/r=     4sin  \(a  +  ß)  sin  sin  J(y-a) 

A  +  B  —  C=z     4sin  4(a— 0)  sin  ](£-+- y)  sin  4(y-*-a). 
Wenn  ' 

=  cos  a  ,(sin»/¥ — sin  y) 
=  2cos  a  sin  4(0  —  /)  c°8 
B'  =  cos  ß  (sin  y — sin  cc) 

=  2cos  /J  sin  ^(y  — a)  cos  4(yH-a) 
C=cos  y  (sin  a  —  sin  0) 

=  2cos  y  sin  *(u  —  ß)  cos  \{a  +  ß) 
ist,  so  ist  jederzeit 

A'  -\-  B'     C"  =     4sio  *(a  -  /?)  sin  |(/J  -  y)  sin  j(y  -  «) 
Z?'-t-  C"  —  ^'  =  —  4cos  \{a  +  ß)  sin  *(/*  —  /)  cos  j(yH-a) 
,     i'+C- Ä'  =  —  4cos  i(aH-/J)  cos|(/?-*-y)  «in  {(y  —  «) 
A'  +  B'  —  Ca- 4sio  ^(o  —  0)  cos  J(0 y)  cos  J(y -f-  o). 
Aus  der  Gleichung 

a  sin  a-\-b  sin  ß-\-  c  sin  y  =  0 
lässt  sich  immer  die  Gleichung 

(«  +  *  +  f)  cos      — y)  cos  i(y  —  a)\  . 

+  sin  ^-y)  sin  i(y-a)l        '(a  +  /J) 

l     («H-c-Ä)  sin       — y)  cos  J(y-«)) 
~  (-(*  +  *-«)  cos  ^-y)  sin  J(y-«)f  C°'  '<«  +  « 
d.  i.  die  Gleichung 

A  sin  i(o  +  |?)  =  jl/  cos  ^(a-H/?), 

wo  die  Bedeutung  der  Symbole  M  und  A'  von  selbst  erhellet,  also 
die  Gleichung 

taug  ](a  +  <J)  =  f 

-• 

ableiten. 

Aus  der  Gleichung 

*  • 

a  cos  a-\-b  cos  ß  +  c  cos  y  =  0 
lässt  sich  immer  die  Gleichung 
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|        +  *  +     co»  Hß  —  ?)  cos  i(r  —  a)| 

-c)  sin  Üß-r)  «in  C0B 
l        +  sin  cos  . 

-~  !-(*  +  *—)  cos  i(ß-y)  sin  I  WD  *{"  +  ß) 

d.  i.  die  Gleichung 

jVcos  4(a-f-#  =  — jV  sin  U«-t-0)» 
folglich  die  Gleichung 

cot  *(<*  +  /?)  =  — 
ableiten.  G. 


Man  soll  den  folgenden  Satz  beweisen: 

Wenn  in  Taf.  I.  Fig.  10.  die  Linie  AB  der  nie  Theil  der 
Linie  AB  ist.  Ober  ^ff  das  Quadrat  ^Ä6/>  beschrieben,  dessen 
Diagonale  AD  und  die  Linie  CjE7  gesoffen,  und  durch  den  Durch» 
scbnitlspunkt  G  dieser  beiden  Linien  mit  den  Seiten  AC  und  BD 
des  Quadrats  ABCD  die  Parallele  FH  gezogen  wird,  SO  ist  im- 
mer AF  der  (is-h  l)ste  Theil  der  Linie 


Aufgabe  vom  Herausgeber. 

Weno 


ist,  und  jr  =  tang  gp  gesetzt  wird,  wobei  man  <p  absolut  nicht 
grösser  als  |ar,  aber  positiv  oder  negativ  nimmt,  jenachdem  x  po- 
sitiv oder  negativ  ist,  so  ist  y=sin  g>,  und  durch  successive  Diffe- 
rentiation in  Bezug  auf  x  erhält  man: 

^  =  —  1  .3  cos      sin  o>, 

^=     1  .  3  .  5  cos  o>»  (sin  ©•  -y), 

^  =  —1.3.5.7  cos      sin  9  (sin  y'  —  y), 

1.3.5.7.9  cos      (sin  y*-y  sin  y'  +  ^), 

^  =  —1 .3.5.7.9. 11  cos  y«  sin  9p  (siu  y4  —  {7  "D  5P*"*"  H^' 
Man  soll  das  allgemeine  Gesetz  dieser  Ausdrucke  entwickeln. 
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XII. 

Miscellen. 


Der  bekannte  Satz,  dass  die  drei  Hülfslinien,  welche  bei  dem 
euclidischen  Beweise  des  pythagoräischen  Lehrsatzes  gezogen  wer- 
deu,  sich  jederzeit  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden, 
wird,  so  viel  mir  bekannt  ist,  gewöhnlich  mit  Hülfe  der  Lehre  von 
deu  Proportionen  bewiesen.  Ich  weiss  hiebt,  ob  der  folgende  Be- 
weis dieses  Satzes,  welcher  wir  bereits  vor  längerer  Zeit  von 
einem  meiner  frühem  Zuhörer  mitgetheilt  wurde,  schon  bekannt 
ist.  Jedenfalls  scheint  derselbe  aber  nicht  so  allgemein  bekannt 
zu  sein,  wie  er  verdient,  und  mag  daher  im  Folgenden  eine  Stelle 
linden. 

In  Taf.  I.  Fig.  11.  verlängere  man  die  Linien  DE  und  HK 
bis  zu  ihrem  Durchschnittspunkte  A',  und  ziehe  die  Linien  BN  und 
CNt  so  erhält  man  das  Dreieck  Ii  CA,  von  welchem  sich  bewei- 
sen lässt,  dass  die  drei  bei  dem  Beweise  des  pythagoräischen  Lehr- 
satzes gezogenen  flülfslinien  AI*,  BK,  CE  durch  dessen  Spitzen 
gehen  und  auf  seinen  diesen  Spitzen  gegenüberliegenden  Seiten 
senkrecht  stehen,  sich  also  nach  einem  der  bekannten  Sätze  von 
den  vier  merkwürdigen  Punkten  des  Dreiecks  in  einem  und  dem- 
selben Punkten  schneiden  müssen. 

Zieht  man  nämlich  zuvörderst  die  Linie  AN,  so  erbellet  sehr 
leicht  die  Congruenz  der  beiden  Dreiecke  ABC  und  AHN.  Nun 
sind  aber  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  und  ABO  bekannt- 
lich gleichwinklig.  Also  bind  nuch  die  Dreiecke  AHN  und  ABO 
gleichwinklig,  folglich  die  Winkel  HAN  und  BAO  einander 
gleich,  woraus  sich  ergiebt,  dass  NAL  eine  gerade  Linie  ist,  also 
die  Linie  AL  durch  die  Spitze  N  des  Dreiecks  BCN  geht,  und 
auf  dessen  Seite  BC  senkrecht  steht. 

Ferner  erhellet  leiebt  die  Congruenz  der  rechtwinkligen  Drei- 
ecke BUK  und  CNK%  woraus  sich  die  Gleichheit  der  Winkel 
HBK  und  CNK  ergiebt.  Nun  sind  aber  als  Wecbselwinkel  die 
Winkel  HBK  und  CRP  einander  gleich.  Also  sind  auch  die  Winkel 
CNK  und  CKP  einander  gleich,  und  daher  die  Dreiecke  CNK 
und  CKP  offenbar  gleichwinklig,  folglich  die  Winkel  CKN  und 
CPK  einander  gleich,  also  CPK  so  wie  CKN  ein  rechter  Winkel. 
Duber  steht  die  durch  B  gehende  Linie  BK  auf  CN  senkrecht. 

Ganz  eben  so  zeigt  man,  dass  die  durch  C  gehende  Linie  CE 
auf  BN  senkrecht  steht,  und  der  Satz  ist  also  nach  dem  im  Ein- 
gänge Bemerkten  nun  offenbar  vollständig  bewiesen. 

Mir  war  der  Beweis,  als  er  mir  mitgetheilt  wurde,  neu.  Ob 
er  dies  auch  Andern  sein  wird,  lasse  ich  dahin  gestellt  sein. 

G. 
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XIII. 

Ueber  die  neuesten  Erfindungen  in  der  Theo- 
rie der  bestimmten  Integrale. 

•  ■•  i 

Voü 

dem  Herausgeber. 


Zweite  Abhandlung. 

(Fortsettung  von  Tbl.  II.  Nr.  XXV.) 
I. 

In  dem  Journal  de  Mathlmatiques  publik  par  J.  Liou- 
ville.  T.  VIII.  p.  110.  Mars  1843.  hat  Herr  3.  Bertrand  das  be- 
stimmte Integral 


J  0  l-r-or» 


auf  die  folgende  bemerkenswertke  Weise  entwickelt. 

Es  sei,  indem  man  bei  der  Integration  die  Grösse  to  als  con 
stant  betrachtet, 


so  ist 


Ja        du        <**  =  f*(**  W)i 


und  nach  bekannten  Principien  der  Lehre  von  den  bestimmten  In- 


und  nach  bekannten  l'rincipien  d 
tegralen  (Archiv.  Thl.  II.  S.  277) 


TbeU  IV. 


8 


* 
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k    *  1 

•    --^  -  » 

dufx{xt  txs) 
du» 

- 

Betrachtet  man  nun  aber  u>  als  eine  Function  von  4?,  so  ist  nach 
bekannten  Priucipien  der  Diffejentialrechnung 

dfi(x,  tu)   dtf^x,  ft»)  (4?,  fti)  flfw 

rfr      —      *r       ~*~       </«       '  <*r' 

also  nach  dem  Obigen 

—  =  /i>,  cü)-f-/,(jr,  o>) _s 

oder 

dfx       ü>)  —fix,  w)Är  -*-/,(*,  w)  ^  <*r, 

's 

und  folglich 

■ 

also,  wie  leicht  erbellen  wird, 

Bezeichnet  man  nun  die  Wertbe,  welche 

o»),  /,(«•,  u») 
für  m  =  x  erhalten,  respective  durch  • 

so  ist 

Nach  dem  Obigen  wird  9i(^r)  erhalten,  wenn  man,  tu  als  constant 
betrachtend. 

entwickelt,  und  noch  der  Integration  w  =  .2?  setzt,  woraus  sich 
auf  der  Stelle  ergiebt,  dnss 


9 ii*)=\f  */{<»>  ^)^> 


wo  bei  der  Integration  .r  als  constant  bebandelt  wird,  nnd  folg- 
lieh  nach  dem  Vorhergebenden 
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*  •  ■ 

ist.  Weil  Dun  aber  die  drei  in  dieser  Gleichung  vorkommenden 
Integrale  für  x  =  a  offenbar  verschwinden,  so  ist  C=0,  und 
folglich 

Von  dieser  allgemeinen  Gleichung  lässt  sich  die  folgende  Anwen- 
dung machen.   Man  setze 

fix.  o>)= 

1 

so  ist,  wie  man  leicht  findet, 


(1  •+-*»*)  (1 -+-**)' 
und  folglich  für  a  =  0  nach  dem  Obigen 

»)  =  /,  (l-+-<ux)  + 

wo  bei  der  Integration  ai  au  constant  betrachtet  wird.  Zerlegt 
man,  um  dieses  Integral  zu  finden,  den  Bruch 


(l-t-wx)  (l-*-x») 

auf  bekannte  Weise  in  Partialbrüche,  so  erh&lt  man : 

 x  

(l  +  wx)  (l-*-x») 

_  w  X  w 

—  "-(|+»»)  (l-fr-«*)  +  (1-fr-x»)  "^(1-+-^)  (l-f-x")» 
folglich 

-  /       »      /**  :rdx 
/al^,  w)— y0  (1+ au:)  (1-fr-X*) 

  /(I  -+-«x)       /(l  -Ha-')       <u  Arctang  x 

~       l-i-«»         2(1      o)*)  l-t-ft»'  * 

wo  Areiang  ar  den  der  Tangente  d?  xugehörenden  Bogen  bezeieb- 
nen  soll,  welcher  den  kleinsten  absoluten  Werth  hat.  Also  ist 
nach  dem  Obigen 


t   x  /(l  -fr-  x*)       x  Aretang  x 

<pt{x)  =  -  ^^x%)  +  , 


8 


•  116 

■ 

da  <f>{x)  und  y,(.r)  aus  f(&)  und  ehalten  werden,  wenn 

man  u>  =  Je  setzt.    Ferner  ist 

und  daher  nach  der  oben  gefundenen  Hauptgleichung 

«/  0    1  -f-  ft)*  *t/  0    t  -♦-  X*  J  0      1  ^ 

Nun  ist  aber  nach  einer  sehr  bekannten  Formel  der  Integralrech- 
nung 

fX  T+x*  X  ^=Arctang  xfx^i  -JdAnUng  */j^+C 

=       H-  **)  •  Arctung  x  -  ±fl±±^  dx+C, 
und  folglich 

/;iA^£  ^«1+^  .  Arctang 
Also  ist  nach  dem  Obigen 

yr2!^^^— wi  ■#"**)  • Arctanp 

Setzt  man  in  diesem  Integrale  so  erhält  man 

oder,  was  dasselbe  ist, 

In  einer  Note  zu  dem  Aufsatze  des  Herrn  Bertrand  bemerkt 
Herr  Liouville,  dass  sieb  dieses  bestimmte  Integral  auch  aus 
dem  oben  gefundenen  Ausdrucke  von 

♦ 

y**  xdx  
0  (1  H-wjr)  {l  +  x*) 

■ 

auf  folgende  Art  ableiten  lässt.  Setzt  man  die  obere  Gränze  die- 
ses Integrals  nämlich  der  Einheit  gleich,  so  erhält  uiun  aus  dem 
Obigen 


y*l  xdx  1(1  H-faj)  (  12  f  n_  <o 
0(1            (1  -f-ar')—       l-f-o»>  "l"2(l-f-w»)  ~l"  4  * 


1  +  w 


» » 
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und  folglich  (Archiv.  Tbl.  II.  S.  282) 

(>/0(J  (l+UKt) 

oder 


_       /"Kl  -H ")  -     .  /*Wo>  *    /■»  *d 

=-/oT^4/w-*->/2-yon^  -*-T«/0n: 

woraus  man,  weil  natürlich 

1  -+-     ef  r   /* 

ist,  auf  der  Stelle 

erbält,  ganz  wie  oben. 

Das  von  Herrn  Bertraud  gefundene  allgemeinere  Resultat 

* 

so  wie  auch  die  allgemeine  Gleichung 

ist  aber  für  sich  wichtig  und  interessant,  und  letztere  seheint  uns 
zu  verdienen,  dass  man  weitere  Anwendungen  von  derselben  zu 
machen  suche,  wozu  wir  die  Leser  des  Archivs  uns  wohl  aufzufor- 
dern erlauben  möchten. 
Setzt  man 

so  ist 


und  folglich 

Also  ist 
und 

Ferner  ist 
und  folglich 


118 

/toi,  .r)=  /\o»)  y(*r), 


w 

Daher  ist  nach  der  obigen  allgemeinen  Gleichung 
oder,  was  offenbar  dnsselbc  ist» 

» 

> 

faF\x)da: 

und  folglich 

in  welcher  Gleichung  offenbar  das  bekannte  Princip  der  theilwei- 
sen  Integration  enthalten  ist,  so  daas  also  die  von  Herrn  Ber- 
*trand  gefundene  allgemeine  Gleichung  dieses  Princip  einscbliesst, 
und  als 'eine  bemerkenswerthe  Verallgemeinerung  desselben  betrach- 
tet werden  raus*. 


II. 

In  dem  Cambridge  mutbematica I  Journal.  T.  III. 
p.  168.  No. XVI.  November.  1842.  bot  ein  ungenannter  Correspon- 
dent  aus  der  Gleichung 
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mehrere  bestimmte  Integrale  auf  sehr  einfache  Weise  hergeleitet. 

Um  zuerst  die  obige  allgemeine  («leichung  zu  beweisen  ,  setze 
man  a  —  x  =  «,  so  ist  dx  =  —  dm,  und  folglich 

Weil  nun  für  .r  =  0,  x=ia  respective  tfs=«r,  «  =  0  ist.  so  ist 

flf{a  -  x)dx  =  =  -flA*)dx, 

und  folglich,  weil  bekanntlich 

fj{x)dx  =  -f'f(x)dx 

ist, 

■ 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

1)  Man  setze  der  Kurze  wegen 

17= y  ^  log  sin  x  .  aar, 

so  ist  nach  der  vorhergehenden  allgemeinen  Gleichung,  weil 
cos  ar  =  sin  {\n  —  as)  ist, 

V  =y^n\o$  cos  x  .  dx, 

und  folglich 

2l/=zf^  (log  sin  4r-t-log  cos  x)dx, 

d.  i. 

217=^*  log  (sin  x  coi  «£r, 
also,  weil  sin  x  cos  ar  =  |  sin  2ar  ist, 

2U=y**n{\og  sin  2ar-4-  log  \)dx, 

d.  i. 

2f/=/^*Ä|og  sin  2a: .  rfar-f-i7r  log  j. 

s 

Setzt  man  jetzt  %x  =  e>,  also  2*&r  =      so  ist 

log  sin  %x  .  dx  =  \  log  sin  r  .  dv, 


und  folglich,  weil  für  .r  =  0,  x  =  \n  resuectUre  e»=0,  v=zn  ist, 
^^"log  sin  2x  .  dx=         log  sin  v  .  «fo  =  l^^log  sin  jc  .  dx. 
Also  ist 

2f/=|^^,|og  sin     .  «fcr  -f-  |w  log 

Nun  ist  aber,  wie  aus  dem  Hauptsätze  der  Theorie  der  bestimmten 
Integrale  (Archiv.  Tbl.  II.  S.  275)  auf  der  Stelle  erbellet, 

■% 

^^*log  sin  x  .  dx  =  2^jlog  sin     .  dx  =  217. 

Also  ist  nach  dem  Vorhergebenden 

2£/=  log      tf=      log  4. 

d.  i. 

^  log  sin  .r  .  «te  =  i*  log  J, 
und  nach  dem  Obigen  auch 

1 

2)  Man  setse 

L=f^x  log  sin  x  .  tlx. 
Weil  uacb  der  oben  bewiesenen  allgemeinen  tileichuug 

'wg  s'n  *  •  «te  ==iX0      ~~  *)*  'üff  s,w      —  • 

d.  i. 

- 

l°g  s'0      .  'he  =  f*()t  —  x)2  log  sin  .r  .  /Ar 

ist,  so  ist 

0=^^7,(«•;,  — 2ttx)  log  sin  .r  .  </.r 

oder 

Q  —  n*y*^\o^  sin  .r  .  dx  —  'ln  f*^  x  log  sin  .r  r/.i\ 

also 

1 

^  lug  sin  .t-  .  r/.r  =     y  n  log  äin  .«■■  .        ,  ( 
Nach  I.  ist  aber 
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^log  sin  a?  .  dx  =  */^"log  sin  *       =  n  log  {, 
and  folglich  nach  dem  Vorhergehende u 

»  > 

^  .r  log  sin  .r  .  <£r  =:  j;rJ  log  j. 

» f  1 

3)  Mao  setze 

U=J^x  sin  ar*  «*z% 
so  ist  nach  der  obigen  allgemeinen  Gleichung 

(j=^^(jt~x)  sin  (n  —  xydx  =J^(v  —  x)  sin  x*dx,  . 


U  =  7t  f^sxn  x~dx  —J*^x  sin  x»dx 

■ 

woraus  sogleich 

J*^x  »'n  =  \*f^*\u  x*dx 

erhalten  wird,  und  hierdurch  also  das  gesuchte  Integral  auf  das 
bekannte  Integral  ^/»in  x*da?  zurückgeführt  ist. 
4)  Man  setze 

r}       /■»  x  sin  x 

~J  o  1  -H  cos  x2  **» 

so  ist  nach  unserer  obigen  allgemeinen  Gleichuug 

tT       fn(n  —  x)  sin  x  j  f*n    sin  x  , 

folglich 
oder 

k 

,  r^dcosx 
U=-^Jo  l-t-co.*»- 

Weil  uun  bekanntlich 

/■  rf  cos  X  ' 
p— ^  =  Arctang  cos  x 


ist,  so  ist 


X  l  +  cos ^.,=Arclang  (-  1^  -  Arcliing  I 
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0  1  -f-  cos  jra  —  ~~ 
und  folglich  nach  dem  Obigen  17=        d.  i. 

5)  Man  setze 

F(a)=y^\og  (1—2«  cos  -ar-f-««) .  dar, 
so  ist  nach  unserer  obigen  allgemeinen  Gleicbuug 

JF\a)=J™log  |1 —2«  cos  (jr  —  ^)H-««j  .  i/r. 

F(«)  = yo  log  (1+2«  cos  ^r-f-  «') .  dx, 
und  folglich  durch  Addition,  wie  man  leicht  findet, 

2/\«)=yjog  |l+2««(l-2cos  *»)-r-«4|  .«*r, 

also 

i 

2/1«)  =y^log  (1  —  2«»  cos  &r -*-««).  ä>. 
Für  2x  =  v  ist  2cfcr  =  «V,  und  folglich 

y^log(I  — 2«>  cos  2:r-f-«4)  .  dar 
=  | log  (1  ^2«*  cos  *-+-«*)  .  dv 


^y^log  (1  —  2«a  cos  «*)  .  dar 

—  %J 0  log  (l  —  2«1  cos  .r -+-«•)  .ehe. 

Nach  dem  Hauptsätze  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale 
(Archiv.  Tbl.  II.  S.  275)  ist  aber  offenbar 

/o  log  (1-2«'  cos  x  +  a*).dx 

=  2y^log  (1  —2«*  cos  x  -*-«♦).  dx< 

■ 

d.  i.  in  der  oben  eingeführten  Bezeichnung 


Digitized  byGoogle 


fl*\*%  W  —  **'  cos  X  +  **)  .  dx  =  2F(«*), 
and  folglieb 

log  (1  —2«*  cos  Zx  +  m*).dx=aF{a*). 

Diiber  bat  man  nach  dem  Obigen  die  Gleichung 

%f\a)  =  /  V  )  oder  /\*)  sfs  *  *V ) ; 

und  ganz  auf  dieselbe  Weise  hat  man  jetzt  also,  wenn  *  eine  be- 
liebige positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  überhaupt  die  folgende 
Reihe  von  Gleichungen: 

U.  8.  W,  ,»  ■ 

aas  denen  sich,  wenn  man  auf  beiden*  Seiten  multiplicirt  und  auf- 
hebt, was  sich  aufheben  lässt,  die  Gleichung 


m 

ergiebt. 

Ist  nuu  «<1,  so  int  für  «ssoo  offenbar 

und  daher  für  a  •<  1  überhaupt 

F[a)  ==y^\og  (1  —  2«  cos  x  ■+-  «*)  .  fix  =r  0. 


Heil 


I  —2«  cos  ar  +  a'sss^l- £  cos  x-h^), 


also 

log  (1—2«  cos  or~haJ)  =  21og  «-r-log  (1  —  —  cos  x-*-^) 
ist,  so  ist 

y^*log  (1  —  2«t  cos  x-t-a*)  .  dx 
=  2»  log  «  -T-/^log  (1  —  ~  cos  jr     ^)  .  </or. 


i 


Für  «>  1  ist  ^-<1,  und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

■ 

* 

y^|og  (1  _£  c„.  ^  +  2) .  <ir  =  0. 
Also  ist  für  « >  t 

^y^log  (1  —2«  cos  ar-h«*)  .  efcr  =  2tt  log  «. 
Für  «r  =  1  ist 

1  —2«  cos  ar  +  fl'  =4sin 

also 

log  (1—2«  cos  a?-|-a»)=rIog  4  +  2log  sin  Jar, 
und  folglich 

t/^">ff  (1  —  2«  cos  jc-t-  a%)  .  «fcr 
=  TT  log  4  -f-  2^"log  sin  fr  .  «fcr. 
Setzt  man  nun  Aar  =  «>,  also  Ux  —  Idtu  so  ist 

^J'log  sin  |a?  .  *fc?  =  2^^*log  sin  »  .  //c, 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  > 
/^"log  (1—2«  cos  ^-f- «*)  .  <*r 
=  w  log  4-#-4  /^*log  sin  a: .  dar, 

also  nach  1. 

/J'log  (1-2«  cos  ar-h«')  .  <£r  =  7r  log  4  +  2w  log  |, 
woraus  sich  leicht  auch  in  diesem  Falle,  nämlich  für  «=1, 
/**log  (1  —2«  cos  x-\-a%) .  rfr  =  0 

'ergiebt 

Auch  das  hier  angewandte  an  sich  sehr  einfache  Princip  ver- 
dient, wie  es  uns  scheint,  weiter  verfolgt  zn  werden. 


III. 

In  dem  Journal  de  Mathämatiques  publie  par  J.  Liou 
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vi" 


lle.  T.  V.  p.  117  hat  Herr  Lobatto,  Docteur  es-sciences  ä  la 
Haje,  die  beiden  Integrale 

«_  • • ,  •  • 

o  sin  tp  tüp[/l  —  a*  sin  y% 

TT 

Jt=  f  sin  «>»  dpi/  I  —  a*  sin  y», 

wobei  wir  annehmen  wollen,  dass  a  positiv  and  nicht  ffrösser  als 
die  Einheit  isf,  auf  folgende  Art  entwickelt.  * 

Mao  setze  cos    =      so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

1-«» 

-^~  =  t>* 

gesetzt  wird,  leicht 

Nun  ist  aber  bekanntlich 
ykrl/fi*  ■+-  jc%  =  -f-  x\     j/u1^  V 

und  folglich  nach  dem  Obigen 
Ferner  ist 

A*—f^  8»n  SP(1  —  cos  SP*)  ^jP^l— a*  sin  g>», 

.  ■  <  *•  •  « 

Nun  ist  aber  nach  einer  sehr  bekannten  Reductionsformel 

J  x%dxV  tk*-\-jc*  =  j£  > 

nnd  folglich 

*  ^V//i»  +  ^  =       -  J, 

Nach  gehöriger  Substitution  erhält  man 
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Es  früge  aich,  ob  sich  diese  Metbode  niebt  vielleicht  überhaupt  auf 
das  Integral 

AH  =  ^**sin  ^iAjpV^I  —  a%  sin  e>* 

anwenden  und  ein  allgemeines  Gesetz  auffinden  Hesse.    Wenn  a 

? grösser  als  die  Einheit  ist,  werden  die  oben  für  Ax  und  At  ge- 
undeoen  Ausdrücke  imaginär,  weshalb  auch  dieser  Fall  einer  be- 
sondern Betrachtung  au  unterwerfen  sein  dürfte* 

Auf  eine  andere  Art  hat  Herr  Catalan  die  beiden  obigen  In- 
tegrale  in  dem  genannten  Journale  T.  IV.  p.  335  entwickelt. 


XIV.  •  •  .  . 

üeber  ein  Spiegelinstrument  zum  Einrichten 

gerader  Linien  auf  dem  Felde. 

» 

Von  dem 

Herrn  Regieruiigs  -Conducteur  G.  Berlin 

xu  Greifswald. 


Das  Einrichten  gerader  Linien  auf  dem  Felde,  namentlich  die 
Bestimmung  von  Zwischenpunkten  in  denselben,  ist  bekanntlich  an 
und  für  sich  eine  einfache  und  leichte  Operation,  die  nur  ein  ge- 
übtes, nötbigen  Falls  ein  bewaffnetes  Auge  erfordert;  jedoch  hat 
sie  ihre  Unbequemlichkeit  darin,  das«  wenigstens  ein  Geliülfe  dabei 
nothwendig  ist,  wodurch  nicht  allein  mehr  Zeitaufwand  erfordert 
wird,  sondern  auch  bei  grösseren  Linien,  wo  gegenseitiges  Ein- 
richten anzuwenden  ist,  eine  Controlle  des  richtigen  Standes  der 
Abstcckhtabe  gemacht  werden  muss.  Um  die  Gebülfen  au  entbeh- 
ren, sowie  auch  um  einer  Controllirung  überhoben  zu  sein,  lasst 
sich,  wie  ich  glaube,  mit  Nutzen  das  in  diesem  Aufsatze  näher  be- 
schriebene Spiegelinstrument  anwenden,  dessen  praktische  Brauch- 
barkeit einem  jeden  Geometer  ans  der  blossen  fojgenden  Darstel- 
lung um  so  mehr  sogleich  einleuchten  wird,  als  wir  als  bekannt 
vorauszusetzen  berechtigt  sind,  dnss  der  Gonssiscbe  Heliotrop,  na- 
mentlich in  Bezng  auf  die  Einrichtung  der  Spiegel,  bekannt  genug 
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ist,  am  einer  besonderen  Auseinandersetzung  der  ihm  sum  Grunde 
liegendes  Priaciniea  hier  nicht  weiter  zu  bedürfen.  Jedoch  mag 
es  in  der  von  mir  erstrebten  grossem  Deutlichkeit  Kntscbuldigung 
finden ,  wenn  zur  Verständlichkeit  der  Anwendung  des  Instruments 
die  Grundsätze  4er  Reuexiou  rechtwinklig  gegen  einander  stehen- 
der Spiegel  hierbei  iu  der  Kürze  wiederholt  werden. 

Zwei  rechtwinklig  auf  einander  stehende  Spiegel  ab  und  cd 
(Tof.  II.  Fig.  1.  und  Fig.  2.),  «leren  spiegelnde  Flächen  von  ein- 
ander abgewendet  stehen  und  dem  in  C  nefindlichen  Auge  zuge- 
kehrt sind)  werden  die  beiden  Gegenstände  A  und  B  de.ni  Beob- 
achter zugleich  reflectirt  erscheinen  lassen,  wenn  der  Durchschnitts- 
punkt  e  der  Spiegel  sieb  in  der  Linie  AB  befindet,  mögen  nun  wie 
in  Tuf.  II.  Fig.  I.  die  Einfullswinkel  der  Gegenstände  A  und  B 
einander  gleich  sein,  ulso  45°  betrugen,  oder  wie  Tat  II.  Fig.  2. 
eine  beliebige  Grösse  haben.  Da  der  Einfallswinkel  dem  Ausfalls- 
winkel gleich  ist,  so  wird  es  beim  richtigen  Stande  in  der  Linie 
immer  einen  Punkt  C  (Taf.  II.  Fig.  1. 2.)  oder  eine  Linie  Ce  geben, 


Hierauf  gründet  sich  nun  das  in  Rede  stehende  Instrument 
und  gewiss  wird  jedem  Geometer  sogleich  einleuchten ,  dass  die 
reflectirteu  Bilder  beider  Gegenstände,  aus  einem  Punkte  gesehen, 
den  Stand  im  Alignement  der  Linie  begründen,  und  daher  eine  Er- 
klärung der  praktischen  Anwendung  auch  um  so  überflussiger  sein, 
als  diese  aus  der  Theorie  ?on  selbst  hervorgeht. 

Ein  Rahmen  A  (Ts/.  II.  Fig.  3.)  ist  durch  die  Balken  gg  in 


gefasst  sind.  Ein  zweiter  Rahmen  B%  ebentalls  mit  einem  Spiegel 
c  versehen,  passt  genau  zu  der  mittleren  Oeffnung  des  Rahmens  A 
und  wird  durch  zwei  runde  Zapfen  auf  der  Hälfte  bei  r  in  den 
Balken  gg  befestigt.  An  diesem  Rahmen  ß  ist  ein  Quadrant  d 
(Taf.  II.  Fig.  4.)  befestigt,  der  mit  dem  Rahmen  A  in  Verbindung 
steht,  und  zur  Feststellung  des  Kuh  tu  es*  B  in  der  rechtwinkligen 
l>age  zu  dem  Rahmen  A  dient,  zu  deren  genauerer  Berichtigung 
noch  eine  feststehende  Schraube  i  bei  h  angebracht  ist.  Die  Stell* 
schrauben  ara:  dienen  eur  Berichtigung  der  Spiegel,  insofern  a  und 
6  in  einer  Ebene  Hegen  müssen  und  c  rechtwinklig  auf  dieser 
Ebene  stehen  muss.  Damit  jedoch  diese  Stellschrauben  eine  stete 
Wirkung  ttuf  die  Spiegel  äussern,  müssen  kleine  Druekfedera  y 
(Taf.  II.  Fig.  5.)  an  dem  Hinterboden  *  befestigt  sein.  Der  Ring 
e  (Taf.  II.  Fig.  3.)  ist  zum  bequemeren  Halten  mit  der  Hand  be- 
stimmt, sowie  der  Haken  f  zum  Aufhängen  eines  Lothes  dient,  um 
den  Punkt  auf  der  Erde  bemerken  zu  können.  Soll  das  Instrument 
mit  einem  Stahe  in  Verbindung  gesetzt  werden,  so  lässt  sieh  tekbt 
anstatt  des  Hakens  f  eine  Hülse  anbringen,  welcher  ein  Stab  an- 
gepasst  werden  kaen. 

Die  Berichtigung  des  Instruments  in  Bezug  auf  die  Log^e  der 
Spiegel  a  und  b  in  einer  und  derselben  Ebene,  sowie  auch  in  Be- 
ziehung auf  die  rechtwinklige  Stellung  des  Spiegels  er  gegen  a 
und        geschieht  unmittelbar  durch  die  Beobachtung.    Denn  das 


Spiegel  a  und  b  nicht  gebrochen  in  beiden  Spiegeln  erscheinen. 
Der  rechtwinklige  Staad  too  C  gegen  a  und  b  ergiebt  sich  da- 


durch, dass  zwei  Gegenstände  A  und  B  (Tat  II.  Fig.  1.2.)  in  dem 


drei  gleiche  Theile 
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Zwischcnpunkte  e  reftectirt  zugleich  erscheinen,  wobei  das  Nieht- 
gebrochensein  wiederum  die  rechtwinklige  Lage  der  Spiegelebene 
c  gctrcn  a  und  h  angiebt. 

Rine  andere  weitere  Anwendung  als  die  bereits  erwäb  nte  dürfte 
dies  Instrument  bei  Croquirongen  finden,  indem  sich  dorch  dasselbe 
leicht  Zwiachenpunkte  einer  Linie  finden  lassen,  die  zu  Anhalts 
punkten  und  zur  näheren  Bestimmung  der  Instanten  nach  dem 
AugenmasBc  benutzt  werden  können. 


XV. 

Beweis  der  Lehrsätze  in  Saud  III.  S.  442. 

...  Von 

Herrn  A.  Göpel 

zu  Berlin. 


Äv  n  |     **'   ,  fn*(tn*  —  21)      mV«'  —2»)  (ma  —  4») 


m*(m*—  2>)       w-(w3  -2')  (m*  —  4») 

. 

beide  fiir  ein  gerades  *». 

C)  (-ipr  =  l     m'~12   .  (m'-l')  (»»-3») 
'  1       '       —  2«  2'  .  4» 

D)  1  =  —  —  ÜLllülziÜ)      f^jm'1  —  1»)  («»—3») 
'  l8  i*.3a  1».3».5» 

beide  für  ein  ungerades  m. 

■ 

KM-I  *      I       ^-r-1)       ■  .    /?(/>-f-l)...  (l-*-n-l) 

'  +  1  ^(«^l)(«  +  2)^-'  ^(«-*-l)<«-«-2)...<a-|-«) 


a-/J  ^      «(«+1)... («-+-*/ 
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r  I 

Gv         1  .f.  8  ...  .m   +        l    2.<g-#.w  —2 

U'  «H-l.«  +  S...«-»-»  ~a-f-l.n+l  *  «  +  2.»  +  2  

In  den  Comm.  rec.  boc.  Gott.  T.  II.  1811  —  13  bat  Gauss 
bewiesen,  dass  die  Reibe 

'       y.<^     y.y-+-i  .^-^-l-i"*"  

* 

convergirt,  wofern  l-f-a-f-p^f-HoMst,  oud  dass  mnn  hat  für 

a  .ß      «.c+i,^,^i  (r-«-f-l)t 
l>1-*-l.y">"     l.S.y.y-M  *"""(y-«-l')!(y-,-1)i 

S 

Diese  Gleichung  ist  sehr  umfassend;  sie  enthält  unter  andern  auch 
die  Formel 

A)  Setzt  man  a  =  |,  /*  =  -f,  r  =  l,  so  ergiebt  sich 

A  =  I_. 

(f)K-f)! 

Nun  ist  aber  (s.  d.  a.  A.) 

(>-l)!  (-»!  = 

*  ■  • 

■ 

hat  man 


sin  ■—  n 

* 


.  2üin  \tnn 


woraus  für  ein  gerades  m  das  Behauptete  hervorgeht. 

C)  Setzt  man  a  =        \  ß  —  ~  "l"1"  !,  y  =  1,  so  findet  sich, 

dass  die  Reihe  diyergirt,  es  sei  denn,  das*  sie  von  selbst  abbricht, 
was  nur  für  ein  positives  oder  negatives  ungerades  m  geschieht. 
In  diesem  Falle  stellt  sich  der  Werth  derselben  unter  der  Form 

~  dar.    Es  ist  aber 

OB 

(?'(7-«-'ö')!=<y—)(y-g+1)--o—  «-ß-n 

•  > 

Man  erhält  daher 

c_       2       *  2 

<==i>! 

oder 

Thell  IV.  Q 
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D)  Die  Gleichung  A)  kann  auch  folgendermaasen  bewie- 
sen werden.     Bezeichnet  man  der  Kurse  halber  den  Ausdruck 

(1  -       (1  -  ^)  •  •  •  (1  -  £t)  "»it  *(»)>  *•»  »»eh  leichter 

Rechnung 

rf.)-*-,,^-!).  "••<"'-^;:;;::^T*<-'g?- 

Werden  hier  für  »  alle  Wertbe  von  n  bis  1  gesetzt,  so  erhält  man 

eine  Reihe  Gleichungen,  deren  beide  letzten  sind: 

9(2)^9(i)=b  -----5 

9(1)— 9K°)=9(1)— 1=a=  —  ^ 

i 

Addirt  man  sie  sämmilicb,  so  wird 

w»                  ,          »».(-»» -2«)...  -0 
y(»)  =  l-— H-..  ..+(-1)-  _____  


folglich  ist  A  =  (p{n)  für  *  =  «>;  nach  der  Euteneuen  Factoren- 

2s in  Xr/iH 

entwickelung  ist  aber  m(n)  = — — - —  für  »  =  «>. 

Auf  ähnliche  Art  ergiebt  sich  die  Formel  D).    Ist  nämlich 

(i -£)  (i-£>  •  •  •  (i  -is$irJ=v(-). » wirf 

» 

»f.-    n - tftfi.)  —  /-  IV  mV^-P)....«»' -(21.-1)» 


l-V(0)=TTi 

►      *  ■  .  j  • 

mithin 

i  . /  %  ^(m'-P)  m»...m'-(2f»-l)» 
1-V(«)=-  fTT^i  »-..-+-(-1)-  p...,^^» 

nnd  Zfesrl— ?(«)  fiir  »=oo$  es  ist  aber  nach  Euler  y(*)=cos 


n.  ► 


für  » =  oo;  also  schliesslich 

/>=  1  —  cos  {mn. 

B)  Setzt  man  in  H)  a=  j*,  /?=  —  ö*-=|,  y=_:  j,  so 
findet  sich  l-r-o-f-/J  =  y-r-o*.  Die  Reihe  B)  divergirt  also,  w«- 
fern  sie  nicht  für  ein  gerades  m  abbricht.    Bezeichnet  man  der 

Kürze  halber  ;r-;  mit  9(4*),  so  ist 


i   \      irm       m(m»  — 2»)    ,  tn(m*  —  2»)  («»  —  4») 
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/      9^_uOT-2     «■(«-»)            ,  «(»»-2»)  fiw~4)  (sa-6) 
y(*s-2)_^(--  jiTjl         •  1».3».5*  ') 

« 

und  wegen  D) 

Werden  nun  für  m  alle  geraden  Zahlen  von  m  bis  2  gesetzt,  so 

ist  die  letzte  dieser  Gleichungen 

mithin,  ergiebt  sich : 

■ 

und  daraus 

» 

Ans  diesen  vier  Formeln  lassen  sieb  eine  Unzahl  ähnlicher  ab- 
leiten, wenn  man  sie  für  As»  =  2  summirt  oder  differenziirt;  so 
z.  B.  erhält  man  durch  A^>  SB,  ZC\         bezieblicb  die  fol- 

\: 


> 

i 


4cos  Imn  ,«,*_(_  l)»       <»'-(-!)»  .  w'  — 1» 

1)  =  1  -   1  2i7*  - 

2)  i  -*-(—  ij     «+^Z5     ^=5^  5     —  i 

m'  —  1»       m'  —  1'  .  m*  —  3" 

=—  pt?  h 

/     i^1*       i      m»  —  2»       m»  —  2»  .  m*  —  4» 

3)  (—  l)a    y  =  1  1  2^71^  

.*  tu'  -f-  1  —  2m  sin  Jim»   J_        m*         «t*  .  w»  —  2*  _ 

'  (»»  —  1)»  — 1»       1»  .3»        1*  .3'  .5* 

von  denen  die  2)  und  3)  bezieblicb  nur  für  ein  ungerades  und  ge- 
rades m  convergiren,  und  die  1)  und  4)  auch  unter  endlicher  Aus- 
dehnung summirt  werden  können ,  nämlich  : 

■%  t%      m%\       /.  *•*     .   |»...(8s-l)'  /.     ,  , 

1  m'-(-l)1  ,  ■  /  >  .  w^(^l)».  »»— —  (2w— 3)» 
1  2^         r-...-M— 1J  ~25".4>  4/»» 

'  (m'—  1)»    («»  — 2*'"^     4»3,3»...(2«4-l)^ 4ÄH^,"~*, 
1  fw>  «wa  ■  m3  -2'  ..  —  (2n-2)» 

P  "~  l»7iiT,"*  +  ^1r         .  l>.3»...(2»-f-l)»  ' 

9-  . 
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aus  welchen  beiden  die  1)  und  4)  für  m  =  oo  wieder  hervorgehen. 

E)  Setzt  man  in  die  Gleichung  I)  ß,  1,  a-+-l  beziehlich  an- 
statt o,  ß,  yi  so  erhält  man 

,  ,  _ß  .      ß  ß+l     .  __   c!  (g-/?-!)!  _  « 

er  -f-  1  "t"a  +  l.«  +  2"t*  (a  —  1)!  (a-fll  ~~a  —  0» 

■ 

wie  nuch  der  Herr  Herausgeber  dieses  Archivs  in  Crelle'g  Journal 
Bd.  II.  Nr.  36.  gezeigt  hat.  Wird  hierin  cc-f-m-J-1  und  /S -+-*»-+- 1 
für  a  und  ß  gesetzt,  so  hat  mun 

1  "t"  er  +  *  -f-  2  "1"c-f.»  +  2.«  +  »+l+   a  — /J  ' 

 fl-r-w 


diese  Gleichung  multiplicire  man  mit  —  , 
und  ziehe  das  Resultat  von  der  obigen  ab,  so  wird 

4    *    1        |  m 

a—  /?  *        a.«-t-l..  .  .a-4-M 

Diese  Herleitung  zeigt,  dass  man  die  Grunertsche  Summation  nicht 
für  einen  speciellen  Fall  der  Gleichung  für  E  haltet)  durf.  So  wie 
man  aus  jener  den  Ausdruck  E  herleiten  kann,  so  kann  man  auch 
den  letzteren  unabhängig  von  ihr  entwickeln  und  dann  n  unend- 
lich werden  lassen,  um  zur  Grunertschen  Reihe  zu  gelangen. 
Bezeichnet  man  nämlich  den  Bruch  in  obiger  Parenthese  mit 
so  int 

1  -  ,(«)  =  {l-5p(0)jH-  jtfO) -  .(1)1  -f- . . .  +  IsK«— 1)— 


Entwickelt  mau  die  einzelnen  Glieder  und  multiplicirt  mit 

so  hat  man  die  Formel  für  E.  Lässt  man  nun  n  unendlich  wer- 
den, so  kann  der  Bruch  o>(«)  zwar  als  aus  einer  ReHie  von  Facto- 
ren  bestehend  betrachtet  werdeu,  welche,  wenn  auch  nicht  von 
Anfang  an,  doch  von  einem  gewissen  Punkte  an  ächte  Brüche 
sind,1  sobald  /?<<*  ist.  Man  wurde  aber  zu  weit  von  der  Wahr- 
heit irren,  wenn  man  hieraus  schliesaen  wollte,  dass  tp{n)  für  ein 
unendliches  n  verschwindet.  Zum  Beweise:  die  Reihe  G)  Und  alle 
übrigen  bekannten  Factorenentwicketungen.  Dm  den  erwähnten 
SchluHS  zu  ziehen,  muss  man  sich  (ranz  anderer  Folgerungen  bedie- 
nen.   Zu  dem  Ende  sei  m  irgend  eine  ganze  Zahl,        /Tu nd  folg- 

j 

lieh  auch  >—  o,  ferner  sei  h  eine  ganze  Zahl  >^r^.  Betrachten 
Wir  nun  das  Product 

I  •  4 

"   y  «X 

hß-i-hm    kß-\-hsn-t-\    Aß  -f.  hm  ■+■  2 
*'  ha  -+-  hm  '  Aa+km  +  l  '  ha  -|-  Am  2 


so  ist  klar,  dass  es  beständig  kleiner  bleibt  als  das  Product  einer 
gleich  grossen  Anzahl  von  Factoren  der  Reihe 

hß-+-hm       hß-\-hm-\-\    hß  +  hm+2 
~>  hß     hm     1  '  hß  +  hm+-2  '  hß  ■+-  hm        "  '  "} 
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weil  die  entsprechenden  Nenner,  wegen  hß -4-  1  «< ha ,  in  diesem 
kleiner  sind  als  in  jenem.  Das  Product  2)  nähert  sich  aber  be- 
ständig der  Null,  den»  darch  Vereinigung  von  2,  3,  . .  .  Factoren 
desselben  erhält  man  die  Werthe  »   .  .. 

hß  -+-  hm  hß-t-hm 


Aß  +  km-j-  2'  Aß+-hm  +  V  

Folglich  wird  um  so  mehr  das  Product  1)  kleiner  als  jede  noch 
so  kleine  Grösse.  Die  Factoren  dieses  Products  wachsen  bestän* 
dig,  wovon  man  sich  leicht  überzeugt.    Fasst  man  also  die  ersten 

1       I  it  %  I  /ff/] 

h  Factoren  desselben  zusammen,  so  ist  deren  Produkt  >(t — -. — )A 

ntt-\-ntn 

oder  (gT^)*     Daa  Product  der  folgenden  h  Factoren  ist  aus 

hß  1 1  hm  |  Jt  ß  |        |  | 

dem  nämlichen  Grunde  >  (ka  +  hm         oder  Ta  +  m  +  l )*,  o.  s.  w. 

Mithin  bleibt  das  Product  1 )  beständig  grösser  als  das  Product 

ox  iß-\-nt    ß  +  m-j-l    ß-j-m-t-2  «A 
'  {a  +  m'  a  +  w  +  r  o-t-JW-f-2  '  • 

Dieses  wird  also,  um  so  mehr  unter  jede  Gränze  abnehmen.  Das- 
selbe gilt  dann  auch  von 

*»   ......    ,  •  .  ■  •    .  ..... 

ß-j-m  ß-+.m-t-l  ß-j-m  +  2 
a  +  m'  «  +  m  +  l  '  a  +  m-f-2 

und  schliesslich  von 


JL  ^~r- 1  ^  +  «-1  w  ^  +  «  ß-k-fn 
o'o-*-l**'*«-r-iw  —  1        «  -f  -  *w  *  a  -f-  w 


Üebrigens  bedient  sich  schon  Gauss  in  der  angeführten  Abhand- 
lung des  Ausdruckes  E)  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  Con« 
vergenz  gewisser  Reihen,  und  eineY  der  obigen  sehr  ähnlichen  Be- 
weisführung. Es  wird  mir  vielleicht  gestattet  werden,  in  einem 
späteren  Aufsätze  eine  andere  Entwickelung  jenes  Ausdrucks  nahst 
verwandten  Gegenständen  mitzutheilen. 

F)  Setzt  man  in  die  Gleichung  I)  —  a,  0-f-l,  0-f-2.fur 
o,  ß,  Yi  *°  erhält  man 


ß+l       ^4-2    '  ß-h*   (ß+a+l)'' 

Da  sich  in  diesem  Ausdrucke  a  und  ß  unbeschadet  seines  Werthes 
vertauschen  lassen,  so  folgt  unmittelbar  die  Gleichung  F).  Auch 
hat  man  nach  Entwickelung  von  (1  —  &)tt  im  folgenden  Integrale 


'  /»-hl       ß  +  2  ' 

Substitairt  man  hier  1 — x  für  ar,  so  erhält  man  das  nämliche 
Integral  nur  mit  Vertauscbung  von  a  und  ß,  woraus  wieder  das 
Behauptete  folgt.  Ueber  alles  dies  kann  man  auch  die  Gaussische 
Abhandlung  nachsehen. 
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Man  kann  auch  den  Bruch 

1.2  (g-f  (g  +  ß  +  l) ... 

a  +  l.a  +  2  (/9 -f.  l)  (0  +  2)  (0 -♦-»)... 

Dach  den  bekannten  Regeln  in  seine  Parzialbriiche  zerlegen.  Setzt 

mau  ihn  zu  dem  Ende  gleich  ....  +^~~-J~r-  . . . .,  so  findet 

sich  pHt  wenn   man  ihn   mit  /?-f-a+l  mnltiplicirt  und  da 
/? -f- #•  H- 1  =  0  setzt.   Auf  diese  Weise  ergiebt  sieh 

1  ♦  2  . . . .  g  -f-  1  —  n  .  c  -f-  2  —  w  . .  -  a  —  1  .  g  .  g     1  .  a  -f-  2  . . 


l.a+2.  ...—».—  n-f-  1  . . . .  —  2.  —  1.1.2... 

i 

"~"       —  1  2.  — 1       —  ^     ,J  a"* 

Durch  Zerlegung  des  obigen  Bruches  erhält  man  also  einen  der 
Ausdrücke  F).    Da  jener  Bruch  in  Bezug  auf  a  und  ß  symmetrisch 


ist,  so  folgt  wieder  die  GUichung  F)„ 
G)  Man  hat  die  identische  Gleichung 


1  .  2  • .  • .  n  1.2....MI 
c-f-1  .a-f-2...a-f-7*  a-t-l.a-t-2... 

m  -+.  t .  m  -f.  2 


«a-t-1 .  «i-|-2  ....  »-t-JM 


Mt  — f-  n 


m 


Der  letzte  Factor,  aus  n  Factoren  bestehend,  nähert  sich  für  ein 
wachsendes  m  der  Einheit,  wovon  man  sich  überzeugt,  wenn  man 
jeden  Factor  im  Zähler  und  Nenner  mit  m  Lheilt.  Man  kann  ihn 
deshalb  weglassen  und  erhält  die  unendliche  Productenreihe  G). 
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XVI. 

Einige  Untersuchungen  über  die  Krümmung 
der  Curven,  insbesondere  über  die  Evoluten 
gegebener  Curven;  und  einige  Bemerkungen 
über  die  besondern  Punkte  der  Curven. 

,  Von 

Herrn  %)octor  J.  Ph.  Wolfers 

■  f  * 

astronomische^  Reebner  an  der  Königlichen  Sternwarte  zn  Berlin. 


I. 

Einige  Untersuchungen  über  die  Krümmung  der  Curven 
und  insbesondere  die  Evoluten  gegebener  Curven. 

Zuvor  wollen  wir  einige  Sätze  anführen,  welch«  sich  in  ver- 
schiedenen Lehrbüchern  der  Analysis  und  unter  andern  in  Lacroiz 
Tratte*  llementaire  etc.  finden. 

1)  Ist  y  =  (p(a:)  die  Gleichung  einer  Curve  einfacher  Krüm- 
mung zwischen  ihren  rechtwinkligen  Coordinaten,  so  wird  die 
Curve  gegen  die  Abecissenaxe  convex  oder  concav  sein,  je 
nachdem  das  zweite  Differential  der  Ordinate  in  Bezug  ouf  die 
Abscisse  positiv  oder  negativ  ist. 

2)  Ist  y  =  a>(.a?)  wieder  die  Gleichung  einer  gegebeoen  Curve 
und  y"  =  \p(xfr)  die  Gleichung  des  die  erstere  berührenden 
Kreises,  so  hat  man  die  Bedingungsgleichungen: 

„  dy   dt/' 

y  —  y  >  dx  —  da?' 

*  *  ■ 

und  es  findet  nur  eine  Berührung  beider  Curven,  kein  Durchschnitt 
statt. 

3)  Ist  t/  =f\xJ}  hingegen  die  Gleichung  des  die  erste  Curve 
osculirenden  Kreises,  so  finden  die  drei  Bedingungsgleichuogen 

,  dy_        dy    jv   *W_ 

y  —  y*dx      dx"  dx*  ~~  dx  * 

statt,  und  in  diesem  Falle  wird  der  osculirende  Kreis  die  Curve 
im  gemeinschaftlichen  Punkte  durchschneiden. 

4)  Die  Anzahl  der,  eine  Curve  berührenden  Kreise  an  einem 
Punkte  der  eratern  ist  nneudlicb  gross.    Man  wird  nämlich  von 
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jedem  Punkte  der  jenem  Curvenpunkte  ungehörigen  Normalen  mit 
verschiedenen  Halbmessern  Kreise  schlugen  können,  welche  alle 
eine  gemeinschaftliche  Tangente  haben  und  selbst  also  berührende 
Kreise  sind.  Von  diesen  Kreisen  werden  einige  durch  die  Curve 
eingeschlossen ,  andere  schliessen  selbst  die  Curve  ein  und  in  der 
Mitte  zwischen  diesen  beiden  Abtheilungen  von  Kreisen  liegt  der 
osculirende  Kreis. 

5)  Ist  (Taf.  II.  Fig.  1.)  AP  die  Abscisscnaxe,  DN  die  gege- 
bene Curve,  O'A'  ein  sie  berührender  Kreis,  WJV"  ein  anderer 
derartiger  Kreis  und  die  übrige  Bezeichnung  wie  in  2);  so  wird 
der  berührende  Kreis  die  Lage  ZJ'jV'  haben,  d.  h*  an  der  conca- 
ven  Seite  der  Curve  liegen,  wenn 

d*y  d*y" 
dx*  dx*' 


Er  wird  die  Lage  IVN"  haben,  oder  sich  n#  der  convexeo  Seite 
der  Curve  befinden,  wenn 

d*y  ^d*y"  * 
dx*  ^  dx*' 

In  der  Mitte  dieser  beiden  Bedingungen  liegt 

d*y  _  d*y" 
dx*  —  dx*' 

und  in  diesem  Falle  geht  der  berührende  Kreis  noch  3)  in  den 
osculirenden  über,  welcher  weder  ganz  an  der  coneaven,  noch 
an  der  convexen  Seite  der  Curve  liegt,  sondern  innerhalb  gewisser 
Gränzen  mit  der  letztern  zusammenfällt. 

6)  Ist  wieder  y  =  <f(x)  die  Gleichung  einer  gegebenen  Curve 
und  bezeichnet  man  den  Radius  des  osculirenden  Kreises,  d.  h.  den 
Krümmungshalbmesser  durch  y,  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
eben  dieses  Kreises  durch  a  und  ß>  so  haben  wir  die  drei  Glei- 
chungen 

_      (dx*-j-dy*)i  d*/{dx*-\~dy*)         A_  dx*+dy* 

r~~    dx.d*y    '  •r~ M—     dx.d*y     »  t/—P——  &y 

7)  Die  Gleichung  einer  Curve  zweiten  Grades,  bezogen  auf 
die  Axe  als  Abscissenaxe  und  den  Bndpunkt  derselben  als  Anfangs- 
punkt  der  Coordinaten,  kann  allgemein  dargestellt  werden  durch 

y%  =  mx-t-  nx* . 

Hieraus  erhalten  wir 

,       m     2nx  t      ,  .       .         Ky*  -f- {m-i-2rtx)*  ,  . 

r/>y=  — —  da:*. 

Substitnirt  man  diese  Wertfae  in  den  drei  Gleichungen  (6),  so 
nach  einiger  Transformation 
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l*y» +.(*«-+.  2war)'jl 
r  - •      2 )  \ny 1  -  (m  -+-  inx)1  ( 

oder  wenn  man  yl  eliminirt  and  reducirt 

 -h  w^a)  -H  (m  -f-  Qua:)1  ( t 

Für  eine  Parabel  ist  *  =  0  und  y  =  (wi>^WMr)< 

-     Ellipse    -  «negativ  -         —  LJ- 

einen  Kreis      -  n  =  —  1  -  y  =  J m 
-    «ioe  Hyperbel-  «pe.itiv  -  y  = 

Für  den  Scheitelpunkt  ist  a?  =  0,  und 

d,  h.  der  Krümmungshalbmesser  im  Scheitel  einer  Curve  zweiter 
Ordnung  stimmt  fiberein  mit  dem  Halbmesser  eines  Kreises,  der  mit 
dem  halben  Parameter  als  Radius  beschrieben  ist. 


8)  Snbstirnirt  man  ebenso  die  Werthe  von  dy  und  d*y  in  den 
oben  für  ac  —  a  und  y  —  ß  gefundenen  allgemeinen  Ausdrücken, 
und  eliminirt  man  y  vermittelst  der  Gleichung  der  gegebenen 
Curve,  so  erhält  man  zwei  Gleichungen  zwischen  jp,  a  und  ß. 
Eliminirt  man  endlich  x  aus  beiden,  so  erhält  man  eine  Gleichung 
zwischen  ß  und  a,  d.  h.  die  Gleichung  der  zur  gegebenen  Curve 
gebärenden  Evolute  oder,  wie  sie  auch  genaunt  wird,  die  Glei- 
chung der  Cnrve  der  Mittelpunkte. 

9)  Für  die  Parabel  ist 

»  =  0,    dy=^ria:i    dx*  -f-  dy*  =  *9  +  m*  dx\ 

^y=-^  Aar« 

also 

*  4y»      '  ^  —  m?+*  oder    — -  — 


Ferner 


2//* 


KW1 


Da  aber  für  die  Parabel  y%  =  m&,  so  wird  hiernach 

je  — a  =  — 2*  — ^»  oder  *s|(o-{ii). 


I 


«8 

üben  war 

~          hyr_  Hmixl   Axl 

'     ™"        tu2                 //i*     ~ ™ *  im* 

www  "^mj 

und,  wenn  man  hier  den  eben  gefundenen  Werth  von  x  substituirt, 

o   *     1     (a  —  \m)i 


oder  auf  beiden  Seiten  ins  Quadrat  erhoben: 

Am  16 


als  Gleichung  der  der  Parabel  entsprechenden  Evolute. 

10)  Ist  (Taf.  11.  Fig.  2.)  XAx  die  Parabel,  AB  ihre  Axe,  A 
ihr  Scheitel  und  der  Anfangspunkt  dar  Coordinaten;  so  erhält  man 
für  /f  =  0 

a  =  Im 

dasselbe,  was  wir  oben  als  Werth  von  y  für  den  Scheitelpunkt 
gefunden  haben. 

.  Ist  ADzsz  {mt,  so  wollen  wir  für  die  Evolute  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  nach  D  verlegen,  also  er*  statt  o — \m  setzen,  und 
erhalten  dann  für  die  beiden  Zweige  Df  und  DF  der  Evolute  die 
einfache  Gleichung 

Dieselbe  entspricht  einer  Parabel  vom  dritten  Grade,  indem 
man  alle  Curven,  deren  Gleichung  die  Form 

1/1  ■=  mxP 

haben,  unter  dem  allgemeinen  Namen  von  Parabeln  begreift  und 
sie  unter  einander  nach  dem  Grade  des  Exponenten  unterscheidet. 

11)  Wickelt  man  also  einen  Faden  um  Df,  so  muss  seio  über 
D  hervorragendes  Ende  =  AD  =  \m  sein,  wenn  man  die  Para- 

.  bei  XAx  durch  Abwickelung  desselben  beschreiben  will.  Wäre 
die  Länge  eine  andere,  etwa  DJ so  wird  statt  der  Parabel  AX 
eine  andere  Curve  beschrieben  werden,  deren  Krümmungshalbmesser 
im  Scheitel  kleiner,  nämlich  =  DJ  ist.  Die  Krümmung  selbst 
im  Scheitel  wird  zugenommen  haben  und  wird  immer  grösser  wer- 
den, je  kleiner  DJ  wird.  Fällt  J  mit  D  zusammen,  so  ist  der 
Krümmungshalbmesser  der  durch  Abwickelung  beschriebenen  Curve 
=  0,  also  die  Krümmung  od. 

12)  Die  Länge  DF  der  Evolute  ist  gleich  dem  Unterschiede 

MF— AD 

der,  beiden  Endpunkten  entsprechenden  Krümmungshalbmesser,  und 
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da  diese  sich  (nach  6,)  immer  darstellen  lassen,  so  xeigt  es  sieb, 
dass  die  Curve  FDf  rectificabel  ist    Diese  Eigenschaft  gilt 
nicht  bloss  für  die  vorliegende  Evolute  der  Parabel,  sondern  für 
die  Evoluten  aller  algebraischen  Cnrven  überhaupt. 
In  der  Tbat,  setzt  man  der  Kürze  wegen 

_16_  _ 
27»»  —  ^» 

■  t 

■      ■      *  t  • 

so  ist  die  Gleichung  der  vorliegenden  Evolute 

0'  =  pa" ; 

hieraus  .'•,.■*  „  v 

dß       ,    a*       ,     ß        ,  ß 

und  wenn  eine  unbestimmte  Lange  der  Evolute  durch  v  bezeichnet 
wird :  „ 

f       ti  w 

13)  Behufs  der  Quadrirung  der  Evolute  haben  wir 

*  •  » —  » 

ß  =  p*  o'l 

und  wenn  #  in  Taf.  11.  Fig.  3.  den  durch  Df,  at  und  /?  eingeschlos* 
senen  Flächenraum  bezeichnet, 

*z=pl  fa'l  Ua'  =  ip\  a'»  =  |a^; 

-  .... 
also  |  des  über  vi  und  /J  gebildeten  Rechtecks  DGfU,  wogegen, 
wenn  statt  Df  eine  Parabel  gezogen  wäre,  der  durch  diese  und 
ihre  Coordinaten  eingeschlossene  Flächenraum  \  des  entsprechen- 
den Rechtecks  betragen  würde. 

14)  Um  den  Flä'clienraum  zu  bestimmen,  welchen  die  durch 
Tmdrehung  der  Evolute  um  die  Axe  AB  beschriebene  gewölbte 
Oberfläche  hat,  haben  wir  den  Ausdruck  *__. 

.  u 

aus  welchem  sich  durch  Integration  ein  geschlossener  Ausdruck 
ableiten  liest der  aber  freilich  etwas  weitläufig  ist.  Setst  mau 
nämlich  der  Kürze  wegen 
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■o  wird  Dach  einiger  ReductioD 


-+- 

unter  /*  hyperbolische  Logarithmen  verstanden. 

15)  Um  den  Cubikinhalt  des  durch  Umdrehung  um  AB  er- 
sengten  Körpers  zu  finden,  haben  wir  den  Ausdruck 

Kz=zn  Jß*  du'  =  n  J pot*  da'  =  \npat*  =  \nß*  .  a' 

also  ein  Viertel  des  Cylinders,  dessen  Grundfläche  ß  zum  Radius 
hat  und  dessen  Höbe  =  o'  ist.  Wäre  Df  eine  Parabel,  so  würde 
der  ihrer  Umdrehung  entsprechende  Körper  der  Hälfte  jenes  Cylin- 
ders gleich  sein. 

Man  kann  daher  eine  der  Construction  des  Archimedes  ent- 
sprechende Durstellung  angeben,  wodurch  das  Verbältniss  eines 
Cylinders,  dessen  Höhe  noch  einmal  so  gross  als  der  Radius  seiner 
Grundfläche  ist,  zu  den  beiden  Conoiden,  deren  erzeugende  Curven 
respective  eine  Parabel  und  die  Evolute  einer  Parabel  sind,  ausge- 
drückt wird.  Die  Höhe  des  Cylinders  soll  hierbei  die  gemeinschaft- 
liche Abscisse  der  beiden  letztern  und  der  Radius  der  Grundfläche 
des  erstem  die  zugehörige  Ordinate  bezeichnen.  Für  die  Parabel 
wäre  demnach 

y*  =  MXt  y=\jc,  also  &  =  4m; 

für  die  Evolute 

ß>=P*r;  /»=!«',  =H"- 

Wir  erhalten  dann  das  einfache  Verbältniss  des  Cubikinhalts  der 
gesummten  drei  Körper,  indem  man  den  Halbmesser  der  Grund- 
fläche des  Cylinders  oder  in  Taf.  II.  Fig.  4.  BF=r  setzt: 

Cylinder  B  CED  =  2r*n 
ConoU  AGBClfJ  =  r*n 
-      AJBCKA  =  \r*n 

also  Cyl. :  Par.  :Evol.  =  4  :  2  :  1,  wogegen  bekanntlich  Cyl.  :  Ku- 
gel :  Kegel  =  3  :  2  :  1. 

16)  Für  die  Ellipse  ist  die  Gleichung  der  Kegelschnitte 

und  vergleichen  wir  diese  mit  der  in  7)  aufgestellten  allgemeinem 
Gleichung,  so  ist  hier 
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2b*  b* 
«»       —  — 


ei  der  Anfangspunkt  der  Coordinateu  mit  dem  Endpunkte  der 
grossen  Axe  2a  zusammenfällt  und  wo  b  die  halbe  kleine  Axe  be- 
zeichnet. Um  die  Sache  etwas  zu  vereinfachen,  verlegen  wir  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  nach  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse, 
und  haben  dann  bekanntlich  für  die  letztere  die  f 


Gleichung 


b* 


Aas  ihr  folgt 

Ä*  x    d7//  6* 
a%  jp  dx*  «V7' 

dy*-\-dx*   b*x*+a*y*   b* x* -fr- o*b*  —  a*b* x*   b\  «'x' 

wo 


gesetzt  ist. 

Substituiren  wir  diese  Werthe  in  den  oben  in  6)  aufgestellten 
allgemeinen  Ausdrücken  von  sc  —  a  und  y-rß,  so  wird 

i 

b*    x  b*  a*  —  e*x*       a'y»  _        *»»  —  e'x* 

y-ß=  -ai  — p  =y — & — 

oder  auch  aus  der  ersten  von  beiden 
Aus  der  zweiten  folgt 

/s=y(i  TT* — ) 


oder  nach  einiger  Transformation 


i  ■ 


Wenn  man  zuerst  y  mittelst  der  Gleichuog  der  Ellipse  aus  II. 
und  dann  aus  I.  und  II.  x  eliminiren  wollte,  so  würde  die  resul- 
tirende  Gleichung  von  einem  hohen  Grade  ausfallen.  Zweckmassi- 
ger dürfte  es  sein,  zu  den  in  Bezug  auf  die  Evolute  der  Ellipse 
anzustellenden  Betrachtungen  die  Gleichungen  I.  und  II.  zu  be- 
nutzen und  damit  die  Gleichung  der  Ellipse 


III.  y> 


zu  verbinden. 
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17)  Um  die  Punkte  »of  AB  und  SC  Taf.  II.  Fig.  5.  zu  finden, 
in  denen  die  Evolute  die  grosse  Axe  schneidet»  setzen  wir 

0  =  0 

*  * 

also  nach  II.  y  =  0 

-   III.«' — or»  =  0  oder  ar  =  ±« 

und     -    I.  o  =  ±— =±  — =  ±«<'. 

Der  vorletzte  Ausdruck  von  a  eignet  sich  am  besten  zu  der  in 
Taf.  II.  Fig.  6.  angedeuteten  Construction. 


er« .  me 


JB  =  a,  ßIf=BJ>=ae,  BQ=sßF=-^ 

Für  Fß  =  BG  =  ae*  sind  /*  und  C  diese  Durch  scbnittspimkte, 
und  zwar  wird 

F  dem  Punkte  A9 

r 

O     -        -  €7 

der  Ellipse  entsprechen. 

Um  eben  so  die  Durchschnittspunkte  auf  DBE  zu  erhalten, 
setzen  wir,  da  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  sich  in  B  be- 
findet, 

a  =  0  .. 

also  nach  I.  ^r  =  0 
.      -  HI.y==t* 
und     -    II.  ßz=zp^r  6'  — = 

Nach  dem  vorletzten  Ausdrucke  lässt  sich  der  Werth  von  /?  finden; 
man  erbalt  so  die  Punkte  K  und  L  und  zwar,  weil  y  und  0  ent- 
gegengesetzte Zeichen  haben,  wird 

L  dem  Punkte  D, 

K    -       -  E 

der  Ellipse  entsprechen. 

18)  Aus  I.  folgt  </«=  — *  rfsr, 


>  > 


-  IL   -    dß  =  -^  *« 

■  I 

daher 

«4  £!  4* 
Aus  III.  aber  crgiebt  sich 

mithin  i:"  »* : 
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  9   y_  dx% 

A*  T*.  *•  x  dy 


ond  auch  t 

dp  3** 

Da  nun  allgemein 

dff    d*£__dfi_  &a 
(Pß       dx  '  dx*     dx  '  du  * 

*"~      #      '  ■ 

so  haben  wir  zn  diesem  Ende 

» 

da  j_  fa   be*x  \ 

dx       "SP*"'  dx*  —  «* 

dß       Se*         d*ß       3*'        3«»  dy 
dx  —  ~b*  Xy\         —^y  +  JT* 

'  .  ~ *  •*  y 

and  so 

—       a»    -V  27^ 
«4     ,g»y*  -f-£3.r\ 
3«*x*  *     a*^  h 

endlich  ^ 


rf'/J   <** 


.  ...  ■  •  :  ••■  •  -!■ 


da*  Ze*x*y 

In  io  fern  also  y  negativ  ist,  wie  hier  unterhalb  AC,  ist  das 
zweite  Differential  der  Ordinate  der  Cunre  FKO  in.  Bezog  auf 
die  Abscisse  positiv;,  ist  y  hingegen  positiv,  wJe.  hier  ober- 
halb AVf  so  wird  jenes  zweite  Differential  negativ;  daher  ist 
nach  1,)  FKO  und  fXO  gegen  die  Abscissenaxe  convex. 

19)  Diese  Cur?e  der  Mittelpunkte  oder  Evolute  der  Ellipse 
muss  nun  rectificube]  sein. 

In  der  That  wird 

i      -  * 

■  1  ■  » 

v  ^d«*—v   A*a*  ^v—       — — — 
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v—J  \^~d£i  .  '/a  =  ^£  fVm* —  e*x*  .xdx 

=  —  ^  («*  —  c*x%)\  -+-  C. 

Um  die  Länge  von  FK  zu  erhalten,  müssen  wir  dieses  Integral 

von  a  =  — ae*  bis  a  =  0 


-  a:  =  —  «      -     =  0 
nehmen  und  erhalten  so: 

20)  Um  die  Fläche  FKQL,  zu  quadriren,  haben  wir 

■  ■ 

Wenden  wir  nnn  nach  einander  folgende  Integralfonaeln  an 

—  (m  —  \)<*f{a  -+-  <*r')*r*— »<*rj 
-+-  er' )«</.*  =  g^J^  f)  {2*r(«-r-<ar»)» 
.  +  hacnj{a+cx*)"-^dx\ 

Jv^a  +  cx^dx  =  \xVrä^7xi  •+-  \<*J\/*i 


so  erhalten  wir 

yßda  =  £i\{a*  —  —  3«'n*(«'  —  x*)\  —  \a*xVa*-x* 

—  -Ja*  arc  sin  -^-j  -f-  C 
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Zur  Bestimmung  der  Flache  FBK  müssen  wir  diese  Integral 

tod  a  =  —  «0«  bis  a  =  0 

oder 

▼ob  jc  =  —  a  bis  ir  =  0 
erstrecken,  und  da  für  den  entern  Werth  von  Jr 

fßda—^i  I— ■**  arc  ,in  (-1)i  =  2^Ä  (-MI 

8 

=  32  — ' 
für  den  letzten  Werth  von  ac 

f ßda  =  0 

ist,  io  wird 
und 

FKGL=A  .  FBK—  ■  ^ 

io  welcher  letztern  Form  sich  der  Werth  auch  durch  die  in  der 
Figur  enthaltenen  Grössen  veranschaulichen  lässt.   Denkt  man  sich 

nämlich  zu  FB  =  ae*  als  halber  kleinen  und  BK=z  y  .  ae*  «|s 
halber  grossen  Axe  (17)  eine  Ellipse  construirt,  so  ist  ihr  Flachen- 
iphnlt  =  j  ae*.ae*n,  und  der  Flächeninhalt  der  Figur  FKGL=z\ 
von  jenem. 

21)  Zur  Bestimmung  der  gewölbten  Oberfläche,  welche  durch 
Umdrehung  um  die  Axe  FG  entsteht,  hüben  wir 

*  =  2w  fßVdß*  -f-  da*  =  —  2w  2~  ^  fy*\/a*  —  e***  ardr 

< 

Nun  ist  «*;+-  a*e*  =  2«»  —      ferner  fetzen  wir 

,v*  10 


1« 

sc*  =  »,  x%  ==  **,  xdx  =  \ dz  ,  v 

l/«r*  —  (2a*  —  6*  )&%  •+-  e*^7  =  W — (2«* — 6*)%-t-e*x*  =  i^Ä 
so  wird 

Das  zweite  Integral  geht  über  in 
Hiermit  verbunden  das  erste 

* 

so  wird 


=  5^       Ä,  +  4?  K  /l 


Um  die  der  Umdrehung  von  FBK  entsprechende  Fläche,  d.  h.  die 
Hälfte  der  ganzen  zu  erhalten,  muss  das  Integral  wie  in  20) 

«    '  » 

von  x  =  — a  bis  a:  =  0 
d.  h.    -     %  —  a*     -  *=0 

erstreckt  werden.  Für  den  ersten  Werth  wird  Ä=sfl,  für  den 
zweiten  Ä  =  a4,  und  so  diese  Fläche 

22)  Um  die  Curve  zu  cubiren  haben  wir 
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Für  die  ganze  Evolute  ist  dieses  Integral  zu  erstrecken  von 
jt=z  —  a  bis  jc  =  -\-  a,  daber  in  diesem  Falle 

A  i^Ä»  IT  —  T  -1-t  —  vi«  —  1Ö5  "Ä»^' 

Diesen  Ausdruck  kann  man  auch  folgendennassen  schreiben: 

und  wenn  man  die  in  17)  gefundenen  Werth e  der  halben  Axen  der 
Evolute,  nämlich 

FB  —  ae*  mit  B 

BK=     .  ae *  mit  A 

bezeichnet,  und  die  letztern  Bezeichnungen  in  den  Ausdruck  für 
K  setzt, 

Der  Cnbikinhalt  eines  Ellipsoids,  dessen  beide  Axen  A  und  B,  und 
welches  durch  Umdrehung  um  die  kleinere  B  entstanden  wäre, 
würde  dagegen  sein  < 

so  dass  man  das  Verhältnis«  bot 


oder 


K  :  JSr,=  — :  ^  =  35  :  S 


Kz=zhK 


23)  Die  für  die  Evolute  der  Ellipse  gefundenen  Ausdrücke 
gehen  in  die,  der  Evolute  des  Kreises  entprecheoden  über,  indem 
man  a  =  6,  e  =  0  setzt;  alsdann  wird  aber  nach  16) 

I.  o  =  0,   11.  0  =  0,    III.  y«  =  «»  — 

d.  h.  die  Evolute  des  Kreises  ist  keine  Curve,  sondern  ein  Punkt, 
und  zwar  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  welcher  hier  der  Mit. 

10*  * 
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telpuokt  iit.  Diess  ist  ein  Resultat,  welches  man  freilieh  auch 
ohne  Calcul  hätte  erhalten  können. 

24)  Die  Betrachtungen  über  die,  der  Hyperbel  entsprechenden, 
Evolute  werden  sich  dudurch  vereinfachen  lassen,  dass  man  aus 
den  für  die  Ellipse  gefundenen  Resultaten  einzelne  durch  Analogie 
für  die  Hyperbel  ableiten  kann. 

Die  Gleichung  der  letztern,  für  den  einen  ihrer  Scheitel  als 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist 

y'=£  (^mt-t-*1) 

und  vergleicht  man  diese  mit  der  allgemeinern  Gleichung  der  Ke- 
gelschnitte 

y*  =  mx  -4-  nx* 

so  ist  in  diesem  Falle 

2b*  b* 
m~~  a  '    *  —  a*' 

Verlegt  man  den  Anfangspunkt  in  den  Mittelpunkt  B  (Taf.  II. 
Fig.  7.)  des  zwischen  beiden  Scheitelpunkten  befindlichen  Stücks 
der  Axe,  so  wird  die  Gleichung  symmetrischer,  nämlich 

* 

Aus  dieser  erhalten  wir 

dy       b*    x    d7y  Ä* 
dx      a%  '  y"'  dx*      ~~  ÖV* 

dy*  +  dx*  _b*x*      .   b*x%  h-  a*jb* x*  —  aH*) 

dx9  «*y» "+"  ««y» 

_b*x*(**-hb*)  —  t*h* 

oder  wenn  man,  der  bei  der  Ellipse  angewandte  Transformation 
analog, 

sj*H- 

setzt: 

dy*-j-dx*            4«!^*—  «\ 
 dx~*  =  d* ' '  p  «• 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  allgemeinen  Ausdrücke  von  x  —  a 
und  y— ß  (6),  so  wird 

6*  e*x*—a* 

— —  .   ■y 


■a 
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uod  hieraus 

I.    o  =  ^ar«. 

Ferner 

y— p=5? — ^ — •  -£r=y — ji —  =  y  — —  


=  y- — 

and  hieraus 


«"<? 


II.  /*= — ^-.y1. 

Ans  dem  entgegengesetzten  Zeichen  io  II.  gebt  hervor,  dass  wie 
bei  der  zur  Ellipse  gehörigen  Curve  der  Mittelpunkte  su  einem  po- 
sitiven Werthe  tou  y,  etwa  l*äfy  ein  negativer  Werth  von  /?, 
AP  gehört  und  umgekehrt.    Demuach  wird 


die  Curve  HJ  dem  Zweige  CE  der  Hyperbel 

-     HK  -  CD   -  - 

entsprechen,  und  ganz  ähnlich  für  den  zweiten  Theil  FAG  der 
Hyperbel. 

Man  könnte  nun  y  aus  II.  eliminiren  mittelst  der  Gleichung 
III.  y» 

und  aus  der  resultirenden  Gleichung  und  I.  x  fortschaffen ,  um  so 
eine  Gleichung  zwischen  a  und  ß  zu  erhalten,  welches  die  der 
Evolute  sein  würde;  allein  wir  wollen  lieber,  wie  wir  es  bei  der 
Ellipse  gethan  haben,  die  drei  Gleichungen  selbst  benutzen. 

25)  Setzt  man  zunächst  /J=0,  so  wird  aus  II.  y=0,  aus  III. 
je  :=  z^i  n,  aus  I.  o  ^=  rir  ae*. 

Diese  beiden  spociel  en  Werthe  von  u  geben  uns  die  beiden 
Punkte  H  und  H'  der  Evolute,  welche  respective  den  Scheitel- 
pnnkten  C  und  A  entsprechen. 

Die  nun  weiter  folgenden  Hetracbtungen  werden,  wegen  der 

Ssnz  gleichen  Form  der  beiden  ersten  Gleichungen  mit  den  für  die 
llipse  ihnen  entsprechenden,  auch  den  dort  angestellten  sehr  nahe 
kommen,  wessbalb  wir  uns  hier  etwas  kürzer  fassen  und  die  dorti- 
gen Resultate  ohne  Weiteres  anwenden  können. 
Wir  haben  demnach 

« 

dß   a*     y*    dy      dy_          b*  x 

da—~  b*  '  x%  '  dx'    dx"  d*  y» 

- 

da—      b1  x  dy 
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da   j£»    ,    <Pa_   6#»X 

dx       «'      1  dx2  a2 

dß  3e3        d*ß    3*2    __  rfy 

2*7  —  "~  dx2  —      b*  *    {    b*  dx 

 _  3^    _         Ü  * 

—      b*  V  «ly 


3«aa:»   ,3g»y     3g» x*.      Ze-xy  te*x 
d*ß  _       g2      }  b*  +  a2y  1  tf» 
da2  27««^« 


 ,9e*x7y      9e*x\  a* 

*  a*b2  a*y  '  27c9. 


27e'x* 

n*     .b*x2 -gy,  

3«*jr4  «      «*4»y  »«««V 


Es  gelten  daher  auch  hier  dieselben  Regeln  wie  18)  über  die  con- 
vexe  und  concnve  Form  der  Evolute. 

26)  Zur  Rectification  der  Curve  haben  wir  die  Gleichung 


da: 


3«* 


=  z^i  jxd*  Va*b2x*  —  a*62  -h  b*x% 
r=  f xdaV  x2{a2+-b2)—a*=-^  fxda\/e2ac2—a2 


27)  Zur  Quadrirung  der  Evolute  haben  wir 

■  * 

nnd  hierfür  findet  man  nach  denselben  drei  ersten  Integralformeln 
wie  in  20)  und  der  vierten 
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s  • 

28)  Zur  Bestimmung  der  gewölbten  Oberfläche  haben  wir 

s  =  InfpSdp  -f-  da*  =  —  2*        ^  f y* xdxV        -  a* 

0    «»«»    Je»         p.  ^  xy  

=  — 2?r        •       •  ^yF-fl'F«'^-^  .  xdx 

67T«4     /•  ,  >  

*  =  — .  jrArV/ a4  —  («'  -h  a*e*)x*  +  a*x* 


fr*a%  denselben  Ausdruck  wie  bei  der  zur  Ellipse  gehörigen  Ero- 
ute, nur  mit  enfgegeo gesetzten  Zeichen;  also  nach  der  dortigen 
*"li,,|"!,n'lpr<",T »"»  21J 


= V  «•  —  (2a»  -f-  A»)*  -f-       =  V^R 
gesetzt:  i 

endlich  ;% 
a'Ä>  }~  6«»   ]^  

4«»  *  8««  '*   £  >  +  C' 

29)  Zur  Cubatur  erhalten  wir  die  Formel 
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II. 

Einige  Bemerkungen  über  die  besondern  Punkte  der 

Curven. 

p    -  • 

Ist  y  =  9>(jr}  die  Gleicbnng  einer  Corvo,  io  nehmen  die  posi- 

du 

tiven  Ordinalen  go  lange  an  Grösse  zu,  als  ^  positiv,  nehmen 
hingegen  so  lange  ab,  als  |g  negativ  ist.   Wenn  also  io  einem 

Punkte  der  Cnrve       vom  Positiven  cum  Negativen  übergeht,  so 

ist  das  demselben  Punkte  entsprechende  y  ein  Maximum,  im  ent- 
gegengesetzten Falle  ein  Minimum. 
Ist  x.  B. 

y  =  4-f-c(.r  — *)", 

..  wird  &  d..  Z«,b..  ».ob  d..  ...  „  ...^.b...  j.  «H. 

es  beschaffen  ist. 

1)  Es  sei  m  grade,  also  m—  \  ungrade,  so  wird 

(ar  —  «)*— i  negativ  wenn 
positiv  - 

es  findet  ein  Minimum  statt     -     .r  =  a. 
Denn  für    =  «  —  4  wird  y=*  +  c^ 
jund    -   x  =  a-\-h    -    y  = 
also  beide  grösser  als  für  xoa,  wo  y  =  £. 

Eine  Grösse  geht  vom  Negativen  zum  Positiven  über  entweder 
durch  0  oder  durch  oa.  Im  vorliegenden  Falle  findet  das  Entere 
statt,  es  ist  also  im  gesuchten  Punkte 


du  . 
d.  h.  weil  jjr:  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  beieich- 

net,  den  die  Berübrungslinie  im  betreffenden  Punkte  der  Cnrve  mit 
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der  Abscissenaxe  bildet,  ist  diese  Berühruagslinie  der  Abscissenaxe 
parallel,  wie  MH  in  Taf.  II.  Fig.  8.,  wenn 


PM=b. 

Man  kann  diess  auch  so  fassen.  Aus 

da: 

4 

folgt  durch  Integration 

y=Constans, 

d.  h.  im  Punkte  M  ist  das  Element  der  Curve  eine  grade  Linie, 
welche  parallel  mit  der  Abscissenaxe  fortgeht;  ein  Resultat,  welches 
der  Sache  nach  mit  dem  vorigen  übereinstimmt* 
Wäre  die  gegebene  Gleichung  der  Curve 

•         i    dy  .  - 

und  hier  geht  ^  von  ~\-wc¥*~ >  för  jc=za  —  h 

durch  0  .  jc  =  a 
in  —  mc/i*—l    -  x  =  a-t-A 

über,  daher  findet  in  diesem  Falle  ein  Maximum  in  M  (Taf.  II. 
Fig.  9.)  statt. 

2)  Ist  in  der  ersten  Gleichung 


y=6  +  c{a?  —  a)m 
m  ungrade,  also  «*  —  1  grade,  so  wird,  für  xz=za  —  ht 

dx  — 

und  auch,  für  jc=:m-t-Ay 

dx 

und  in  der  Mitte  liegt,  für  fsfj 

Ein  Maximum  oder  Minimum  kann  daher  in  diesem  Falle  nicht 
stattfinden.  Betrachtet  man  aber  das  zweite  Differential 
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■o  wird,  da  »»  —  2  ungrade  ist,  . .  , 

.  'i     .    .  .  ... 

d2y 

für  sc  =  a  —  At  jzji  =  —  —  1  )chm~*\ 

Die  l'urve  ist  also  nach  den  frßhern  Untersuchungen  (1)  für 
a:  =  a —  h  concav  und  für  a:  -=.a  -\-  h  convex  gegen  die 
Abscissenaxe.  Der  Punkt  M  (Taf.  II.  Fig.  10.),  in  welchem  sie  für 
a:  =  a  von  dem  Einen  zum  Andern  übergebt,  wird  ein  Wende- 
punkt genannt. 

Für  c  negativ,  wie  in  der  zweiten  vorausgesetzten  Gleichung, 
würde  die  Curve  umgekehrt  von  der  convexen  Form  gegen  die 
Abscissennxe  in  die  concave  übergehen. 

Im  Wendepunkte  ist  also 

•da:7 

und  aus  dieser  Gleichung  erkalten  wir  durch  zweimalige  Inte- 
gration 

y     na:  -f*  ß 

die  Gleichung  einer  grndeu  Linie,  d,  b.  im  Wendepunkte  ist 
Element  der  Curve  gradlinig  und  diese  grade  Linie  gibt,  da 

dx 


TZ  —  a» 


zugleich  die  Richtung  der  Tangente  M/t  in 
Oben  haben  wir  den  Krümmuugshulbmes 


M  an. 
esser  einer  Cur?« 


dx*] 
da* 


gefunden.   Im  vorliegenden  Falle  wird  fdr  den  Pa»kt  M 


dt/  q 

dx 

d*y  

dx-  ~ 


also 


!•  i  i  Ii     •  |    ■  • 

d.  b.  der  Krümmungshalbmesser  unendlich  gross,  die  Krümmung 
also  unendlich  klein  oder  vielmehr  das  Element  in  M  gradlinig. 
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3)  Es  sei  m  ein  Bruch,  dessen  Zähler  grade  und  Nenner  un- 
grade, etwa  m  =  |;  so  wird  aus 

* 

  '    //r  ~~"  *    I  ' 

vi 


alao  für 


Ar  • »  » ' 


Da  hier  durch  oo  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeH,  *o 
findet  im  Punkt  M  ein  Minimum  statt,  denn  sowohl 

für  af=zm— -h  ist  y=s6  +  c£i, 

als  auch  -    x  =  a-\-  k  -  y  =  6-+-c/tl. 

Ferner  ist  in  M  (Taf.  II.  Fig.  11.)  die  Tangente,  wegen 


•  »,  «♦  ■  » 


asoe, 

senkrecht  auf  der  Abscissenaxe.  Da 


•  > 

.  i 


und  so 


für  *==«-/*,  ^  =  -T  jp 

so  ist  die  Corvo  diess-  und  jenseits  M  gegen  die  Abscissenaxe 
concav  und  der  Punkt  M  kein  Wendepunkt.   In  AI  ist  für  o?  =  a 

^  =  00. 

Dieser  Punkt,  in  welchem  die  Curve  bei  der  Vereinigung  der  bei- 
den Zweige  DM  und  EM  (Taf.  II.  Fig.  12.)  plötzlich  innehält, 
wird  Kelirpunkt  genannt. 

Für  c  negativ  wird  M  ebenfalls  ein  Kehrpunkt,  PM  aber  ein 

Maximum,  indem  nan  ^  durch  ao  von  Positiven  xum  Negative« 
übergeht  *  ,"  •  *'  ■  •>    >'.»>  u  * 
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Der  Krümmungshalbmesser 

r=  25— 

wird  im  Punkt  jW  =  0,  die  Krümmung  also  unendlich  gross,  was 
auch  der  Fall  «ein  mos«,  da  di*  Curve,  ohne  in  Bezug  auf  eoocave 
oder  convexe  Form  ihre  Lage  gegeo  die  Abscissenaxe  au  ändern, 
doch  die  Richtung  ihres  Lautes  selbst  plötzlich  ändert 
Wenn  demnach 


%  =  °  oder  =<*» 


ao  findet  ein  Maximum  oder  Minimum  von  y  statt)  je  nachdem 
jj£  vom  Positiven  zum  Negativen  oder  umgekehrt  übergeht.  Findet 

kein  Zeichenwechsel  statt,  so  ergibt  sich  weder  ein  Maximum  noch 
ein  Minimum,  sondern  ein  Wendenunkt. 

4)  Die  Tangente  am  Wendepunkte  oder  am  Kehrpunkte  kann 
gegen  die  Absci&senaxe  eine  ganx  willkürliche  Lage  haben,  da 
mun  ja  die  Lage  der  letztem  Linie  beliebig  ändern  kann.  Der 
erstere  Punkt  findet  sich  stets,  wenn  man 

» 

^—5  =  0  oder  =00 

setzt  und  jj^  vor  und  hinter  dem  gefundenen  Punkte  verschiedene 

Zeichen  haben,  letzterer  hingegen,  wenn  die  Zeichen  unverändert 
bleiben. 

Während 

y=6  +  c(jc  —  «)l  fdr  jr  =  a,  y=  Minimum 

y=b  —  c{x  —  a)i    -  x  =  ay  y=  Maximum 

und  in  beiden  Fällen  einen  Kehrpunkt  M  ergeben,  erhalten  wir  aus 
für  «r  =  «  einen  Wendepunkt,  weil 

- 

=  00  für  ar=za 

und  weil 

fdr  *  =  «  —      ^T  =  *+-  254l 

Die  Ordinate  bleibt  in  beiden  Fällen  reell  und  die  Curve 
sich  daher  nach  beiden  Seiten  hin  von  jenem  Punkte  aus. 
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Hätten  wir  dagegen  die  Gleichung 

y  =  fj-\-  e{x  —  oft 

so  wird  y  imaginär  für  x=:a —  also  endet  die  Curve  mit 
dem  kleinsten  Wertbe  x  =  a,  in  welchem  Falle  y—b\  hingegen 
für  jeden  Werth  x  =  a  +  A  wird 

y  =  ödbcM 

so  dttss  jedem  Werthe  m-\-A  von  x  zwei  Ordinalen  entsprechen, 
welche  nnter  sich  um  %cM  verschieden  sind,  wie  in  Taf.  II.  Fig.  13. 
in  welcher  M  den  Vereinigungspunkt  beider  Zweige  ME  und  MD 
bildet. 

Um  die  bisher  gefundenen  Relationen  an  einer  bestimmten 
Curve  darzustellen,  .  denken  wir  uns  den  Kreis  DFE  (Taf.  II. 
Fig.  14.),  welcher  auf  der  Linie  DO  fortrollt.  Bio  innerhalb  der 
Peripherie  gelegener  Punkt  R  wird  alsdann  eine  gestreckte 
Cyclo ide  beschreiben. 

Setzt  man 

RC=a 
EC=r 

nnd  ist  der  erzeugende  Kreis  nach  HO  gekommen,  to  das«,  wenn 

<lDCFz=v 
GD  =  rv\ 

so  wird  der  erzeugende  Punkt  sich  jetzt  in  K  befinden,  indem 
<  JLH=  v.  Die  KM,  senkrecht  auf  ED  gefällt,  sei  die  Ordi- 
nate y  und  RM=x  die  Abscisse  des  Punktes  A;  alsdann  iat 


x  =  a  —  a  cos  p, 
y=.rv  -\-  a  sin  v\ 


hieraus 


nnd  da 


dx  .  d*x 

-dv  =  a  8,11  v>  ~dvi==a  co*  v 

dy  d*y 
dv  =  r  +  °  CWir'  &  =         "n  v 

dy  dx    d*y  _  dg  d*x 

dy   dv_  d*y   dv  '  dv*     dv  '  dv1 

dx  —  dx'  dx*  —  dx  * 

dv  }W 

ao  wird,  nach  gehöriger  Substitution: 

dy  r  -f-  q  cos  v   d*y  m        a-\-r  cos  v 

dx  a  sin  v    '  dx*  a*  sin  v* 

Für  »  =  0,  d.  h.  für  den  Punkt  71  der  Curve,  wird  also 
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%  =     und  ^  =  oo. 

Die  erstere  Bedingung  sagt,  dass  in  R  die  Tangente  der  Corve 
HT  senkrecht  auf  der  Absciasenaxe  ist 
Da  ferner  für 


dy  _        r-\-a  cos  g 
V  °*  d~x  o  sin  a  ' 

„  dy   r  -h  a  cos 


(Lc  a  sin  a 


io  ist  iü  diesem  Punkt  y  ein  Minimum,  nämlich  =0. 
So  lange 

«H-r  cos  «>;>0, 

</*!/ 

j^i  negativ,  also  RK  gegen  AZ>  coneav.  Für 


o 

ar-r-r  cos  t==  0  also  cos  r= — — 


wird 


^=0 


und  es  tritt  der  Wendepunkt  der  Curve  ein,  indem  für 

a-\-r  cos  f><0 

^  positiv,  also  die  Corve  gegen  RD  convex  wird.  Für  den 
Wendepunkt  hat  man 

—  =  

r  r 

Für  »=180°  wird  ^  =  »,  mithin  die  Tangente  wieder  senk- 
recht auf  RD.   Ferner  wird  in  diesem  Punkte 

dx    a  sin  v  q 

dy       r  +  «  cos  t» 

nnd 

^.  «oAk  <£r       ,     «  sin  a 

für  e;=180°  —  a,  -3-  =  -H  i 

*  dy  r —  a  oo«  o 


<£r  «  «in  a 


-   r=180-  +  a,  ^  =  ~  — 


a  cos  o 


i 


mithin  a?  =  2ar  ein  Maximum. 

Drücken  wir,  nach  Elimination  von  v,  y  durch  ar  aus,  so  wird 


y  =  r  .  arc  cos  -f-  aV        —  jc) 
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and  es  würde  also  für  *>>3a,  y  imaginär  werden.  In  dem 
Punkte,  der  durch 

t>=180» 

bestimmt  wird,  findet  ein  Zusammentreffen  sweier  Zweige  der 
Curve  statt,  und  in  ihm  wird 


Da  endlich  für  denselben 


y=.nx. 


=  00, 


und 


fürr=I80»-a,  3*—+    ,  S|n  g.  positiv; 
ton«  ,       <^*y       ,  rcoi«-« 


so  ist  der  gefundene  Punkt  gleichzeitig;  ein  Wendepunkt,  in  wel- 
chem die  Curve  vom  COnveken  zum  Coneave»  in  Besag  auf  die 
Abscissenaxe  übergebt. 

Von  diesem  Punkte  aus  ^eht  ein  neuer  Zweig  der  Cnrve  an, 
in  welchem  von  v=18ü°  bis  e>=360°  dieselben  Verhältnisse, 
welche  wir  für  die  beiden  ersten  Quadranten  von  v  gefunden  ha- 
ben,  in  entgegengesetzter  Reihefolge  wiederkehren. 


■  ■I  1  ,'!  '  * 

;n  \vi\\u\yt   .<  i'-ii.vid'»^  miijS 

•ti  XVII. "       1  i'l'l'M'.'M^d 

.IlWj  !  <*    Vbn«'-  "1*1/  lC*t 

*  f  Ja^         ^5  "^     ^J  '  ' '  f   |    ^  L  '  1  ^  )  *  &  '  I 

Herrn  Doctor  Anton  VAllas 

zu  Wi«n. 


mim  —  1) 

1.2 


1  - 


>»  > 
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 mim  —  I)  (m  —  2) 

'•—  TTTi 


m(m-\)..  \m-jk—  I)( 
*"*  —  1.2...* 

so  hat  man,  wenigstens  für  jedes  ganze  positive  se: 

m    —  m    *  —  2*» 

SS  j  —— ~         ^     ~  2///  |      j     }    2äW  ^ 

m,  =       — 2svt*v4  -t-2»»,»!,  —  2at, 

**r  =  W»r *  —  2»fr__i»«r+.|  -f-  2wr_jJWr^.2 
—  2s9r-SS*r4*  +  2»7r-4'"f-M 


(-)-i  .  2«il«rSr-i  [-Y  .  2«,r. 
verlangt  den  Beweis  dieses  Satzes. 


xvm. 

Sammlung  physikalischer  Aufgaben  nebst  ihrer 
Auflösung.  Zum  Gebrauch  in  Schulen  und  beim 
Selbstunterricht  Von  Dr.  Friedrich  Krieg, 
Herzogl.  Sachsen-  Coburg  -Gothaischen  Hofrath 
und  Professor,  mehrerer  gelehrten  Gesellschaf- 
ten Mitgliede.  Mit  zwei  Kupfertafeln.  Jena, 
Friedrich  Frommann.  1843.   8.   15  Sgr. 

-Von 

Herrn  Professor  L.  Kunze 

zu  Weimar. 


Die  Physik  bietet  für  die  Bildung  von  Uebungsaufgaben,  die 
mit  Bülfe  der  elementaren  Mathematik  aufgelöset  werden  können, 
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einen  so  reichen  Stoff  dar,  das«  man  sich  billig  wundern  muss, 

sie  für  solche  Zwecke  bis  jetzt  so  wenig  benutzt  zu  sehen.  Ohne 
hier  die  Ursachen  dieser  Erscheinung  näher  zu  erörtern,  wird  wohl 
Niemand  die  Nützlichkeit  einer  Sammlung  physikalischer 
Aufgaben  in  Abrede  stellen,  wean  nur  die  Auswahl  und  die 
Behandlung  derselben  dem  Bedürfnis«  der  Lernenden  gehörig  an- 
gepasst  ist.  Und  wir  können  das  Letztere  von  der  vorliegenden 
Sammlung  mit  gutem  Grunde  behaupten.  —  Sie  wird  gewiss  allen 
Lehrern  der  Mathematik  und  Physik  an  Schulen  eine  willkommene 
Erscheinung  sein,  insonderheit  aber  von  Denen  freundlich  begrüsst 
werden,  die  nach  den  weit  verbreiteten  Lehrbüchern  des  ehrwürdi- 
gen Herrn  Verfassers  ihren  Cnterricht  ertbeilen. 

Die  ganze  Sammlung  enthält  318  Aufgaben,  nebst  den  voll, 
ständigen"  Auflösungen.  Jene  nehmen  43  Seiten  s  diese  115  Seiten 
ein;  welche  zwei  Zahlen  sich  beinahe  wie  3  zu  8  verhalten.  Die 
Aufgaben  sind  mit  fortlaufenden  Nummern  versehen,  sonst  aber 
nach  zwölf  verschiedenen  (Jebcrschriften  geordnet,  die  wir  zur 
näheren  Bezeichnung  des  Inhaltes  hier  namhaft  machen  wollen. 

I.  Bestimmung  des  speciflschen  Gewichts  der  Körper  (15  Auf- 
gaben). 

II.  Bewegung  der  Körner  (13  Aufgaben). 

III.  Fall  der  Körper  (Schwerpunkt;  schiefe  Ebene;  Pendel; 
43  Aufgaben). 

IV.  Stoss  der  Körper  (49  Aufgaben). 

V.  Gleichgewicht  fester  Körper  (23  Aufgaben). 

VI.  Gleichgewicht  flüssiger  Körper  (23  Aufgehen). 

VII.  Verdichtung  und  Verdünnung  elastischer  Flüssigkeiten  (9 
Aufgaben). 

VIII.  Gleichgewicht  fester  und  flüssiger  Körper  (16  Aufgaben). 

IX.  Archimedische  Aufgabe  (mit  eiuigen  anderen.,  zusam- 
men 7). 

X.  Das  Licht  betreffe nd  (76  Aufgaben). 

XI.  Die  Wärme  betreffend  (7  Aufgaben). 

XII.  Gegenstände  der  angewandten  Naturlehre  betreffend 
(mutb.  Geographie;  sphärische  Astronomie;  Höhenmessen  mit  dem 
Barometer;  37  Aufgaben). 

Wenn  wir  uns  nun  erlauben,  dieser  lnhaltsanzeige  einige  Be- 
merkungen über  die  Aufgaben  selber  beizufügen,  so  geschieht  es 
lediglich  in  dem  Interesse  für  die  gute  Sache  und  in  der  Hoffnung, 
dass  diese  Bemerkungen  in  dem  Archiv  keine  unpassende  Stelle 
finden  werden. 

1)  Die  meisten  von  den  Aufgaben  I.  sollten  mit  den  verwand- 
ten VIII.  zusammenstehen;  denn  der  Schüler  kann  sie  nicht  lösen, 
wenn  er  den  hydrostatischen  Satz  vom  Auftrieb  nicht  kennt. 

2)  Bei  den  Auflösungen  der  Aufgaben  13,  14  und  15  scheint 
es  uns  unnötbig,  das  nbsnlute  Gewicut  p  des  Körpers  in  Betracht 
zu  ziehen,  da  bei  einerlei  Volumen  die  absoluten  Gewichte  sich 
verhalten  wie  die  speciflschen;  p  fällt  auch  immer  aus  der  Rech- 
nung heraus.  Wir  würden  die  Aufgube  14  noch  etwas  allgemeiner 
so  vortragen:  In  einem  Gefäss  befindet  sich  eine  Flüssigkeit  A; 
darüber  steht  eine  leichtere  B\  eine  Kugel  C  (oder  ein  Körper 
von  beliebiger  Gestalt)  sinkt  in  B  unter  und  schwimmt  auf  J: 
man  fragt,  "it  welchem  Tbeil  =ar  die  Kugel  C  in  A  eintaucht. 
Sind  nun  v°»      B9  C  die  speeiüschen  Gewichte  *,  6,  c,  so  heisst 
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das:  wenn  eine  Wasser -Kugel  =r  1  wiegt,  so  wiegt  eine  gleich 


i  ■  »  -i 


A-  Kugel  =a 
ß  -  Kugel  =  0 
C- Kugel  =  <• 

und  dus  Segment  ar  der  A-  Kugel  =  «r.r 

 1—  a:  der  B- Kugel  =  £(1—4:). 


Demnach  ist  für  den  Zustand  des  Gleichgewichts  aa:+b(l — <x)=ct 
folglich 

^    C    Ii 

Der  Herr  Verfasser  hat  h  für  das  hiesige  c  uod  1  für  das  hiesige 

6  S  34 

b  gesetzt.    In  der  13.  Aufgabe  ist  nun  unmittelbar  .r  =  ~^  ==  6$ 

=  0,53908  .  .  .;  und  in  der  15.  Aufgabe,  nach  der  Formel 
c=a^a—b)-\-by  das  gesuchte  «7=0,6.0,9987+0,0013=  0,00052. 

3)  Bei  dem  ballistischen  Problem,  Nr.  37.,  sagt  der  Herr  Verf. 
in  der  AuflÖsuog:  „Da  ein  schief  in  die  Höhe. geworfener  Körper, 
ohne  den  Widerstand  der  Luft,  eine  Parabel  beschreibt,  so  muss 
hier  die  Theorie  dieser  Linie  berücksichtiget  werden/'  Der  Herr 
Verf.  geht  nun  von  der  Gleichung  der  Parabel  aus  uod  beruft  sich 
dabei  auf  sein  bekanntes  Lehrbuch  der  reinen  Mathematik  (6.  AuO.). 
Er  hat  jedoch  weder  in  diesem,  noch  in  seinem  Lehrbuch  der  Phy- 
sik (5.  Aufl.)  nachgewiesen,  dass  die  Bahn  eines  schief  aufwärt» 
geworfenen  Körpers  eine  Parabel  sein  müsse.  Ks  wäre  dabei 
wohl  zweckmässig  gewesen,  das  Fehlende  hier  nachzuholen.  Für 
die  Lösuog  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  scheint  uns  Bekannt, 
schaft  mit  der  Parabel  unmittelbar  gar  nicht  noth wendig,  indem 
mau  sich  an  die  ursprüngliche  Betrachtung  des  Gegenstandes  hält. 
Referent  glaubt  nichts  Unnützes  zu  thun,  wenn  er  in  Kürze  mit 
tbeilt,  wie  er  seinen  Schülern  die  Sache  vorzutragen  pflegt.  In 
Fig.  2.  ües  Buches  sei  AD  =  &  die  Wurfsgeschwindigkeit  in 
1  Secunde.  Man  setze  AP-=.p  und  DP^=.q\  Dm  =  g  sei  der 
Fallraum  in  der  ersten  Secunde.  Wenn  nun  die  Punkte  D",  P\ 
m'  für  eine  Zeit  von  t  Secundeu  eben  das  bedeuten,  was  D\  P,  m 
für  1  Secunde  sind,  so  hat  man 

AD  —k.t^  AP  ==p  .  t-y  D'Pt  =  7 .  t;  Z>W  =  #.  rr 


»  < 


und  es  gilt  demnach  für  die  Höhe  m'P1  r=  h  des  geworfenen)  Kör- 
pers, nach  Ablauf  von  t  Secunden,  die  Gleichung 


A  =  9  .  «  —  g.  #=(?  —  g.  $)t. 

Fflr  den  Bndpunkt  B  dter  Bahn  ist  4  =  0,  felglich  g.t=.y  uod 
#*  =  -!    Die  Abscisse  AP'  wächst  nun  an  zur  Weite  des  Wurfs 

AB,  wenn  die  Zeit  tr=^-  ist;  folglich  ist 
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*  p  >•  .1  *•  •         '  ff 

Da  p  aod  (/  Katheten  einen  rechtwinkeligen  Dreiecks  sind,  dessen 
Hypotenuse  k  constant  ist,  so  wird  das  Produkt  p  .  q  ein  Gross- 
tes,  wenn  p  =  q  ist.    Demnach  findet  die  gros  st  e  Weite  bei 

einem  Elevntionswinkel  DAP  von  45*  statt,  und  sie  ist  =  — , 

weil  in  diesem  Falle  p,g  =  {kk  ist.  Für  zwei  Flevationen,  die 
einander  zu  90°  ergänzen,  also  für  45°  -f-  w  und  45°  —  w>,  werden 
bloss  die  Katheten  p  und  q  mit  einander  vertauscht;  zu  diesen 
Elevationen  geboren  also  gleiche  Wurfweiten.  Zor  Klevatinn 
15°  oder  75°  gehört  die  halbe  grösste  Wurfweite;  dies  folgt 
leicht  aus  einer  einfachen  geometrischen  Construction.    Die  Hote 

h  & 

h  =  (q —  g-t)*  wird  ein  Grösstes,  wenn  —  =  (-- —  t}t  eines 
ist.  Das  Product  zweier  veränderlicher  Zahlen  —  t  und  /,  die 
eine  bestündige  Summe  =  "~r  geben,  bekömmt  aber  seinen  grössten 
Werth,  wenn  die.Factoren  einander  gleich  sind,  — /=s#,  wor- 
aus folgt  /  =  Jj%    Die  grösste  Höhe  gehört  also  zur  halben  Zeit 

des  Wurfs.    Nach  dieser  halben  Zeit  ist  der  Körper  senkrecht  über 

der  Mitte  von  AB.    Darum  gehört  die  grösste  Höbe  SC  auch 

zur  halben   Wurfweite   und   sie    wird  erhalten,   wenn   man  in 

'  "  a 
k  —  <f^t  —  g.tttx\Ttan  den  Platz  setzt        Also  ist 


>vt  V  SCz=±?L —  &  =  22. 

2fi  .  *g 

•  .1.1-  Uk  14 

Bei  der  Flerftrion  45»  ist  qqt=  *kk,  folglich  ist  £C=g=*.£s 

d.  b.  die  grösste  Höbe  beträgt  in  diesem  Falle  immer  ein  Viertel 
von  der  grössten  Weite.  Für  andere  Klevationen,  als  die  in  der 
Aufgabe  vorkommen,  muss  man  natürlich  die  trigonometrischen 
Tafeln  zu  Hülfe  nehmen  $  man  hat  nämlich,  den  Elevationswinkel 
=«*  gesetzt,         .  i  i  « 

cos  //;    ^=/-.sin  */. 


gleichen  Zelten  vor  und  nach  der  halben  Zeit  des  Wurfs  er- 
langt der  Körper   gleiche  Höhe;   dies  folgt,    wenn    man  in 

Az=q  .t  —  g.tt  für  /  zuerst     —  *  uod  dann  ^--M'  setzt.  Da 

aber  zu  solchen  Zeiten  auch  gleiche  Entfernungen  CP  disseits  und 
jenseits  von  C  geboren,  so  ist  klar,  dass  die  ganze  Wurfslinie. 
ASB  durch  SC  in  zwei  congruente  Theile  AS^  SB  getheilt 
wird.  Man  kann  nun  auch  leicht  zeigen,  dass  die  Wurfsliuie  eine 
Parabel  sei.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Bewegung  in  jedem 
Punkte  der  Bahn  aus  einer  verticalen  und  horizontalen  zusammen- 
gesetzt, so  ist  klar,  dass  in  S  die  vertreale  bis  auf  Null  augenum- 
men  hai  und  nur  noch  die  horizontale  t erbenden  ist,  in  Folge 
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welcher  der  Körper  eine  halbe  Parabel  SB  beschreibt,  wie  in 
allen  Elementarbüchern  der  Physik  gewiesen  wird.  Will  man  aber 
lieber  rechnen,  so  sehe  man  in  Fig.  1.  unseres  Baches  SAf=jc 
als  Abscisse  and  MA  =  y  als  Ordinate  an,  und  man  erhält  dann 
aus  dem  Vorigen  leicht  die  Werthe 

woraus,  wenn  man  y  quadrirt  und  ^  als  gemeinschaftlichen  Fac- 
tor absondert,  folgt 

i 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel,  die  —  zum  Parameter  hat. 

4)  Die  Aufgabe  63  hat  der  Herr  Verf.  nur  mit  Hälfe  der  Dif- 
ferentialrechnung  behandelt;  eine  elementare  Auflösung  scheint  ihm 
nicht  beigefallen  tu  sein.  Wir  wollen  hier  eine  solche  mittheilen. 
Ks  handelt  sich  darum,  in  einem  rechtwinkeligen  Dreieck,  deasen 
eine  Kathete  a  gegeben  ist,  die  Hypotenuse  x  und*  die  andere 

xx 

Kathete  y  so  zu  bestimmen,  dass  —  ein  Kleinstes  werde.  Er- 
richtet man  nun  in  dem  Endpunkte  von  ar,  der  y  gegenüberliegt, 
auf  x  eine  Senkrechte,  die  der  verlängerten  y  begegnet,  so  ent- 
steht ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  worin  a  senkrecht  auf  der  Hy- 
potenuse, x  eine  Kathete  und  y  der  eine  der  beiden  Abschnitte 
ist,  in  welche  die  Hypotenuse  durch  a  getheilt  wird.    Demnach  ist 

xx 

die  Hypotenuse  selber  =  — .     Aber  in  einem  rechtwinkeligen 

Dreieck,  dessen  Höhe  a  gegeben  ist,  fällt  die  Hypotenuse  offenbar 
dann  am  kleinsten  aus,  wenn  sie  von  a  halbirt  wird,  d.  Ii.  wenn 
y=a  und  x  =  a\/'2  ist.    Eine  andere  elementare  Auflösung  bie- 
_  tet  die  Trigonometrie  dar  (vergl.  Seite  90,  unten). 

5)  Für  die  Aufgabe  129:  auf  einer  Waage  mit  ungleichen  Ar- 
men das  richtige  Gewicht  eines  Körpers  zu  6nden,  kann  die  Be- 
frachtung wohl  etwas  einfacher  werden.  Die  ungleichen  Arme 
seien  e,  das  wahre  Gewicht  des  Körpers  x\  die  ungleichen  Ge- 
gengewichte />,  p\  Dann  ist  ax  =  dp'  \  **'x  =  ap ;  folglich 
aa'xx"=-aa'pp'  und  XX  =  pp'» 

6)  Auch  die  Auflösung  der  Aufgabe  141  lässt  sich  kürzer  ge- 
ben.  Man  findet  sofort  die  Gleicbuog  (Fig.  15.  des  Buches) 

n  CB 

P=p.  BH .  jjjj 

oder,  wenn  man  das,  womit  p  multiplicirt  ist,  s  nennt,  .P=/».»; 
und  hier  soll  /»  mithin  a,  ein  Grösstes  werden.   Es  ist  aber 

CH  :  CE=mBH  :  x 

folglich  uiuss  %  eine  Senkrechte  von  B  auf  CH  sein.  Diese  Senk- 
rechte fällt  aber  offenbar  dann  am  gröosten  aas,  wenn  CH  am  C 


i 
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so  gedreht  wird,  dass  BC  auf  67/  senkrecht  ist  (Fig.  16.  des 
Buches).  Will  Bau  zur  Differentialrechnung  seine  Zuflucht  neh- 
men, so  gewinnt  die  Auflösung  durch  Einführung  des  Winkels  bei 
U  so  Eleganz.    Nennen  wir  diesen  «#,  so  finden  wir  leicht 

J*=:p(c  .  sin  «  +  «  .  cos  *)* 

Und  hier  wird  der  eingeklammerte  Ausdruck  ein  Grösstes,  wenn 

SP  SC 

tot  •  =  — .    Da  nun  stets  auch  cot  •  =  —  ist,  so  erhalten  wir 

C  G 

aa 

jc^= — ,  wie  im  Buche. 
c 

7)  Bei  der  Aufgabe  143  findet  unter  derselben  Bedingung  ein 
Maximum  statt,  wie  bei  der  Aufgabe  63  ein  Minimum,  weshalb 
die  elementare  Lösung,  die  wir  oben  für  63  mitgetheilt  haben,  auch 
hier  in  Anwendung  kommen  kann. 

8)  Unter  den  76  Aufgaben,  die  das  Licht  betreffen,  kommen 
mehrere  vor,  die  sich  recht  zweckmässig  heim  Unterricht  in  der 
Stereometrie  benutzen  lassen,  z.  B.  Nr.  220.  für  den  Wechsel- 
schnitt  beim  Kegel.  Wir  haben  überhaupt  die  Bemerkung  ge- 
macht, <lass  die  Schüler  in  den  physikalischen  Lehrstunden  we- 
niger Neiguug  zeigen,  einen  Gegenstand  aus  der  Physik  ausführ- 
lich mit  Hülfe  der  Mathematik  eu  verfolgen;  während  sie  mit 
grossem  Interesse  bei  einer  physikalischen  Aufgabe  verweilen,  die 
gelegentlich  in  den  mathematischen  Lehrstunden  als  Anwen- 
dung eines  vorgetragenen  Satzes  behandelt  wird. 

0)  Bei  Gelegenheit  der  Aufgabe  229  mag  die  etwas  schwerere 
hier  genannt  werden:  Auf  einer  geraden  Linie  sind  fünf  beliebige 
Strecken  AB*  BC,  CDy  DE,  E!F  gegeben;  man  soll  den  Stand- 
punkt P  linden,  von  welchem  aus  cfie  beiden  äussersteo  Strecken 
JB,  EF  und  die  mittlere  CD  unter  gleichen  Sehewinkeln  er- 
scheinen. 

10)  Bei  der  Aufgabe  254  können  die  Sinusverhältnisse  füglich 
entbehrt  werden;  die  Auflösung  folgt  kürzer  aus  einem  bekannten 
Satze  vom  Dreieck  mit  einem  halbirleo  Winkel. 

11)  Die  Aufgaben  272  und  273  ober  die  Ortsveränderung  des 
Bildes  bei  paralleler  Bewegung  des  ebenen  Spiegels  hätten  etwas 
kürzer  behandelt  werden  können.  Die  Auflösung  beruht  ganz 
einfach  darauf,  dass  zwischen  a-\-  b  uad  a  —  o  die  Differenz 
=  2£  ist. 

12)  Die  letzte  Aufgabe:  ,,ln  welcher  Entfernung  von  dem 
Mittelpunkt  der  Erdkugel  wird  ein  Körper,  der  sich  zwischen  ihr 
und  dem  Monde  befindet,  von  beiden  Weltkörpern  gleich  stark  an- 
gezogen?" lässt  eine  etwas  elegantere  Auflösung  zu,  wobei  die 
Form  einer  unreinen  quadratischen  Gleichung  vermieden  wird. 
Ist  nämlich  die  Entfernung  der  beiden  Weltkörper  =60  Krdlialb- 
messer;  die  Masse  des  Mondes  =  Vv  der  Erdmasse  (nach  Han 


sen);  die  gesuchte  Entfernung  vom  Mittelpunkte  des  Mondes 
=  jc:  so  ist  nach  dem  Newtoo'schen  Gravitatiousgesetz 

(60 1  x),  =m-T»   SO*«  =  (60 -*•)',  *l/80=:60-*, 

60      __  60(1/80—1)  ' 
*  =  PWT1  =  79  =  M336... 


> 
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So  viel  von  dem  Inneren  des  Buches.  Was  das  Aeussere  desselben 

anlanget,  so  sind  Druck  und  Papier  gut  zu  nennen,  und  zwei 
saubere  Knpfertafeln  (aus  der  Kunstanstalt  von  Herrn  A.  Mädel 
in  Weimar)  gereichen  dem  Buche  zur  besonderen  Zierde.  Das» 
ausser  den  angezeigten  Druckfehlern  noch  einige  wenige  stehen 
geblieben  sind,  wird  man  mit  Schonung  beurtheiien ,  da  es  gar  zu 
leicht  möglich  ist,  dass  man  bei  der  L'orrectur  in  den  Zahlen  und 
Formeln  etwas  Übersieht.  Die  folgenden  Fehler  sind  von  dem 
Herrn  Verf.  selber,  nach  dem  völligen  Abdrucke  de«  Bucht«,  noch 
aufgefunden  worden: 

S.  9  Z.  12  v.  u.  lies  45  statt  25 

-  11  ,    4  v.  u.    -    20    -    30  .  • 

-  44  -    5  v.  u.    -    der  statt  die 

-  53  ist  immer  15,095  st.  15,1  zu  setzen 

-  54  Z.  11  I.  15,095  .  930  st.  15,1  —  930 

-  60  •   10  v.  u.  I.  JDz=:  ßC=zy  st.  JD=zy;  auch  feh- 

len in  der  6teu  Figur  die  Linien  AD  und  CD. 

-  03  Z.  8  ist  nach  „Gleichung"  einzuschalten  „und  der" 

-  73  in  der  Aufgabe  94.  2)  ist  in  den  Ausdrücken  für  sin  % 

und  sin  u  im  Zähler  2r7*  wegzustreichen  (wie  aus  94. 
1.  sogleich  erbellet,  wenn  g=G  gesetzt  wird) 

-  77  Z.  3  I.  122°  23'  st.  165°  31' 

•  12  v.  u.  I.  15,88  st.  18,61  und  Z.  8  I.  125°  28'  tt. 
175°  4' 

-  78  -  3  I.  21'  3"  st.  22'  48". 

.  ■  i).hf«    -KU       ..!  .  :.\  l 

Referent  bat  durch  die  vorstehenden  Bemerkungen  (die  etwas 
mehr  Raum  fordern,  als  sonst  im  Archiv  bei  der  Anzeige  eines 
Buches  üblich  ist  °)  das  Interesse  seiner  verehrten  Herren  üollegen 
für  die  treffliche  Aufgabensammlung,  die  uns  hier  geboten  wird,  in 
Anspruch  nehmen  wollen.  Dass  er  sieb  selber  lebhaft  dafür  in- 
teressirt  und  dem  Buche  eine  fruchtbringende  Verbreitung-  wünscht, 
mag  die  Ausführlichkeit  dieser  Bemerkungen,  wenn  auch  nicht 
rechtfertigen,  doch  entschuldigen. 


°)  Auch  ausführlichem,  so  wertbvolle  Bemerkungen  wie. die  vorlie- 
gende enthaltenden  Recensionen  werde  ich  immer  sehr  gern  einen 
(Matz  in  dem  Archive  einräumen.  G. 


\ 


<  i 
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XIX. 


Einiges  über  die  Eulerischen  Integrale  der 

zweiten  Art 

Von 


Herrn  Doctor  O.  Schlömilch 

zu  Weimar. 


.  .  .•  ■  i 


*•  »• 

Im  3ten  Hefte  des  2teu  Bandes  dieses  Archivs  hat  in  Nf.  XXV. 
der  Herr  Herausgeber  mehrere  der  neuesten  Entwickelungen  in  der 
interessanten  Lehre  von  deu  Eulerischen  Integralen  mitgctheilt. 
Ans  den  dort  aufgestellten  Formeln  lassen  sich  noch  einige  wich- 
tige Satze  sehr  kurz  ableiten,  von  denen  ein  Theil  auf  anderem 
weniger  eiofacben  Wege  schon  gefunden  worden  ist. 

Wir  nehmen  unseren  Auslauf  von  der  in  jener  Abhandlung 
§.  19.  Nr.  7.  entwickelten  Formel: 


d ,  lr{a) 
da 


0  1  (l-H*)*»'  x 

y*«    x  dx        /*»  dx 
o  e     x     Ja  xil  +  x)« 

1  1 

Nimmt  man  im  zweiten  Integrale  1  _^  x~y->  also  ^  =  —  —  1,  so 

wird  y=0  uod  y=  1,  wenn  ^r=roe  und  .r  =  0  geworden  ist, 
und  man  erhält 


./n«)        /»"          dx  f*y*~^dy 


eine  Formel,  die  mancherlei  Anwendungen  fähig  ist 

Man  bemerke  zunächst,  dass  das  erste  Integrul  auf  der  rech- 
ten Seite  von  a  ganz  unabhängig  ist;  schreibt  man  daher  diese 
Gleichung  für  «r=l-f-a  und  «r  =  1  — H  hin',  so  fällt  hei  der 
Subtraktion  beider  Gleicbungeo  das  crott  transeendente  Integral 
weg  und  es  bleibt  blos  die  Differenz  der  beiden  anderen  algebrai- 
schen Integrale  stehen,  welche  man  wegen  der  gleichen  lntegra- 
tionsgränzen  in  ein  einziges  Integral  zusammenziehen  kann.  Mab 
erhält  ab  die  Gleich  u.g: 
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 da  dß~      /•T=+g*  (2) 

welche  man  sonst  auf  einem  Umwege  ableitete  *). 

f.  2. 

Wir  wollen  jetzt  folgende  beiden  Integrale  betrachten: 


r  e-* .  *  und 


in  welchen  n  eine  beliebige  Zahl,  t  einen  positiven  ächten  Bruch 
bedeuten  soll. 

Entwickelt  man  im  ersten  e~*  nach  Potenzen  von  ar,  so  wird 
durch  Integration  der  einaelnen  Glieder: 

Es  fragt  sich  jetzt,  was  aus  dieser  Gleichung  wird,  wenn  man  « 
ins  Unendliche  wachsen  lässt.  Man  erfährt  dies»  leicht,  wenn  man 
sich  aus  der  Theorie  des  Integrallogarithmus  erinnert,  dass 


ist.  Die  Entwickelung  gtebt  hier,  wenn  wir  das  Unendliche  als 
Lim  einer  grossen  Zahl  »  betrachten: 


Ii  (^")  =  /,-^+;.^2_  

-r-Lim  |-*.  +  *  .^--i  .^-f-  |. 

Der  «weite  Theil  ist  die  berühmte  Constante  0,5772156  deren  Be- 
stimmung in  der  Theorie  des  Integrallogarithmus  eine  nicht  uner- 
hebliche Schwierigkeit  war,  welche  Mascheroni  ouf  sinnreiche 
Weise  gehoben  hat.  Vergleichen  wir  diess  mit  dem  Wertbe  unse- 
re* Integrales,  so  ist  durch  Entwickelung  von  /(l  —  t) 


T#T~     *'  1.2 


C=  0,577  . . .,  (3) 


Setzen  wir  ferner  im  zweiten  Integrale,  welches  wir  betrachten, 
für  l_y  die  Reihe:  l-fy+y'+V1 +  •  •,  so  ergiebt  sich 


*)  Legendre:  Traite  des  foncüons  elliptiques,  tome  IL  Cbap.  XIII. 
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f*9<*dy  _  *m        «t^  ««-^ 

/oi^y  ~"«-r-l  "a-f-2       o-i-t"*"  •  '  *  <4>* 

Multiplizireo  wir  die  Gleichung-  (3)  mit  ta  und  ziehen  die  vor- 
stehende davon  ab,  so  kommt 

>af  f'y«dy  _  \    l-t      ,    (1-,)'  , 

^  T    a  -f.  i  ^  *    «-+.2^  '  '  • 

Während  die  beiden  Reihen  (3)  nnd  (4)  nur  für  positive  äcbt  ge- 
brochene t  coovergirten ,  so  converjjirt  die  vorstehende  auch  noch 
für  *  =  1;  vir  erhalten  für  diesen  Werth: 


a  a 


Bringen  wir  auf  der  linken  Seite  die  Gleichung  (1)  in  Anwendung 
und  transponiren  die  Constante  Cs=z 0,5772156  so  erhalten  wir 
das  elegante  Resultat:  # 


eine  für  jedes  positive  a  und  für  negative  o,  deren  absoluter 
Werth  kleiner  als  die  Kinheit  ist,  convergirende  Reihe. 

Sobald  o  zwischen  den  G ranzen  +1  und  — 1  liegt,  läset  sich 
jedes  einzelne  Glied  in  eine  convergirende  Reibe  umwandeln  und 
man  erhält 


da 

-<i>' •*-<£>' -<t  )4+--t 


Nimmt  man  diese  Reihen  in  vertikaler  Richtung  zusammen  und 
bezeichnet  mit  Sm  die  Summe  der  Reibe: 


so  ergiebt  sich: 


170 

g-f- 4 '  a)  =Sta- l>« - . . -Hl>o>i-l.  (6)'), 

Multipliiirt  man  die  Gleichung  mit  da  und  integrirt,  10  ist 

//\l+a)=— ttn-^Ä3o»— iS»a«-+4Ä4«4— -+-l>a>— 1  (7). 

Eine  Constante  ist  nicht  beizufügen,  weil  für  a=s0,  /71(l)=/l — 0 
wird  und  die  rechte  Seite  sich  ebenfalss  annullirt.    Für  negative 

«  ist<  ; 

ÄKl-a)  =  0«H-iÄ,a»-HÄ>a»-f-iÄr4a*4-...>  -|-l>a>— 1.  (8). 

Dil  die  Zahlen  ^4  n.  s.  w.  immer  weniger  von  der  Einheit 

differiren,  je  grösser  der  Index  ist,  so  übersiebt  man  leicht,  dass 
die  Gleichung  (7)  auch  noch  für  « —  j  1  gilt,  was  bei  Formel  (8) 
nicht  der  Fall  ist.  Aua  jeder  vön  beiden  lässt  sich  C  bestimmen, 
wenn  man  a  so  nimmt,  dass  il\\^za)  bekannt  ist.  Dicss  findet 
in  (7)  statt j  wenn,  man  o  =  -f-l  setzt,  weit  dann  =s?0  wird 
und  in  (8)  für  a  =  -r-|,  wobei  IJ\{)=:\iit  ist. 
Durch  Addition  erhält  man 

//T[l+a)-r-/r(l-«)  =  /|/l(l-T-a)/Kl-«)j=/|ona)  /\l-a)| 


Ä  S*a%  +  *****  -**  +  *  *  * 

Durch  Substitution  dieses  Wert  lies  erhöht  man  die  Convergeuz  der 
Reiben  (7)  and  (8)  und  bekommt:      ,  , 

/T(H-  «)  =  ±i£^-Cu- ff,«.  -  ff..-  -  . .  v .  (9) 
-  «)  =  il         •¥  O»  H-  i*,«'  -4-         -t-  •  •  •  -  (10). 


$.  3. 

Die  Formel  (5)  kann  auch  dazu  dienen,  die  Gammutunktion 
I\l  -+-  a)  iu  ein  unendliches  Produkt  zu  verwandeln.  Man  kann 
nämlich  jene  Gleichung  so  schreiben: 


1  1  I 


rr-f- 1  ß-f-2  n-f-J 


*)  Legend re  gebt  gerade  den  umgekehrten  Weg.  Er  findet  suerst  diese 
Formel  und  reduiirt  die  Gleichung  (5)  auf  dieselbe.  Traite  des  fonet. 
eil.  iome  II.  chap.  IX.  et  X. 
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Bezeichnen  wir  die  erste  Reibe  mit  K%  so  ist  durch  Multiplikation 
mit  da  und  Integration  zwischen  den  Gränzen  a  =  a  und  <t  =  0: 

Ca  +  //Kl     «)  =  A«  -  /(l     «)  -     H-  («)  -  A3  H-  «) 

/l  ß  #        ■+-  . . . 

oder 


ffX  1  +  «)  =  (J5T-C)«  -/(l  H-f)~ /(l  + 1)  -  /(l  -r-  j)  - . . . 

Beinerken  wir,  dass  (/f—  C)a  =  /#(^~^pi  ist  und  gehen  von  den 
Logarithmen  auf  die  Zahlen  zurück,  so  ergiebt  sich 

r(l  -f-a)==  


(H-T)  (•         (» -r-T> 


und  wenn  wir  uns  an  den  Werth  von  K  erinnern 

i  •»•:         i    *  r,t. '  ••  .  •      •;;    ,1    s      •     ,    » i 
Hl -H =   ,  e(l-H-H:..-)«   

(i.+  y)(l+£>0+4r)v. 

oder  auch 

<.r«/Ti_|_a)  =  _Sl-.-^L..  -£!_  (is) 

i+j  i+j  i+7 

Schreibt  man  diese  Gleichons*  auch  negative  a  hin  und  multi- 
plizirt  beide,  so  erhält  man  die  bekannte  unendliche  Faktorenfolge 
fiir  sin  an. 

Nimmt  man  in  (12)  a  =  1  und  dann  beiderseits  die  natür. 
liehen  Logarithmen,  so  ergiebt  sich 


Die  Reibe  ist  hinsichtlich  ihres  Bildung» Gesetzes  merkwürdig,  zur 
praktischen  Berechnung  indessen  unbrauchbar  wegen  der  senr  ge- 
ringen Convergenz.  Durch  eine  kleine  Umwandlung  erhalt  m 
hieraus  eine  schon  bekannte  Eigenschaft  von  C.  Gehen  wir  na 
licbjws  zu.  einem  «teri^GJiede,  ao  ist. 
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Die  erste  Reibe  ist  =  At  *  t  •  i  !L^)  =  ■M"« 

C=tUm  11+^  +  4+.... +^rx  —  l«|.  (14) 


j  ■ 

Man  könnte  leicht  einen  allgemeineren  Sott  dieser  Art  aufstellen, 
wenn  man  in  Formel  (11)  a  als  positiv  und  ganz  annimmt.  Er  ist 
indessen  von  keiner  besonderen  Bedeutung. 


Bezeichnen  wir  ^        **" für  den  Augenblick  mit  /(<*),  so 


=J  fd. 

ergiebt  sieb  aus  Formel  (5)  für  o  =  0,  /"(0)  =  —  C.  Nehmen  wir 
daher  in  Gleichung  (2)  0  =  0,  so  ist 

oder,  wenn  wir  uns  an  die  Bedeutung  von  /\o)  erionern  and  im 
Integral  x  für  y  setzen, 

Das  Integral  kann  jederzeit  leicht  ausgeführt  werden.  Denn  was 
auch  a  sein  möge,  so  kann  man  es  durch  die  gehörige  Substitution 
für  x  immer  auf  die  Form 

/o  i—*p 

bringen,  worin  sv,  »,  *»  positive  ganze  Zahlen  sind.  Man  kennt 
aber  den  unbestimmten  Werth  eines  solchen  Integrales,  folglich 
auch  den  zwischen  den  Grausen  0  und  1.    Man  hat  nan  ferner! 

ood  mit  Hälfe  der  Gleickaog  (15) 

wodurch  der  Werth  des  Integrals  links  jederzeit  gefunden  werden 
kann.    Für  /*  =  0  hat  man  sehr  einfach 

I  i 

f*e~*  ixdx  =  -C  =  -  (0,577215« . .)  (17). 

Man  kann  sich  von  dem  Integral  (16)  zu  einem  allgemeineren  er- 
beben, indem  man  kx  für  k  setzt,  wo  k  eine  wi  llkührliche  aber 
positive  Grösse  ist.    Die  linke  Seite  wird  dann: 
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=  f~*t*er^*  dx  +  kM-x  f~xCe-'*  Ix  dx 

1  • 

und  durch  Vergleichung  mit  der  rechten  Seite  in  (16) 
man  nun 


dieses  Resultat  ist  allgemeiner,  weil  darin  eine  willkübrliche 
konstante  vorkouynt. 

Ein  Paar  besterkenswerthe  spezielle  Fälle  sind  folgende.  Für 

oder  für  x  =  t*: 

f~e~**  ltdt=z-         {/k      C+  212)  (19). 

Ist  ferner  in  (18)  p  eine  ganze  positive  Zahl  =  «,  so  bat  man 
T*  H-  1)  =  1  .  2  .  3  . .  . .  «;  ferner 

y^T^T      ==4/o,f 1     * *  *  ~*~  "**  **~^d* 

Folglich  ist: 

y^^^/ar^  =  ^(-C-^-r-l+'+|-h....-t-^J  (20). 

Daraus 
Tbeor 
so  ist 

*  • 

Differenxiirt  man  diese  Gleichung  »  mal  nach  >t,  so  erhält 
leicht 

Vergleicht  man  diess  mit  der  Formel  (20),  so  wird 


Daraus  lässt  sich  leicht  ein  in  die  DifTerenzialrechnung  gehörendes 
rbeorem  ableiten.     Wenn   man   nämlich  in    (18)  /*  =  0  setst, 


V 


174 

*        *.  5. 


Ein  anderweit  bemerkenswert!] es  Resultat  lässt  sich  auf  fol- 
gende Welse  aus  Formel  (2)  ableiten.    Mali  setze  a  =  /*-r-*, 
=  > -t-w.  wo  fi  und  v  für  die  Differentiation  constant  bleiben 
Sailen,  s4  ist: 

■  «•  * 

d.lr(i+p  +  u)         d  .       \       r  +  U)  _    p\xv  —  xf*  . 

du  Tu         —  Jo  l-x   x  ax- 

Bs  werde  nun  beiderseits  mit  du  multiplizirt  und  nach  u  innerhalb 
dir  Grünten  ssa^  *z=ß  iotegrirt,  so  kommt: 

Kehren  wir  auf  der  rechten  Seite  die  Ordnung1  der  Integration  um 
und  iotegriren  zuerst  nach  «>  so  wird  das  Integral 

ixy  —  xt*  ,   (x"  —  xS) 


=  /  —  dx  f   xvdu  —  /  —  dx 

J o   1  — or       J  fi  t/o   1  —x 


Ix 


  /•ijxf  —  x»)  ixt*  —  jtQ  dx 


l  — 

X 


Vergleichen  wir  diess  mit  der  linken  Seite,  so  ist  -  * 

y*i(xn  —  xB)  (xt*-x%    dx         ftl  -+-/»-f-  a)  l\l  -r-  "  -4-  /22\ 

•  — 


r   ,  ! 


eine  Formel,  welche  sich  ebenso  sehr  durch  ihre  Allgemeinheit, 
als  durch  ihren  symmetrischen  Bau  auszeichnet. 


*     ,      #  * 


i  ♦       Iii  .  .        «  , ;     ,  i  > 


.  » 


r 


>  * 
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-  k 


Ueber  das  Fundamentalproblem  der 

und  Dioptrik. 


Voo 


dem  Heraasgeber. 


• —     •  ■      •  ■ 


Ml)1'«  r»  a    |     '  V'l»  <i\:,:i.\nf    n:  i 

Die  Dtuestco  Arbeiten  der  Herren  Scbleiermacher  und  Petzval 
auf  dem  Gebiete  der  Optik  veranlassen  mich ,  dem ..  im  zweiten 
Tbeile  dieser  Zeitschrift  veröffentlichten  Aufsätze  über  , die  GfiiuuV 
furtneln  der  Hatuptrik  und  Dioplrik  noeb  und  nach  einige  andere 
Abhandlungen  über  diese  interessanten  Tbeile  der  Mathematik  fol~ 
gen  zu  lassen,  welche  ich  ursprünglich  in  einem  grössern,  der 
weitern  Ausbildung  4er  Katoptrik  und  Dioptrik  gewidmeten  Werke 
mit  einander  zu  vereinigeu  und  zu  einem  systematischen  Ganzen 
zu  verarbeiten  dachte.  , ,  ,'v,  jf-.jj,,  [it 

In  der  vorliegenden,  die  Reihe  dieser  Arbeite*;  eröffnenden  Ab- 
handlung werde  ich  zuvörderst  eine  neue  Auflösung,  der  Fuoda- 
mentalaufgabe  der  Katoptrik.  und  Dioptrik  zu  geben  versuchen,  da 
mir  diese  Aufgabe,  auch  nach  den  bisherigen  sehr  verdienstlichen 
Arbeilen  über  diesen  Gegenstand,  so  weit  dieselben  zu  meiner 
Kenntniss  gekommen  sio<t,  noch  nicht  mit  der  Geschmeidigkeit, 
Allgemeinheit,  Strenge  und  Eleganz,  wie  man  wohl  wünschen 
möchte,  aufgelöst  worden  zu  sein  scheint;  wobei  ich,  wie  wohl 
kaum  noch  besonders  zu  bemerken  nöthiff  ist,  unter  der  Funda- 
mentalaufgabe der  Katoptrik  and  Dioptrik  die  Bestimmung  des 
Weges  eines  von  einem  gewissen  gegebenen  Punkte  im  Räume 
nach  einer  bestimmten  Richtung  hin  ausgehenden ,  und  an  einer 
Reihe  gegebener  sphärischer  Flächen,  —  denn  auf  solche  bis  jetzt 
allein  in  der  Praxis  vorkommende  Flächen  werde  ich  die  folgen- 
deu  Untersuchungen  einschränken,  wenngleich  eine  Erweiterung 
derselben  auf  Flächen  überhaupt  eine  besondere  Schwierigkeit  nicht 
darbieten  würde  *),  —  eine  Zurückwerfung  oder  Brechung  erlei- 
denden Lichtstrahls  verstehe.  An  die  allgemeine  Auflösung  dieses 
Fundamenlalproblems  sollen  sich  dann  späterhin  verschiedene  spe- 
ciellere  Untersuchungen  anschliessend 


 -  ■  <  *  ■         *  t-  *  1  :  1  *« 

■  ..     :  *  1 1 

*)  Eine  Ebene  kann  immer  als  eine  Kugelfläche  mit  einem  unendlich 
grossen  Halbmesser  betrachtet  werden. 
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Es  seien  überhaupt 

\)y=zAx  +  B,  x  =  Axx  +  B% 

die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  im  Räume  in  Bezug  auf  das 
beliebige  rechtwinklige  Coordinatensystem  der  xnx.  In  dieser  ge- 
roden Linie  nehme  man  einen  beliebigen  Punkt  als  Anfang  eines 
neuen  dem  primitiven  Systeme  der  xyx  parallelen  Coordinaten- 
systens  der  x,y,x,  an.  Dann  sind  nach  den  Principien  der  ana- 
lytischen Geometrie 

2)  y,  =  Axx,  x,  =  Alxl 

die  Gleichungen  unserer  geraden  Linie  in  Bezug  auf  das  System 
der  Jctt/i*f  Die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  einer 
der  beiden  Tbeile  unserer  geraden  Linie,  in  welche  dieselbe  von 
dem  Anfange  der  4?,y,x,  getheilt  wird,  mit  den  positiven  Tbeilen 
der  Axen  der  JC , ,  y,,  x,  einschliesst ,  seien  resuective  a,  /J,  f\ 
and  6ty  cx  seien  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  in 
dem  in  Rede  stehenden  Tbeile  unserer  geraden  Linie  in  dem 
Systeme  der  xxyxxt.  Bezeichnen  wir  dann  die  Entfernung  dieses 
Punktes  von  dem  Anfange  der  jcxyxxx  durch  o,  so  ist  offenbar  in 
völliger  Allgemeinheit 

3)  at  =q  cos  o,  6X  =o  cos  ßt  et  =o  cos  ri 

wie  augenblicklich  erbellet,  wenn  man  nur  überlegt,  das«  nach 
einer  bekannten  Constrmtion  die  geometrischen  Darstellungen  der 
Coordinaten  <r,,  ex  des  Punktes  (ax6xcx)  leicht  erhalten  wer» 
den,  wenn  man  von  diesem  Punkte  auf  die  Axen  der  jrIf  y,,  x, 
drei  Perpendikel  fällt.    Weil  nun  nach  2) 

m 

6tz=Aaxy  c=zAxat 

ist,  so  tat  nach  3) 

.   ■  > 

q  cos  ßsssqA  cos  a,  q  cos  y  =  fi,  cos  o; 
und  folglich 

1  cos  a  cqh  a 

Sind  nun  c  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  durch 

die  Gleichungen  1)  cbarakterisirten  geraden  Linie  in  dem  Systeme 
der  .ryx,  so  ist  nach  1) 

b  =  Aa B>  c  —  Axa-\-Bx\ 

und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  von  den  Gleicbungen 
1)  subtrahirt: 

y  —  £  =  A{jc  —  a),  x  —  c  =  At(je  —  m). 
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Also  lassen  sieb  nach  4)  die  Gleichungen  der  gegebenen  geraden 
Linie  immer  noter  der  Form 

ly-*=^-i  <*-.), 

]J  cot  o  *  " 

oder  unter  der  Form 

61  x~a  y~~ *  __ « —  * 

'  cos  a        cos  ß       cos  y 

darstellen,  wobei  mau  aber  nickt  aus  deu  Augen  zu  lassen  hat, 
dass  hierbei  immer  rechtwinklige  Coordinaten  vorausgesetzt  werden. 

Von  diesen,  übrigens  auch  sonst  schon  bekunnten,  für  das 
Folgende  aber  sehr  wichtigen  allgemeinen  Bemerkungen  über  die 
gerade  Linie  im  Räume  wollen  wir  nnn  zu  unaerm  eigentlichen 
Gegenstande  übergehen. 

f.  3. 

Wir  denken  uns  drei  von  einem  Punkte  im  Räume  ausgehende 
sämmtltch  in  einer  Ebene  liegende  gerade  Linien,  welche  wir  für 
jetzt  die  erste,  zweite,  dritte  gerade  Linie  nennen  wollen,  und  he* 
zeichnen  die  Gleichungen  dieser  drei  geraden  Linien  und  natürlich 
auch  ihrer  Verlängerungen  über  den  gemeinschaftlichen  Ausirati^s- 
puukt  hinaus  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordina- 
tensystem  der  &yx  respective  durch 

/  y  =  aac  =  bat  -f-  g\ 

7)  Jy  =  ar\r -*-fy  %  =  flar  + 

Die  Coordinaten  des  Punktes,  von  welchem  diese  drei  geraden 
Linien  anstehen,  in  dem  angenommenen  rechtwinkligen  Systeme 
der  xyx  seien  px%  q ,,  r, ;  und  die  Gleichung  der  Ebene,  in  welcher 
die  drei  in  Rede  stehenden  Linien  liegen,  sei  , 

8)  Ax  -f-  By  -+-  Cx  -h  D  =  0. 

Ferner  seien  0  und  0,  die  beiden  180°  nicht  übersteigenden  Win« 
kel,  welche  die  erste  und  dritte  gerade  Linie  mit  der  zweiten  ge- 
raden Linie  einschliesseo. 

Weil  der  Punkt  {Pt<Jxrt)  in  jeder  der  drei  geraden  Linien, 
also  auch  in  der  durch  die  Gleichung  8)  charakterisirten  Ebene 
liegt;  so  haben  wir  nach  7)  und  8)  die  folgenden  Gleichungen: 

qt  =  +f,rl=b'pl+g'; 
9i  =«i^.H-/i,  rt=z6tPl  +  gx\ 
und  > 

TM1 IV.  12 
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10)        -h#<7,-h  O,  H-Z>=0. 

■ 

Weil  ferner  jede  unserer  drei  geraden  Linien  nebit  ibrer  Verlän- 
gerung über  den  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt  hinaus  ganz 
in  der  durch  Hie  Gleichung  8)  Charakteristiken  Kbene  liegt;  so  ist 
nach  7)  und  8)  offenbar  für  jedes  a: 

{A  +  Ba  +  Cb)x -f-  B/+-  Cg+Dz=Q, 

(A  +  Bat  -4-  C6,)*+  Bf,  -4-  Cgl      Z>  =  0; 

woraus  sich  unmittelbar  die  beiden  folgenden  Systeme  von  Glei- 
chungen ergeben: 

( A  -4-  Ba  -4-  Cb  =  0, 
U)  ^A-hBa*-*-  C6'=2Qt 
[A+Bax  +  CT,=0 


Bf+Cg>+Dz=^ 
Bfx  +  Cg,  -+-/>  =  <). 

Ferner  ist  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 


13) 


•    ^  —  1  /(g  ~  g')a  H-  (/>  -  b-y  -f-       -  ab)* 

|i,B  * -  "    (n- +     (n-^  +  ir.— 

und  folglich,  wie  leicht  erbellet, 

14)  sin  &  :  sin  0, 

—  1/1+fSP  .  \/  («*  -  * , )'  -+-  K*  -  *,)'  -4-  ~ 
-Fl^+Ä»"  r    (ä-ä')>  +  (ä-ä')'h.(«A'-«'*)*  * 

Wegen  der  Gleichungen  11)  ist  nun 

!A{a  —  a*)  +  £W  -  a'b)  =  0, 
^K-«)+<W-«r*,)  =  0 


und 


2*<>-«')-|-C^-A')  =  0, 

16)  C^1 -*.)  =  ©, 

(/*(«,- «) -4-  C[6t—  £)  =  0; 


oder 
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(A{a  —  «')  =  —  (\aV  —  0>o), 
17)  Urf -.,)*:-  -0^'), 
U«1-a)  =  -C(al*-^1) 

'    *  —  0*  —  a,  a.  — a      r  C 


«i  —  a 

and 


'  a  —d       a'  — «,       0,-0  7" 


Nach  17)  und  18)  hat  man  auch  die  folgenden  Gleichungen 

A*{a  —  a'Y  =  C*{aV  —  0,£)\ 
Ä'(0  —  0')»  ==  C*(l  —  b')*> 

C»(0  —  0')*  3=  C*(0  —  0*)» 

und 

/f»(^- •»)•==  -•,*•)», 

— *l  )*  =       —  *1  )*f 

r»(0-0,)»  =  0(^-0,)». 


Also  ist 


und 


=  i  (« -  «r  h-  -    -h  (0^  -  •/*)«  1 


(^  +  Ä«  +  C)  (0'-0,)* 
=  C»  K #/  -  0 , ) »  +  (ö '  -  b , ) »  -I-  (rf ,  -  0 , V)*  \  ? 

folglich 

{*  —    v,      («*     0 , )» jb'  -  £,)»  -f-  (0'*,  —  0,6')» 

*0  —  rf7  (0  -  40*  -+-(*  —  -Ö^)»  * 

Weil  nnn  nach  14) 

■in  ©•  :  sin  0,* 

_^  1 -+.*,' -f- V  #  (*'  -0,)»  - 0,*)» 

—  l+fl'+A'  '    (0 ~ 0-)> +  (ab' - 0*3)* 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

...  &'  :  ...  e^-y-^iji-  :  (_ -ji)., 

12' 


ulso 


oder,  wenn  wir  annehmen,  dass  das  Verhältnias 

sin  8 
sin  e, 

constant  ist,  und  der  Kürze  wegen 

22)  4^-!-  =  » 
sin  e, 


setzen, 


Da  nach  20) 


und  nach  19) 


ist,  so  ist  auch 


23)  i—^-V    l-J-g.'+V  _  Mi 


fl'-a,  b—bx 
a  —  a  ab'  —  a'A 


— «,       4*^,  — 

■ 

24)  ib~h 'Y    l+±lL±±S  — 


und 


«//-«rt       i-»-«,a-f-V_  » 


§  4. 

Durch  den  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt  unserer  drei  ge- 
raden Linien  denken  wir  uns  jetzt  ein  dem  primitiven  Systeme  der 
xyx  paralleles  Coordinatensystem  der  xtyy%x  gelegt,  und  bezeich- 
nen die  von  den  drei  Linien  mit  den  positiven  Tbeilen  der  Axen 
der  xxi  tf,,  *,  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden  Win- 
kel  durch  u,  /?,  y\  af,  fit  /;  o,,  /?,,  y, ;  so  sind  nach  6)  die 
Gleichungen  unserer  drei  Linien  nebst  ihren  Verlängerungen  über 
den  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt  hinaus  in  dem  Systeme  der 
xyxy  da  px>  r,  die  Coordinaten  des  gemeinschaftlichen  Aua- 
gangspunkts der  drei  Linien  in  diesem  Systeme  sind: 


Ix -Pi       y  — y.  _  »-r, 
cos  a         cos  ß         cos  y ' 
— y-yi  —  *-rf 
cos  «'        cos  ^        cos  y" 
cos  «,        cos  cos  yj 
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und  im  Obigen  ist  also 


f  —  .     o  —  » 

cos  or  cos  o 

—  cosa»    Ö  —cos  a" 

f       _ cos,  ftt      .        cos  y , 
~"  cos  1      cos  a, 


zu  setzen. 

Daher  ist  nach  19) 


fi.  ijf       cos  /I  cos  /  — cos  y  cos  /r\ 
.-. '  C       cos  o  cos  ff  —  cos  £  cos  o' 
cos  ft*  cos  yt  —  cos  y*  cos  flt 
cos  «'  cos  /?,  — cos  ff  cos  «, 

  cos  ßt  cos  y  —  cos  y,  cos  ß 

cos  «,  cos  ß  —  cos  0,  cos  a 


oq\  5  — -  -  co»  «  cos  y*  —  cos  y  cos  a 

™  C  eos  o  cos  /T  —  cos  /J  cos  u 

  cos  a'  cos  y,  —  cos  /  cos  at 

cos  o'  cos  ßt  —  cos  ff  cos  «,  t 
«i  eos  y  —  cos  yx  cos  a 


cos  a,  cos  /I—  cos  /»,  cos  a  » 

*  ■ 

^1  cos  />  cos  /  —  cos  y  cos  ff 

'  B  eos  a  cos  y  —  cos  y  eos  a 

cos  0*  cos  yt  —  cos  /  cos  ßx 
cos  et'  cos  y,  —  cos  y*  eos  at 
cos  /?t  cos  y —  cos  y,  cos  ß 
""cos  a,  cos  y  — cos  yx  cos 

oder,  wie  sian  etwas  symmetrischer  diese  Ausdrucke  auch  schrei- 
ben kann:  1 

A  cos  y  cos  ff  —  cos  ß  cos  y 

'  ß        cos  es  cos  y'  —  cos  y  cos  «* 
_   cos  y*  cos  ßx  —  cos  ff  cos  yx 
~~  cos  tf  cos  yx  —  cos  y*  cos  «j 

 cos  y,  cos    —  cos  ßt  cos  y 

""«W  ß,  cos  y— cos  yx  cos  a* 

/?  cos  «  cos  y  — cos  y  cos  a* 

3™  <7  —  cos  ß  cos  a— cos  a  cos  ß' 

 cos  et  cos  yt  —  cos  y*  cos  ax 

oos     cos  «j  —  cos  a'  oos  ft 

 cos  ct  cos  y  —  cos  yx  cos  « 

~—  cos  0,  cos  ir  —  cos  et,  cos 
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£  =  cos  ß  cos  «  -  COS  «  cos  f 

'   >l        cos  y  cos  /9'  —  cos  0  cos  y' 

■■ 

_  cos  ß'  cns  «,  — cos  u  cos  ff, 
cos  y  cos  0,  —  cos  fC  cos  y, 

cos  />,  cos  a —  cos  a ,  ■  cos  ß 
cos  y,  cos  ß  —  cos  ßx  cos  y* 

Nach  der  Gleichung  23)  ist  ferner 

(cos  ß       cos  f  cos  f _^  cos  y,», 

cos  «        cos  d  \'  "'"Voa  q/  ^lcos  «,   , 

cos  f  _  co»  ß,  J  '  t     (cos  ß     .(521  >>       *  ' 
cos  o'    ~  cos  «,  "^cos  o;        cos  a' 

■  * 

woraus  sich  leicht 

,  cos  a  cos  ff  —  cos  />  co«  «'  vB     cos  g,» -t-cos  cos  yta   a 

*cos  o'  cos  ßx  —  cos  (t  cos         *    cos  a* -t-cos  ß*  -4-  cos  ya    "*~"  » 

d.  i.,  weil  nuch  einem  aus  der  analytischea  Geometrie  bekannten 
Satze 

co*  o*  -H  cos  ß*  ■+-  coa  y*  =  1, 
cos  cc, 3  -f-  cos       -t-cos  y,*  =  l 


ist, 


/  cos  a  cos  ft  —  cos  ß  cos  a  ^  _  a 
'cos  «'  cos  0,  —  cos  j»1  co«  o,'  —  *  » 


und  folglich,  wenn  wir  der  Kurze  wegen 


i  U 


cos  a  cos  ff,  —  cos  jjT  cos  a, 
J5>    COS  <r  cos  0'-ros  /?  cos  a  ~M 

ergiebt. 

Weil  nun  aber  nach  dem  Obigen 

cos  tt*  cos  ßx  —  COS  ß'  COS  «, 

cos  «  cos  ^  —  cos  /I  cos 

 COS      cn.s  yt  — cus  y'  cos  ßl 

coa  ß  cos  f  —  cos  y  cos  ff 

 cos  y'  cos  a ,  —  cos  a'  cos  y, 

cos  y  cos  d  —  cos  (t  cos  y 

ist,  so  haben  wir  nach  35)  die  drei  folgenden  Gleichungen: 
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/  «os  <£  cos  ßl—eoaß'  cos  ax  _  ^ 
l  cos  .«  cos  ff  —  cos  ß  cos  o'  ^' 

Tco.  (f  cos  y,  -  cos  y  cos 
°  '  \  cos  ß  cos  y'  —  cos  y  cos  ^  ^ 

f  cos  y  cos  «,  —  cos  a  cos  yx 
\  cos  y  cos  «'  —  cos  o  cos  /  ^' 

aus  denen  sieb  auch  leicht  die  Relationen 

37)  (cos  ß  cos  /  —  cos  y  cos  p)  cos  a,j 
-H  (cos  y  cos  o'  —  cos  a  cos  yO  cos  ßt  >  =0 
+  (cos  a  cos  p  —  cos  0  cos  a')  cos  y,J 

oder 

38)  (cos  ß  cos  y,  —  cos  y  cos  0.)  cos  a'  \ 
(cos  y  cos  at  —  cos  «  cos  y,)  cos  p|  =0 

H-  (cos  a  cos  /?!  —  cos  ß  cos  a,)  cos  /) 

oder 

39)  (cos  /P  cos  y,  —  cos  y*  cos  ßt)  cos  a 
Hh  (cos  /  cos  a,  — cos  er*  cos  yj  cos  0 
-f-  (cos  a'  cos     —  cos  ß  cos  a,)  cos  y 

ergeben. 

Nach  36)  ist  nun 

cos  ß?  cos  at  —  cos  a7  cos  ßx  =ft{co»  ß  cos  a'  —  cos  a  cos  fP), 
cos  y*  cos  ßt  —  cos     cos  y,  =  /*(eos  y  cos  /P — cos  /?  cos  /), 
cos  a'  cos  y,  —  cos  /  cos  «,  =  /u(cos  a  cos  /  — cos  y  cos  a'); 
und  man  hat  daher  die  drei  folgenden  Systeme  von  Gleichungen: 
cos  o'  cos  «,  =  cos  a'  cos  o,, 

cos  et'  cos  ßt  =cos  jS*  cos  o,  +/*(cos  a  cos  ß'  —  cotß  cos  o*), 
cos  a'  cos  y,  =  cos  y'  cos  o,  -f-  /*(cos  a  cos  /  —  cos  y  cos  o'); 

ferner 

cos  ^  cos  a,  =cos  o'  cos  ßt  -f-/»(cos  ß  cos  a'  — cos  a  cos  £'), 

cos  |P  COS  0,  =C0B  ß*  COS  /?,, 

cos  ß?  cos  y,  =  cos  /  cos  /?,  -h  /t*(cos  ß  cos  y1  —  cos  y  cos  /?'); 
endlich 

* 

cos  /  cos  al  =  cos  o'  cos  y,  -*-f*(cos  y  cos  a'  — cos  o  cos  /), 
cos  /  cos  /?.  =cos  /P  cos  y,  -fr-j*(cos  y  cos  ^  —  cos  ß  cos  yO, 
cos  y'  cos  y,  =cos  y*  cos  y,. 

Quudrirt  »an  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen,  und  addirt  dii 
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dadurch  hervorgehenden  Gleichungen  zu  einander,  so  erhält  man. 
weil  bekanntlich 

<  ■  r 

co»       -4- cos  ßx*  -f- cos  y,*  =  1 

ist,  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

rcos  a'*  =  cos  o"  cos  et," 

-f-  jcos  ß1  cos  a,  -f-f*(cos  a  cos  {?  —  cos  ß  cos  a*)}1 
-h  {cos  y'  cos  o,  -f- p(cos  a  cos  y*—  cos  y  cos  «Ol*» 
jcos  /f*  =  cos  cos 
40)  (  -f-  (cos  er*  cos  0,  -f-p(cos  />  cos  a'  —  cos  a  cos 

-f-  {cos  f  cos  0,  -f- p(cos  0  cos  y*—  cos  y  cos 
[cos  y"=*:cos  y'»  cos  y,* 

«+•  jcos  er*  cos  y,  p(cos  y  cos  ar*  —  cos  «  cos  /)\* 
-+-  |cos     cos  y,  -f-  p(cos  y  cos  ß1  —  cos     cos  y*)\* 

oder  auch 

|   .  COS  /f  COS  «(  -f-/<(C08  a  cos  —  cos  />  cos  «')., 

'  cos  a  sin  o,  ■ 

■  cos  y'  cos  q,  -H/^cos  q  cos  y  —  cos  y  cos  a) 

cos  «'  sin  c»  '  » 

|  _-ico<t      cos  ^iH-Mcog     c0s  «'  —  cos  «  cos  /f).. 
'  cos      sin  /I,  » 

cos  /  cos  ft,  -+-,u(coa  ß  cos  /  —  cos  y  cos  /T) 

cos      sin  ßi  *  ' 

j  .cos  «'  cos  y,  -j-(*(cos  y  ros  a  —  cos  <t  cos  y')., 

*  -  cos  y'  «in  y,  * 

.  .cos  ff  cos  y,  H-/i(cos  y  cos     —  cos  ß  cos  y*)».' 
**" *  cos  y'  sin  y,  '  * 

*  *  *  • 

Durch  gehörige  Kntwickelung  der  ersten  der  Gleichungen  40)  er- 
hält man,  weil  bekanntlich 

cos  o'»  -f-  cos  /F»  -f-  cob  y"  =  1 

ist,  die  Gleichung 

■ 

cos  a'*  =  cos  a," 

l     cos  0*(cos  a  cos  (f-  cos  ß  cos  a')  1 
^l-f-cos  /(cos  a  cos  /  —  cob  y  cos  a')f  °°8  B| 

l  (cos  a  cos  — cos  0  cos  o')1  i 
(-♦-(cos  a  cos  / — cos  y  cos  a')%  ) 

und  folglich 
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cos  «,» 


cos  ß'(coa  a  cos  —  cos  ß  cos  of) 
cos  /(cos  a  cos  /  —  cos  y  cos  af) 


cos  «, 


=  coi  «> 

^  j     (cos  a  cos  |?  —  cos  /?  cos  af)*  1 
i  -h  (cos  a  cos  /  —  cos  y  cos  a1)'  t  * 


Es  ist  abnr 


cos  /P(cos  a  cos  ^  —  cos  /?  cos  a') 
-fr- cos  /(cos  a  cos  /—cos  y  cos  aO 
=  cos  «(cos  /?»•*- cos  /')  — cos  «'(cos  /»  cos  /T-fr-cos  y  coi 
=  cos  a(cos  a**  -fr-  cos  ß**  -fr-  cos  /*) 

—  cos  «'(cos  «  cos  a' -fr- cos  0  cos  /P-fr-  cos  y  cos  /). 

Ferner  ist 

(cos  a  co*  ß  —  cos  /9  cos  o/)* 

-fr-  (cos  a  cot  /  —  cos  y  cos  a')*  . 
=±cos  a*(cos  ß?%  -fr- cos  /*)-+- cos  «"(cos  /?• -fr-cos  y») 

—  2cos  a  cos  a'(cos  /J  cos  ß  -fr-  cos  y  cos 
=  cos  as(cos  o'* -fr- cos  /?"-fr-cos  /*) 

-fr-  cos  «'•(cos  «*  -fr-  cos  /?*  -fr-  cos  y*)  , 


—  2cos  a  cos  «f(cos  «  cos  a*  -fr-  cos  ß  cos    -fr-  cos  y  cos  /). 
Weil  nun  bekanntlich  t- 


41)  cos  0  =  cos  o  cos  «'-fr- cos  ß  cos  ß? -fr- cos  y  cos  y' 


cos  «•  -fr-  cos  /J*  -fr-  cos  y*  =  1; 
cos  a"  -4-  cos      -|-  co«  /*  =x  1, 


und 


und 


(cos  a  cos  ß1  —  cos  /J  cos  a')* 
-fr-  (cos  o  cos  /  —  cos  y  cos  a')1 
=  cos  a*  -fr-  cos  «'*  —  2cos  a  cos  «*  cos  0. 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen 
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« 

cos  a,* -4-2/*(cos  a  —  cos  o'  cos  0)  cos  o, 
=  cos  et"  — /»'(cos  o*      cos  a"  — 2cos  a  cos  o/  cos  ©), 


{cos  o,     Mcos  «  — cos  a'  cos  @){» 
=  cos  a"  —  /»'{cos  o*  -f-  cos  a"  —  2cos  a  cos  a'  cos  0 

—  (cos  a  -—  cos  a'  cos  &)%  | 
=  cos  et*  —  /»*  cos  er**  sin  0* 
=  cos  a"(l— /»»  sin  ©*).  h 

Daher  ist 

cos  ot  -+-/u<cos  o  — cos  a'  cos  =  cos  V\  —p%  sin  &• 
und  folglich 

cos  o,  = —  p  cos  o+  cos  a'(/*  cos  0=±=  l/l  sin 

■ 

Nach  dem  Obigen  ist 

Ä   cos  (f  cos  qt  -f-/i(co»  a  cos  f  —  cos     cos  «') 


COS  « 


cos  y'  cos  cl-t-/u(cos  g  cos  •/  —  cos  y  cos  «') 
^*  *— "  COS  ff* 

Führt  man  in  diese  Gleichungen  den  vorher  gefundenen  Ausdruck 
von  cos  Oj  ein,  so  erhält  man  die  drei  folgenden  Gleichungen,  in 
denen  die  ohern  und  uuteru  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen: 


42) 


cos  at  =  —  (m  cos  aH- cos  a'(/*  cos  ©rtVl —  f**  sin  ©*), 
cos  ßl=s  —  i»  cos  jS-f-cos  /y(/»  cos  Ödb  1^1 —  /»»  sin  0»), 
cos  Yi  =  —  r*  cos  y-4- cos  /(/u  cos  €>±  l/l  —      sin  0»); 
oder 

cos  tt,  COS  o  n  ,   i  A  z — : — jgr 

  ■".  =u  cos  0±k1 — i*a  sin 

COS  ff  ' 

Vorzüglich  entsteht  jetzt  die  Frage,  wie  in  diesen  Formeln  die 
Zeichen  zu  nehmen  sind,  worüber  auf  folgende  Art  eine  bestimmte 
Entscheidung  gegeben  werden  kann,  wöbet  wir  von  nun  au  die 
zweite  gerade  Linie  das  Eiofallsloth  nenuen  wollen. 
Nach  26)  sind 

cos  (f  . 
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die  Gleichungen  der  durch  das  Einfullsloth  und  seine  Verlängerung 
über  den  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt  der  drei  Linien  hinaus 
dargestellten  geraden  Linie.  Sind  nun  o  und  qx  die  Entfernungen 
zweier  beliebigen  Punkte  in  der  ersten  und  dritten  geraden  Linie 
von  dem  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkte  (j9|?t'*l)  der  drei 
Linien;  so  sind  die  Coordinaten  dieser  Funkte  in  dem  Systeme 
der         wie  leicht  erhellen  wird,  in  völliger  Allgemeinheit: 

px  +q  cos  a,  7,-r-o  coa  0,  r,  H-o  cos  y 

nnd 

Pt  H-e,  cos  atl  ?,-*ro,  cos  ßti  r.-r-o,  cos  y„ 

Die  Gleichungen  der  durch  diese  Punkte  der  Lage  nach  bestimmten 
geraden  Linie  sind  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie : 


cos  ß  —  —  cos  /}, 

y  —  9i  —  Q  c°8  /*  =  (x  —  Px  —Q  cos  a), 

cos  a  —  *-  cos  a. 

cos            cos  yt 
ä  — 1*| -<?  cos  y=r  ?  —  ^  cos  «). 

COS  ff—       COS  C,  _  ,  ^  mrfop'* 

'<!..'!. \-Jti\  ksri\.>   l--t1:;!<     ".i,  ,.i    •!{•*-  >  ?    l^ilfit-  >  i  i 

Soll  nun  diese  gerade  Linie  der  durch  das  Einfallsloth  und  seine 
Verlängerung  über  den  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt  der  drei 
Linien  hinaus  dargestellten  Linie  parallel  sein,  so  muss  nach  den 


Principien  der  analytischen  Geometrie  *1  80  bestimmt  werden,  das» 


■  •  i 


cos  ?       C°S  ß  "~  ^  C°S  ^» 

cos      ~  o,  » 

cos  «-^  cosa, 


cos  y  —  ^  cos  y, 

52L^= — 1  2  Ii.. 

cos  a  o.  * 

cos  a  — 11  cos  ff, 

9 

d.  h.,  wie  man  hieraus  leicht  findet,  dass 

^,   cos  a  cos     —  cos  /?  cos  a 

y  cos  rt*  cos  ßt  —  cos     cos  «, ' 
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£,  cos  et  cos  y*  —  cos  y  cos  a 

(f  cos  «'  cos  y,  —  cos  y'  cos  et, 

J}_    COS  «'  COS  ßx  —  COS  g  COS  c, 

^,  cos  c  cos  ß"  —  COS  /S  COS  tt'  * 

£   cos  g'  cos  yt  — cos  y*  cos  «, 

cos  «  cos  /  — -  cos  y  cos  «' 


ist. 


Nach  32)  ist 


r 

■  •  ' 
I 


COS  tt'  cos  ßt  —  COS  /T  COS  C, 

cos  a  cos  /J*  —  cos  ß  cos  «' 

cos  tt'  cos  y,  — -  cos  y*  cos  «, 
cos  a  cos  /  —  cos  y  cos"' 


i  i 


i 


und  die  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  werden  sich  also,  wo- 
bei man  zu  beachten  hat,  dass  —  seiner  Natur  nach  eine  positive 
Grösse  ist,  jederzeit  zugleich  erfüllen  lassen,  wenn  die  Grösse 


cos  a  cos  ßi  —  cos  ft  cos 

COS  «  COS  fT  —  COS  ß  COS  o' 


negativ  ist;  oder  mit  andern  Worten: 
Wenn  die  Grösse  N 


a  cos  ßt  — cos  ß"  cos  at, 
cos  u  cos     —  cos  ß  cos  a' 

negativ  ist,  so  werden  sich  immer  zwei  Punkte,  der  eine  in  der 
ersten,  der  andere  in  der  dritten  geraden  Linie,  von  solcher  Lage 
angeben  lassen,  duss  die  durch  diese  beiden  Punkte  der  Lage  nach 
bestimmte  gerade  Linie  der  durch  das  Einfallsloth  und  seine  Ver- 
längerung Uber  den  gern  ei  nach  oft  liehen  Ausgangspunkt  der  dvei 
Linien  hinaus  dargestellten  Linie  paraHel  ist. 

Nun  erhellet  aber  auf  der  Stelle,  dass  sowohl  bei  der  Re- 
flexion •),  als  auch  bei  der  Refraction  die  erste  und  dritte  gerade 
Linie  immer  auf  verschiedenen  oder  entgegengesetzten  Seiten  der 
durch  das  Einfullsloth  und  seine  Verlängerung  über  den  gemein- 
schaftlichen Ausgangspunkt  der  drei  Linien  hinaus  dargestellten 
geraden  Linie  liegen,  und  dass  es  also  nie  zwei  in  der  ersten  und 
dritten  geraden  Linie  liegende  Punkte  von  solcher  Loge  geben 
kann,  dass  die  durch  diese  beiden  Punkte  der  Lage  nach  be- 
stimmte gerade  Linie  der  durch  das  Einfallsloth  und  seine  Verlän- 
gerung über  den  gemeinschaftlichen  Ausgongspunkt  der  drei  Linien 
hinaus  dargestellten  geraden  Linie  parallel  ist,  indem  von  jeder 
durch  zwei  in  der  ersten  und  dritten  geraden  Linie  liegende 
Punkte  gezogenen  geraden  Linie  die  durch  das  Einfallsloth  und 
seine  Verlängerung  Uber  den  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt 
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hinaus  dargestellte  gerade  Linie  offenbar  nothwendig  geschnitten 
werden  muss.  Daher  kann  weder  bei  der  Reflexion,  noch  bei  der 
Refraction  die  Grösse  . 

WS  tt  cos  ßx  — cos  p  COS  «t 
cos  «  cos  ß'  —  cos  ß  cos  a 

jemals  negativ  sein,  und  ist  folglich  in  allen  Fällen  positiv.  Hier- 
aus, in  Verbindung  mit  der  ersten  der  Gleichungen  36)  und  der 
Gleichung  34),  ergiebt  sich  auf  ganz  unzweideutige  Weise,  dass 

sowohl  bei  der  Reflexion,  als  auch  bei  der  Refraction,  nie  i*= — 

gesetzt  werden  darf,  sondern  immer 

.n 

■ 

gesetzt  werden  muss,  wie  von  nun  an  auch  im  Laufe  der  ganzen 
folgenden  Untersuchung  immer  geschehen  soll. 

Aus  den  drei  Gleichungen  42)  folgt  wenn  man  dieselben  nach 
der  Reihe  mit 

cos  a',  cos  /y,  cos  f 

multiplicirt,  and  dann  zu  einander  addirt: 

cos  a'  cos  a,  -f- cos  ß'  cos  Bx  -f-cos  y'  cos  yt 
=  -^/t(cos  a  cos  a'     cos  ß  cos  ßf  -+-  cos  y  cob  f) 

-T-(C0»  0'»-T-COS  ^»-f-COS  /*)  (p  COS  0±Vl  —  fä*  «U  ©>), 

und  folglich,  weil  •  « 

i  cos  0  =  cos  a  cob  a1  -+-  cos  ß  cos  0*  -4-  cos  y  cob  y*, 
(cos  0t  =  cos  a'  cos  a,  4- cos  /J'  cob  /?,  -f-cos  f  cos 

und 

cos  a/*  H-  cob      -f-  cos  /*  =  1 

ist, 


cob  0,  =  —  A»  cos  Ö-f-Ou-  cob  0±k1  — /*»  ain 

f 

d.  i.  <  i 

46)  cob  0,  =  ±:Vl  —  t**  sin  0*. 

Nun  erhellet  aber  sehr  leicht  mittelst  einer  einfachen  Construction, 
dass  bei  der  Reflexion  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  0 
und  0,  immer  entweder  beide  kleiner  als  90°,  oder  beide  grösser 
als  90°  sind;  dass  dagegen  bei  der  Refraction  der  eine  dieser  bei- 
den 180°  nicht  übersteigenden  Winkel  immer  kleiner  als  90°,  der 
andere  grösser  als  90°  ist.  Demnach  haben  cos  0  und  cos  0, 
bei  der  Reflexion  immer  gleiche,  bei  der  Refraction  immer  un- 

csütsst'  uDd  - e,gebeD  ,ich  d,her  -* w)  ***  die 
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I.  Reflexion. 

1)  Wenn  0<9O°,  d.  h.  cos  ©  positiv  ist,  so  ist  auch 
0,  <90%  d.  h.  cos  0,  positiv,  und  folglich 

cos  0,  =■+-  Vi  — /**  sin  0* 

su  setzen,  also  in  den  obigen  Formeln  die  obern  Zeichen  zu 
nehmen. 

2)  Wenn  0>»9O°,  d.  h.  cos  0  negativ  ist,  so  ist  auch 
0,  ;>90u,  d.  h.  cos  0,  negativ,  und  folglich 

cos  0,  =  — Vi  — /*»  sin  0» 

zu  setzen,  also  in  den  obigen  Formeln  die  untern  Zeichen  zu 
nehmen. 

II.  Refraction. 

1)  Wenn  0<9O°,  d.  b.  cos  0  positiv  ist,  so  ist  0,>9O% 
d.  h.  cos  0t  negativ  und  folglich 

cos  0,  =  —  Vi  —  f*1  siu  0» 

zu  setzen,  also  in  den  obigen  Formeln  die  untern  Zeichen  zu 
nehmen. 

2)  Wenn  0>9O°,  d.  h.  cos  0  negativ  ist,  so  ist  0,  «<9©0, 
d.  K  cos  0,  posijiv,  und  folglich 

cos  0,  =4-1/1-/*»  sin  0» 

zu  setzen,  also  in  den  obigen  Formeln  die  obero  Zeichen  zu 
nehmeu. 

Wir  sind  daher  durch  die  vorhergebende  Untersuchung  jetzt 
überhaupt  zu  dem  folgenden  Resultate  gelangt: 
Es  ist 

* 

47)         M  =  ^ 

cos  0  =  cos  o  cos  af     cos  ß  cos  (?  «+■  cos  y  cos  / 
und 

cos  a,=-s  cos  a-f- cos  a'(p  cos  0±Vl  —  sin  0«), 
cos  —  cos  l-t-cos  pfr  cos  ©il/l-ju'  sin  0»), 
cos  y.  =  —  f*  cos  y-f-cos  /(f*  cos  0=*r  Vi  — sin  0») 

T    I  *<  t 

oder 

C08  p 

■ 
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such 

COB  0,  ===*=Vl— |»"  I 


0N 


mit  der  Bestimmung,  duss  man  in  diesen  Formeln  im  Falle  der 
Reflexion 
dem  0<[9O< 

die  obern  oder  untern  Zeichen  nehmen  muss,  jenachdem  0>9O° 
oder  0<9O»  ist 


e  obern  oder  notern  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach- 
>°  oder  0>9O°  ist;  im  Falle  der  Reflexion  anregen 


».5. 

Im  Folgenden  wollen  wir  uns  nun  immer  die  erste  gerade 
Linie  von  einem  gewissen  Punkte,  dessen  Coordinaten  p.  q%  r  sein 
mögen,  ausgehend  denken,  und  wollen  unter  dieser  Voraussetzung, 
alleu  übrigen  im  Vorhergehenden  eingeführten  Symbolen  die  ihnen 
beigelegte  Bedeutung  lassend,  fernerhin  die  von  der  ersten  Linie 
mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch  den  Punkt  {pqr)  gelegter, 
den  primitiven  Axen  der  xyx  paralleler  Axen  eingeschlossenen, 
180°  nicht  übersteigenden  Wiukpl  durch  er,  ß,  y  bezeichnen.  Dann 
muss  man  offenbar  in  allen  obigen  Formeln  für  et,  ß,  y  respective 
180« -a,  180°  —  ß,  180°—  y  setzen,  und  erhält  dadurch  die  fol- 
genden Formeln. 

Die  Gleichungen  der  ersten  Linie  sind  wie  früher 

„  «      *  _ »  * 

'         n  cos  ß         cos  y 


da  der  Punkt  {pqr)  auch  in  der  ersten 
Ferner  ist: 


liegt. 


50)        M  =  £ 

cos  0  =  —  (cos  a  cos  er* -4- cos  ß  cos  ß'  +  coa  y  cos 
nnd 

coa  a,r=acoiaHr  cos  oty*  cos  0 dz  V\—  /**  sin  0*), 
cos  ßt=f*  cos  /J-l-cos  ß'(fi  cos  0=*=l/l  —  fi2  sin  ©•), 
cos  yt=ft  cos  f-f-cos  ^(p  cos  0=tl/l — f**  sin  0*) 

eos  0=fcl/l— /»»  sin  0», 


cos  gt  —  ,u  cos  q 
cos  er* 


7  .  .  . 
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auch 

cos  0,  =  =fcl/l— /**  sin  0»; 

mit  der  Bestimmung,  dass  man  in  diesen  Formeln  im  Falle  der  Re- 
flexion die  obern  oder  untern  Zeichen  m  nehmen  hat,  jenachdem 
®<90°  oder  6>>90°  ist;  im  Falle  der  Refraction  dagegen  die 
obern  oder  untern  Zeichen  nehmen  muss,  jenachdem  @>90°  oder 

@<90°  ist. 

* 

*  6. 

■ 

Es  sei  nun 

51)  (»-#l).-4-(|,-*1)»  +  (sJ-cl)»=il1« 

die  Gleichung  einer  Kugelfläche,  und  plt  glt  r,  seien  die  Coordi- 
naten  des  Durchschnittspunkts  der  ersten  geraden  Linie  mit  dieser 
Kugelfläche;  so  haben  wir  nach  49)  und  51)  zur  Bestimmung  von 
Pa  9i>  rt  die  folgenden  Gleichungen: 

Pi  —P  __  y.  —7  ___r,l  — r 
Cos  «         cos  ß         cos  y  ' 

\p\  — *i)8~*"(<ri  — ^i)*"**(ri  — ci)*  =  /*i* 


?j-P  =  9i~9  _ 


r,-  r 


cos  a     ~'~  cos  /f         cos  y ' 

■ 

Weil  nnn  wegen  der  *wei  ersten  Gleichungen 

r  _r_(Ci_r)=^'-y>  cos  y-(c,-r)  cos« 
r      ^l        '  cos  « 

ist,  so  ist  wegen  der  dritten  Gleichung 

\Px—P  —  {<*\—P)\%  cos  a*  \ 
+  \{Px-p)  cos  cos  «j'l  =71,»  cos  a\ 

+  \{px—P)  ccWy  — (*,— r)  cos  aj») 

also,  weil  bekanntlich 

cos  o»  -+-  cos  /J*  4-  cos  y*  =s  1 

ist, 

-r-(c,  — r)  cos  y|       — p)  cos  o 
=  [K  -f.  (£,  — — r)*]|  cos  a«, 
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oder,  wenn  wir  der  Kürz*  wegen 

llif.  =(«,  —  z»)  cos  «-*-(£,  —  q)  cos  —  ')  co«  r 

setzen,  wo  Et  bekanntlich  die  Entfernung  des  Punktes  {pqr}  von 
dein  Mittelpunkte  der  gegebeoeo  KugelQäche  ist: 

(Pi—  P)*  —  z»)  cos  a  =  (/t,'  — cos  o'. 

Lösen  wir  diese  quadratische  Gleichung  auf,  so  erhalten  wir 

und  nach  dem  Obigen  haben  wir  daher  überhaupt  die  drei  folgen  - 
den  Gleichungen:  8 

« 

in  denen  natürlich  die  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander  zu 
beziehen  sind. 

Nehmen  wir  nun  den  nach  dem  Punkte  (f»|.7,r1)  gezogenen 
Halbmesser  der  gegebenen  Kugelfläche  als  Einfallsloth  an,  so 
haben  wir  die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen  Gleichungen: 

ax  — px  =Ä,  cos  a', 
bx—7i  =/*,  cos  ß\ 
cx  — r,  =Ä,  cos  Y\ 

also 

co.  «.=^,  cos  f r=c-^-, 

und  folglich  nach  53) 

._«.-y-(A'1dbl''*>»-t-jri»-g1»)  cos  « 

P  Ä,   ' 

^  —  gi-^-C^i^^^'H-Ar.'-^,*)  cos  y 


cos  @  =  — (cos  o  cos  o'-f-cos  ß  cos  f-hcos  y  cos  f) 
Tfcdl  IV.  13 
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ist,  so  erhalteu  wir  aas  54)  mit  Half«  von  52)  leicht 

5a)  cos  0  =  =b   „  '  


*■  7- 

Wir  wollen  nuu  die  erste  gerade  Linie  immer  den  einfallenden 
Strahl,  die  zweite  wie  früher  das  Einfallsloth,  die  dritte  den  aus- 
fallenden Strahl  nennen ,  und  wie  "vorher  annehmen ,  dass  der  ein- 
fallende Strahl  von  dem  Punkte  {f>gr)  ausgehe,  und  die  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  betrachtete  Kugelfläcbe  in ''dem  Punkte 
\P \9\ri)  treffe.  Jenachdem  die  concave  oder  convexe  Seite  dieser 
Kugelfläcbe  der  Richtung,  nach  welcher  der  einfallende  Strahl  von 
dem  Punkte  (pqr)  ausgebt,  zugekehrt  ist,  wollen  wir  sagen,  dass 
der  einfallende  Strahl  die  concave  oder  convexe  Seite  der  in  Rede 
Htehenden  Kugel  flache  treffe. 

Trifft  der  einfallende  Strahl  die  concave  Seite,  so  ist  immer 
<9<:90o;  trifft  dagegen  der  einfallende  Strahl  die  convexe  Seite, 
so  ist  immer  0>9O°;  welches  Alles  mittelst  einer  ganz  einfachen 
geometrischen  Betrachtung  leicht  erhellen  wird. 

Nach  §.  5.  sind  daher  in  den  Formeln 

9 

cos  at=fk  cos  a-f-cos  a'{ß>  ^os  0d=  l/l  —  /u*  sin  0*), 

■ 

cos  /?,=/*  cos  ß~\-cos  pfa  cos  OzkzVl  —      sin  0»), 
cos  y,  =/*  cos  y-r-cos        cos  0dbl/l  —      sin  ©*) 

im  Falle  der  Reflexinn  die  obern  oder  die  uutern  Zeichen  zu  neh- 
men, jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  concave  oder  convexe 
Seite  der  in  Rede  stehenden  Kugelfläcbe  trifft;  dagegen  sind  in 
diesen  Formeln  im  Falle  der  Refraction  die  obern  oder  die  untern 
Zeichen  zu  nehmen,  jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  convexe 
oder  concave  Seite  der  in  Rede  stehenden  Kugolfläche  trifft. 

Nehmen  wir  nun  aber  im  Folgenden  dos  Einfallsloth  mit  dem 
«einfallenden  Strahle  immer  auf  einer  Seite  der  zurückwerfenden 
oder  brechenden  Kugelfläche  au,  so  inuss  man  in  dem  Falle,  wo 
der  einfallende  StrabJ  die  convexe  Seite  trifft,  offenbar  in  den  obi- 
gen Formeln  statt 

0  und  tt',  ß,  y 

respective 

180«  —  0  und  180°  —  a,  180°  —  ^,  180°—/ 

setzen,  wodurch  iu  diesem  Falle  die  obigen  Formein  *)  in  die  fol- 
genden übergehen: 

tos  «,  =/t*  cos  «H-cus  a'fji»  cos  —  /u*  sin  0*), 


*)  Der  oben  in  50)  für  cos  0  gegebene  Ausdruck  bleibt  ungeindert. 
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» 

ton  ßl=f*  cos  */9  «+*  cos  p(fi  cos  0=pl/l  —  p*  nxuW)^ 
cos  ytz=fk  cos  y-t-cos  y't/u  cos  0qpl/l  — /u*  sin  GM). 

toter  der  gemachten  Voraussetzung  rat  daher  allgemein  im  Falle 
der  Reflexion: 

cos  a,  z=p  cos  a-J-cos  a'(/*  cos  0  +  l/l-ju1  sin  0»), 
cos  /S,  =  /t*  cos  ß  -f-  cos  /S'^*  cos  ©-f-V^l — f*3  sin  0a), 
cos  y,         cos  f+cos         cos  0-f-l/l  —  f**  sia  0»); 
und  im  Falle  der  Refraction: 

cos  «,  =  /*  cos  a-f-cos  a'(/t*  cos  0 — —  ft,2  sin  0»), 

X  - 

cos  /?,=/*  cos  /J+cos  ^(/u-  cos  O  —  V\—n*  sin  0»), 

r  .   

cos  y,  =  /»  cos  y-J-cos  y*(/s  cos  0  —  V I  —  /»»  sin  0*). 
Also  ist 

cos  a,  =/*  cos  a-f-cos  a'(/i*  cos  0=fcl/  1  —  j**  sin  0»), 
cos  ßx  z=p  cos  /S-r-cos  cos  Orb  l/l — j*»  sin  0»), 
cos  y,  =/t*  cos  f  +  cos        cos  0=*r  1/ 1  —  j*'  sin  0*); 

wo  im  Falle  der  Reflexion  immer  die  obern ,  im  Falle  der  Re- 
fraction immer  die  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind. 

'in  der  Gleichung  55)  des  vorhergehenden  Paragraphen  ist  das 
obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen,  jenacbdem  der  einfallende 
Strahl  die  concave  oder  coovexe  Seile  der  gegebenen  Kugelfläcbe 
trifft.    Also  sind  auch  in  den  aus  53)  bekannten  Formeln 


oder  in  den  Formeln 


ii/ii.«-«-*,.-*,., 

qi^j  =  X,  ±  VHS  +*.*-«,', 

4 


cos  a  ~ Ä'  —  Ä»K  Ät>  ' 

cos/j  -A|±/{'F 1  Ä75 — * 

cosy-^'-^K1  Ä7~ 

die  ober»  oder  untern  Zeichen  zu  nehmen,  jenacbdem  der  einfal- 

13* 
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lende  Strahl  die  concave  oder  convexe  Seite  trifft.  Nehmen  wir 
nun  aber  den  Halbmesser  /tt  positiv  oder  negativ,  jenachdem  der 
einfallende  Strahl  die  concave  oder  convexe  Seite  trifft,  so  kön- 
nen wir  allgemein 


Px  —P 


cos 

a 

Qi  - 

cos 

ß 

r,  — r 

C08 

Y 

setzen;  oder 

p,  =r  +  (K,  +R,Vl -^—E-l)  co»  o, 

9l  =  f  +  (AT,  +  Ä.V»  -  «o»  ß, 

r,=r  +  [K,  +R,\/l-.ill0D)  cot  ,. 

Halten  wir  die  vorher  wegen  des  Einfallsloths  gegebene  Be- 
stimmung fest,  so  ist  offenbar,  wenn  man  /Z,  immer  als  positiv  be- 
trachtet, 

Ht  cos  a'=ra, — pt) 
Ä.  cos     =  — 

/?,  cos         c,  —  rl  * 

oder 

Ä,  cos  (180*  — «')  =  «, 

/I,  cos  (180°- = 

Ä,  cos  (180*  —  f)  =  eg  —  r,; 

jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  coocave  oder  convexe  Seite 
trifft;  und  folglich 

iÄ,  cos  o' r=     — />, , 

cos  p  =  &t— 
rfc/l,  cos  /  =  r1  —  r, ; 


indem  man  die  obern  oder  untern  Zeichen  nimmt,  jenachdem  der 
einfallende  Strahl  die  concave  oder  convexe  Seite  trifft.  Nimmt 
man  aber  wie  vorher  den  Halbmesser  Hl  positiv  oder  negativ, 
jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  concave  oder  convexe  Seite 
trifft,  so  ist  allgemein 

Ä,  cos  p  =  bx—qyy 
Ä,  cos  /  =  r,i 
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cos  a' 


cos  ß'  =  A-i  ^ 

,     c,  — r, 
cos  ^  — — ; 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

 i 

tx-P  -(AT,  +R]/\  -  ™«  " 

cos   ä;  1  

cos   ä;  1  ; 


cos  a' 


oder 


,      g,  —  p  —  AT,  cos  a 
cos  o  =  — — - — 2j"^  C,)S  al 


cos 


A  — » —  Ä".  cos  /9            J/-      g, »— A\a 
^=_l_Z__l  cos   R  9  1  , 

Weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

cos  0=:.*— (cos  a  cob  a'-f-cos  ,5  cos  /^-fr-cos  y  cos 
ist,  so  erhält  man  aus  den  vorhergehenden  Formeln  leicht 

cos  0  =  y  1  — 


cos 


und  folglich 


Also  ist  nach  dem  Obigen  auch 

+  H-/1,  cos  0)  cos  a, 
qiz=<l  +  {Kx+Ilt  cos  0)  cos  & 
rl=zr-h{Kl^-Jtl  cos  0)  cos  y. 
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*.  8. 

Es  wird  nütbig  sein,  die  im  Vorgehenden  gefundenen  Formeln 
zur  Bestimmung  der  Luge  des  ausfüllenden  Strahles  nochmals 
übersichtlich  zusnmmenzustellen. 

Zum  Grunde  gelegt  wird  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coor-  ' 
dinatensystem  der  xyx. 

Gegeben  sind: 

die  Coordinaten  //,  qy  r  des  Punktes,  von  welchem  der  einfallende 
Strahl  ausgeht; 

die.  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  a,  /?,  welche  der  ein* 
fallende  Strahl  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch  den  Punkt 
iP9r)  gelegter,  den  primitiven  Axen  der  ac,  y>  x  paralleler  Axen 
einschliesst; 

die  Gleichung  der  zurückwerfenden  oder  brechenden  Kugelfläche, 
nämfich  die  Gleichung 

(a:-«,)>-f-(y-Ä1)»-T-(a-c1)»  =  ÄI», 

wo  der  Halbmesser  Rx  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  wird, 
jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  coneave  oder  convexe  Seite 
dieser  Kugelfläche  trifft. 

Gesucht  werden  die  Coordinaten  plf  qx>  r,  des  Einfallspunkts, 
in  welchem  der  einfallende  Strahl  die  gegebene  Kugelfläche  trifl't, 
und  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  der  \on  dem 
Punkte  (/',<7,r,)  ausgehende  ausfallende  Strahl  mit  den  positiven 
Theilen  dreier  durch  den  Punkt  (/',?,'*,)  gelegter  den  primitiven 
Axen  der  ar,  y%  %  paralleler  Axen  einschliesst. 

Zur  Berechnung  dieser  sechs  Grössen,  durch  welche  die  Lage 
des  ausfallenden  Strahls  offenbar  vollkommen  bestimmt  wird,  hat 
njan  nach  dem  Obigen  die  folgenden  Formeln. 

Zuerst  berechnet  man  die  Grössen  Ex  und  Kx  mittelst  der 
Formeln 

JSt  =  V  (ex,  -  VY  -+-  {At  +  r)\ 

Kx  =  («,  — cos  «-+-(£,  —  (/)  cos  ß-\-(ct  —  r)  cos  y% 

und  hierauf  den  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  &  *)  mittelst 
der  Formeln 

~      \A      (Ex  +  Kt){Bx-Kx) 

cos  &  ==  y  i  

oder 


.  1 /(£,-+-*,)  {£,-*.) 
sin  (y  =  y  jj-i  • 


Dann  ergeben  sich  die  Coordinaten  plt  qLi  r,  mittelst  der  Formeln 
px  =  //H-(/i,  H-Ä,  cos  0)  cos  o, 


")  Man  sieht  übrigens  aus  dem  folgenden  Ausdrucke  von  cos  9,  das* 
unter  den  oben  gemachten  Voraussetzungen  der  Winkel  6  nie  90° 
übersteigt. 
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qx  v=zq-+{K,  -t-Ä,  cos  ©)  cos  0, 
r,  =  r  -f-       H-Zlj  cos  0)  cos 

und  hierauf  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  «\  y'  mit- 
telst der  Formeln 

o,      6t  —  7l 
cos  ß'z=—j£*-y 


,     Ci  — r. 

Endlich  erhält  man  die  180°  nicht  Übersteigeoden  Winkel  0 
y,  mittelst  der  Formeln 


cos  a,  ==/*  cos  aH-cos  a'(f*  cos  ©zfcl^l — /u1  sin  ©*), 
cos  ßi  =  f*  cos  /?+cos  cos  QdkzV\  —  fi%  sin  0»), 
cos  y,  =/u  cos  yH-cos  yff*  cos  /*'  sin  0*); 

in  denen  im  Falle  der  Reflexion  die  obern,  im  Falle  der  Refraction 
die  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind. 

Durch  Einführung  einiger  Hunswinkel  kann  man  sich  die 
Rechnung  nach  diesen  Formeln  erleichtern. 

Berechnet  man  die  iiülfswinkel  m  und  tf>  mittelst  der  Formeln 

j 

1 

tong  <jp  — 

b ,  —  7    c,  —  r 

tang  t//      (ot  —  />)  cos  y      (o,  — /»)  sin 

l  * 

so  ist,  wie  man  leicht  findet, 


Nimmt  man  nun  ober,  was  offenbar  verstattet  ist,  wenn 

bx—  q  und  ct—r 

positiv  positiv 

negutiv  positiv 

negativ  negativ 

positiv  negativ 

ist,  (p  so,  doss  respective 

0<9<  90°, 
90»<y<180°, 

270» 
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ist,  so  bat  cos  9  mit  b. — g  stets  ei  Derlei  Vorzeichen,  and  das 
Vorzeichen  von  tang  tff  hänßt  also  bloss  von  «,  —  p  ab.  Nimmt 
man  dann  ferner  ift  stets  positiv  und  nicbt  grösser  als  180°,  so  hat 
cos  ip  einerlei  Vorseichen  mit  a, — pt  und  man  kann  also  unter 
diesen  Voraussetzungen  immer 

1  COS  l}> 

setzen. 

Berechnet  man  ferner  den  Hülfswinkel  m  mittelst  der  Formel 

sin  o>  =  /u  sin  0, 
und  nimmt  w  nicht  grösser  als  90°,  so  ist 

V 1  —  /»*  sin  0*  =  cos  tu, 

und  folglich,  weil 

 sin  tu 

sin  8 

ist,  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet: 

sin  <a  ,  sin  (w  ±  9) 

cos  a,  =cos  a  -^-4- cos  a      ain  g  , 

sin  w  sin  (<o=fc  9) 

cos  /?,  =cos  /?  cos         8ine  , 

sin  a»  .  sin  (to  ä=  0) 

cos  Yl  =cos  y  cos  y'     sin  e  ; 

wo  im  Falle  der  Reflexion  die  obern,  im  Falle  der  Refraction  die 
untern  Zeichen  zu  nehmen  sind. 

Daher  sind  die  bequemsten  Formeln  zur  Auflösung  unserer  Auf- 
gabe die  folgenden: 

Ct  —  r 

tan*  W  —      b%~9       =  c»~r 
8  v      («1  —  P)  cos  <p       («,  —  p)  sin 

_g,  -p 
Ä'  —  cos  *p  ' 

Ä,  =(a,  —  ;>)  cos  —  7)  cos  /?-f-(c,  —  r)  cos 


Ä  1/(1,-1-*,)  (ig,  —  A*,)  .  Ä 
sin  0=y  — — — ^-^J  sin  w  =  /tt  sin  0; 

/>,  =^-f-(Ä'1  H-Äj  cos  0)  cos  a, 
ql=q-\-  (Ä",  -+-  /l,  cos  0)  cos  /?, 
r,  =  r  +  (JT,  -+-/*,  cos  0)  cos  y, 


Digitized  by  Google 


cos  y*: 


sin  t>  ,  sin  (<u  ±  e) 

=  co»  «  ^-e^-C09  °     sine  ■ 

ö  a  sin  a>  Ä  sin  (»=fcO) 

cos  /?,  =cos  ß  ^^-f-cos  F      K.n  „ 


cos  y,  =  cos  y 


sin  a> 


cos 


sin  (cü±#) 
sin  0  * 


Wie  die  Winkel  9,  o>  genommen  werden  müssen,  ist  aus 
dem  Obigen  bekannt;  der  Winkel  0  ist  nie  grösser  als  90*  zu 
nehmen. 

Die  Gleichungen  des  ausfallenden  Strahls  sind 


Wenn  die  Gleichungen 


■:  pi  »■ 

+  (y  -  40*  H-  (*- c*)»  =  Rk* 

mehrerer  zurückwerfenden  oder  brechenden  Kugelfläcben  und  die 
Zurückwerfungsverhältnisse  °)  oder  die  Brechungsverhältnisse  für 
je  zwei  durch  diese  Kugelflächen  von  einander  getrennte  brechende 
Media  gegeben  sind,  so  hat  es  nun  uuch  nach  dem  Vorhergehen* 
den  nicht  die  geringste  Schwierigkeit  mehr,  die  zur  Bestimmung 
der  Lage  des  letzten  ausfallenden  Strahls  erforderlichen  Formein 
zu  construiren.  Weitere  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand 
nnd  Anwendungen  der  im  Vorhergebenden  gewonnenen  allgemei- 
nen Formeln  behalten  wir  aber  spätem  Abhandlungen  vor. 




*)  Man  vergleiche  über  den  hier  immer  suin  Grande  gelegten 
Begriff  der  Zurackwerfung  Archiv.  Tbl.  II.  S.  147.  Note. 


►  W.  ..t:  f 


)  I 


■   El  H, 


Digitized  by  Google 


i 


Drei  Eigenschaften  der  Oberflachen  zweiter 
Ordnung  und  ihrer  conjugirten  Halbmesser. 

Von 

Herrn  A.  Göpel 

zu  Berlin. 


I. 

Wenn  die  Summe  der  Quadrate  der  aus  n  gegebenen 
Punkten  auf  eine  Ebene  gefällten  Normalen  constant 
ist,  ao  berübrt  diese  Ebene  beständig  eine  centrale 
Oberfläche  zweiter  Ordnung,  deren  Mittelpunkt  im 
Schwerpunkt  der  n  Punkte  liegt  und  deren  Axen  mit 
den  Hauntaxen  des  Systems  der  n  Punkte  zusammen- 
fallen (S.  Litt.  Beriebt.  Nr.  XII.  S.  191)  und  deren  Brenn- 
punkte eine  bestimmte  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
haben. 

Ehe  ich  zum  Beweise  dieses  Satzes  sehreite,  rufe  ich  einige 
elementare  Sätze  der  analytischen  Geometrie  ins  Gedächtniss  zu- 
rück. 

Die  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  in  Bezog  auf 
ihren  Mittelpunkt,  als  Anfangspunkt,  und  ihre  (rechtwinkligen) 
Bauptaxen,  als  Coordhiatenaxen,  ist: 

1)  Aa*  -\-#ß*-+-  Cy*  =  1. 

Ihre  Balbaxen  sind  der  Reihe  nach  \/^j>  |/^>  J/^r»  wie  man 

findet,  wenn  der  Reihe  nach  y=ü,  *  =  0;  j«  =  0,  &=zQ\  ar=0, 
y  =  0  gesetzt  wird.  Die  Gattung  der  Oberfläche  wird  leicht  an 
den  Zeichen  von  At  /?,  C  erkannt.  Sind  alle  drei  positiv,  so 
sind  alle  drei  Halbuxen  reell  und  man  bat  ein  Ellipsoid.  Ist  eine 
der  Grössen  Ay  B,  C  negativ,  so  wird  eine  Halbaxe  imaginär,  und 
die  Gleichung  gehört  einem  einhülligen  Hyperboloid  an.  Sind  zwei 
derselben  negativ,  so  liefert  sie  ein  zweihülliges  -Hyperboloid. 
Diflferenziirt  man  die  Gleichung  1),  so  hat  mau 

2)  Aada  +  Bß<iß+Cydy  =  0. 

Betrachtet  man  hier  o,  ß,  y  als  beliebig  gegeben  und  unveränder- 
lich, so  stellt  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  da, 
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<4>,  dy  unendlich  kleines,  um  den  Punkt  (a,  ß,  y)  herumliegen- 
des  Stück  der  krummen  Oberfläche  dar.  Du  sie  vom  ersten  Grade 
ist,  so  wird  sie  die  Gleichung  eioer  Ebene,  welche  die  Oberfläche 
im  Punkte  (a,  ß>  y)  berührt,  wenn  man  Statt  der  unendlich  kleinen 
vom  Berührungspunkte  an,  gezählteu  Coordinaten  da,  dß,  dy  die 
endlichen  ar  —  a,  y  —  ß}  x  —  y  setzt,  wo  x,  y,  %  die  laufenden 
Coordinaten  bedeuten;  nämlich 

3)  Aa\x  -  a)     ßß{y  -  ß)     Cy{*  -  y)  =  0. 

Addirt  man  hiexu  die  Gleichung  1),  so  ergiebt  sich 

-     4)  Aa*+-Bßy+Cy*  =  \ 

als  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  (a,  ß,  /),  Diese 
Gleichung  stellt  zugleich  die  ganze  Schaar  der  Tangentialebenen 


vor,  wenn  mau  den  a,  /?,  y  alle  möglichen  der  Gleichung  1)  {renn- 
genden  Wertbe  giebt.    Wenn  umgekehrt  die  Gleichung  einer  Ebene 

5)  pas  -h  qy     rat  =  D 

gegeben  ist,  so  findet  man  sehr  leicht  die  zwischen  py  q.  r,  D 
stattfindende  Bedingungs^leichupg,  damit  sie  die  Oberfläche  1)  be- 
rühre.   Es  rauss  nämlich 

pz=AaD,  q  =  BßD,  r=  CyD 

sein;  eliminirt  man  hieruus  mit  Hülfe  der  Gleichung  1)  o,  ß  und  y, 
so  bleibt  als  Bedingungsgleichung 

Bedeuteu  nun  p,  q>  r  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  eine 
durch  den  Anfangspunkt  gehende  Gerade  mit  den  Coordinatenaxen 
macht,  so  ist 

Sind  ferner  y,  %  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes,  so 
bildet  sein  Leitstrahl  mit  den  Axen  Winkel,  deren  Cosinus  be- 
ziehlich  . 


sind.  Der  Cosinus  des  Winkels,  den  derselbe  mit  der  Geraden 
(p,  qt  r)  bildet,  ist  daher 


  px  -h  yy  -f-  /•< 

die  Länge  des  Leitstrahls  ist  V xx  -h  y*  -f-**>  und  folglich  ist 
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p&-+-  gy-\-rx  die  Projection  desselben  auf  die  Gerade  (/>,  r). 
Es  werden  also  der  Gleichung  5)  , 

pa:-hqy-\-rx  =  B 

alle  diejenigen  Punkte  y,  *)  genügen,  deren  Projectionen  auf 
die  Gerade  r)  um  D  yom  Anfangspunkt  entfernt  sind.  Folg- 

lich ist  obige  Gleichung  diejenige  einer  Ebene,  'deren  Abstand  vom 
Anfangspunkt  gleich  ZTist  und  deren  Normale  mit  den  Axen  Winkel  . 
von  den  Cosinus  pt  qt  r  macht.    Die  Gleichung  einer  Ebene  kann 
immer  auf  die  obige  Form  gebracht  werden;  denn  sollte  in  der 
Gleichung 

nicht  -f-r,»  =  l  sein,  so  darf  man  nur  beide  Seiten 

durch  Vpl*-^-ql*  -t-r,*  dividiren,  um  sogleich  die  gewünschte 
Form  zu  erhalten. 

Seien  nun  jr,,  y,,  *, ;  x%i  y„  *,;  xn,  yn»  *«  die  Co- 

ordinaten  der  in  dem  Lehrsatze  gegebenen  n  Punkte;  sei  ferner 

pjc-i-fy-+-rx=D, 

wo  p%  -f-y*  -f-  r"*=  1>  die  Gleichung  der  fraglichen  Ebene.  Wenn 
man  den  Punkt  (.r.y,*,)  auf  die  Normale  (/>,  */,  r)  projicirt,  so  ist 
dem  Obigen  zufolge 

der  Abstand  dieser  Projection  vom  Anfangspunkt;  mitbin  ist 

8)  pxt+wt-irrxr  —  D 

• 

der  Abstand  derselben  von  der  in  Rede  stehenden  Ebene.  Aehn- 
liche  Ausdrucke  erhält  man  für  die  übrigen  Punkte  ) 
u.  s.  w. 

Wir  wollen  jetzt,  den  Lehrsatz  ein  wenig  verallgemeinernd, 
die  Quadrate  dieser  Abstände  mit  beliebigen  Coefficienten  m,, 
<wa,  m„  mnltipliciren  und  dann  addiren.  Auf  diese  Weise  er- 
halten wir  zwischen  den  Bestimmungsstacken  der  Ebene  (/»,  q,  t, 
D)  die  folgende  Bedingung: 

9)  M^Xt+Wi+rXi—DY 

m*ip*%  +  W*  +  rx%  —  Dy  k 

-4-  mnipxn  -h  qy*  -\-rXn  —  D)* 

wo  K  eine  Constonte  ist.  Bedienen  wir  uns  der  Summenzeichen 
S  und  entwickeln  wir  die  Quadrate,  so  erhalten,  wir 

10)       p*8{ma:%)  -+-  2qrS{myx)  —  2DpS{mx)  1 
-4-  9*ß{my*)  -+-  IrpStym*)  -  *D9S{my)\  _ 
H-  r*£{«t**)  +  2pqS(nucy)  —  2DrS{mx)\ 
«(es) 
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Denken  wir  uns  nun  die  gegebenen  n  Punkte  mit  den  Massen 

SS*  behaftet,  und  stellen  wir  uns  den  Anfangspunkt 
und  die  Coordinatenaxen  in  dem  Schwerpunkt  und  den  Haupt- 
(trägheits)axen  dieses  materiellen  Systems  vor,  so  ist  den  Giemen- 
ten  der  Statik  zufolge: 

11)  S(ma:)==S(my)=S(mx)=8(mfjz)  =  S{mzx)==S{m*y)=z0. 
Führt  man  ferner  die  folgenden  Bezeichnungen  ein: 

12)    P=  S(m*r>),  Q=:S(my%  R  =  S(m%*), 

so  stellt  Bich  die  Bedingungsgleichung  10)  folgender  messen  dar: 

13)   Pp*  -+-  Qq*  -h  Rr*  -f-  MD*  =  Ä', 

oder,  wegen  p*  -+-  q*  -f-  r*  =  1,  so: 

14)   MD*  =  {K-  P)p*  -f-  (K-  Q)9*  -f-  (IC —  Ä)r ». 

Diese  Gleichung  hat  dem  Vorhergehenden  zufolge  genau  die  nöthige 
Form,  damit  die  Ebene  5)  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  be- 
rühre, deren  Hittelpunkt  und  Hauptazen  in  den  Anfangspunkt  und 
die  Coordinatenaxen,  d.  h.  in  den  Schwerpunkt  und  die  Haupt* 
axen  des  erwähnten  materiellen  Systems  fallen.  Hiemit  ist  der 
erste  Theil  deii  Lehrsatzes  erwiesen. 

Die  Halbaxen  dieser  Oberfläche  erhält  man  durch  Vergleichung 
Ton  14)  mit  0);  nämlich 

i(u    1       K—P    1       K—g    1  K-K 

15)  1  =  "s~v 's  =  -^r->  c  =  Tf-- 
Iii 

Nun  sind  -j,  -p  -g,  wie  zu  Anfang  erwähnt  worden,  beziehlich 

gleich  »*,  &*,  c*9  wenn  a,  c  die  halben  Axen  der  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  bedeuten.  Es  sind  daher  wegen  15)  die  Differenzen 

«*  —      6* — €*,  c* — a* 

von  der  Constanten  AT  unabhängig;  woraus  wir  schliessen,  das» 
die  zu  verschiedenen  Wertben  von  K  gehörigen  krummen  Ober- 
flächen 8ämmtlich  confocal  sind.  Hiermit  ist  auch,  der  zweite 
Theil  unseres  Lehrsatzes  erwiesen. 


II. 

Je,  zwei  Ternionen  conjugirter  Halbmesser  einer 
krummen  Oberfläche  zweiter  Ordnung  liegen  in  einer 
Kegelfläche  zweiter  Ordnung. 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  Kegelfläche  in  Bezug  auf  drei 
beliebig  durch  ihre  Spitze  gehende  Axen  ist 

1)   £4r>+Jry +AV+/V*+&*H-ifcry==0. 
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Wenn  die  drei  Axen  auf  ihrer  Oberfläche  liegen,  so 

L=:JH=zXz=Q 

sein;  weil  alsdann  die  Gleichungen  y  =  0,  s  =  0;  s  =  0,  ,r  =  0; 
.r  =  0,  y  =  0  ihr  genügen  müssen.   Man  hat  daher 

2)  *  + 

'sc       y  x 

uls  Gleichung  einer  durch  die  drei  Coordinatenaxen  gebenden  Ke- 

gclfläche.    Die  Gerade,  deren  Gleichung 

3)    a:  :  y  :  x  =  p  :  q  :  r 
ist,  wird  daher  in  dieser  Fläche  liegen,  wenn  pt  qy  r  der  Gleichung 

sfenügen. 

Sind  nun  (o,  ß,  y),  (tf,  (F,  («">  ß",  f)  die  auf  der  Ober- 
fläche  zweiter  Ordnung 

5)  Aa*  +  Bß*  +  Oy*  =.\ 

liegenden  Endpunkte  dreier  conjugirten  Halbmesser,  so  ist  der  De- 
finition derselben   zufolge   die  Tq 


'an^entialebene  an  einen  di 
Punkte  parallel  mit  der  von  den  LeiUtrnhlen  der  beiden  anderen 
gebildeten  Kbene.    Die  Gleichung  der  Tangentialebene  am  ersteu 
Punkt  ist  aber 

6)  Aax  -+-  Bßy-+-  Cy%  =  1 ; 

wird  durch  den  Anfangspunkt  eine  Ebene  mit  dieser  parallel  ge- 
führt, so  ist  deren  Gleichung 

7)  Aaa?-+~  ilßy  ~h  Cy%  =  0; 

in  dieser  Kbene  liegen  aber  der  zweite  und  dritte  Punkt.  Folg- 
lich ist 

iAaa'-\-Bß(F  +  Cy/  =  0 
'  f  Aa"a  -f-  BßTß  +  Cfy  =  0; 

und  auf  dieselbe  Art  findet  sich  noch  die  zugehörige  Gleichung 

8)   Aa'ct' +  B?ß"  +  C/y»  =  0. 

Führt  man  nun  die  Bezeichnungen 

9>  Aaa!a!'z=P,  Bßß'ß"=Qt  Cyy'f=zR 
ein,  so  kann  man  jene  drei  Gleichungen  auch  so  schreiben: 
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«       ß  Y 
10) /~  H-^  4-4  =  0 

mitbin  genügen  die  drei  Punkte  (a,  ß,  y)  (a\  ^)  (o",  /T,  ^) 
der  Gleichung 

*£+}  +  #-.,■-■•■ 

und  folglich  liegen  die  durch  sie  bestimmten  drei  conjugirten  Halb- 
messer uuf  der  von  dieser  Gleichung  ausgedrückten  Kegelfläche. 
Diese  KegelQäche  geht  aber  durch  die  drei  Coordinatenaxen;  also 
liegen  sctoesslich  diese  conjugirten  Halbmesser  mit  denjenigen,  auf 
welche  wir  die  Gleichung  5)  bezogen  haben,  auf  einer  und  dersel- 
ben Kegelfläcbe  zweiter  Ordnung. 


■  v 

<        ■  \  V- 


111. 

Je  zwei  Ternionen  conjugirter  Durchmesserebenen 
einer  Oberfläche  »weiter  Ordnung  berubren  einen  Ke- 
gel zweiter  Ordnung.  * 

Wenn  man  in  der  obigen  allgemeinen  Gleichung  der  Kegel* 
fläche  der  Reihe  nach  «r  =  0,  y  =  0,  *  =  0  setzt,  so  erhält  man, 
et,  ß,  y  für  .r,  y,  %  setzend: 

iMß*  +  Ny*+PßY  =  b 
1 )  j  Ay*  -h  La*      Qya  =  0 
{La*  +  Mß*  +  Raß  =  Q. 

Jede  dieser  Gleichungen  liefert  zwei  Gerade,  als  Durchschnitte  der 
Kegelfläche  mit  den  drei  Coordinatenebenen.    Setzt  man  nun 

2)   P*  =  MMN,  Q*  =  AAL,  R*  =  ALM, 

so  werdeu  obige  Ausdrücke  vollständige  Quadrate  und  liefern  also 
jede  nnr  eine  Gerade.  Doter  den  Bedingungen  2)  wird  folglich  der 
Kegel  die  drei  Coordinatenebenen  berühren.  Man  erhält  aus 
ihnen 

Die  oberen  Zeichen  würden  die  Gleichung  des  Kegels  zu  einem 
vollständigen  Quadrate  machen;  mithin  gelten  die  unteren.  Nach 
Substitution  der  Wertbe  3)  bat 
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als  Gleichung  einer  die  drei  Coordinaten  ebenen  berührenden  Ke- 
gelfläche. 

Difierentiirt  man  und  setzt  dann  jt  — o,  y  —  ß,  %  —  y  für  da, 
dß,  dy,  so  wird  die  Gleichung  einer  Tangentiale^ 


oder  nach  Addition  von  4) 

-m*-£-£>*=°- 

Führt  man  jetzt  die  folgenden  Bezeichnungen  ein: 

At       —  _  £  _  Z  „—  *      x  _  iL    — iL  —  iL  _  L. 


ho  ist 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  redusirt  sich  die  Gleichung  der 
Kegelfläche  4)  auf 

7)  -  +  -  -f--  =  0 

I 

und  die  ihrer  Tangentialebene  5)  auf 

Die  Ebene  [pt      r),  nämlich  deren  Gleichung 

9)  pa:-h(?y-hrx  =  0 

ist,  berührt  daher  den  Kegel  4),  wenn,  wie  sieb  durch  Vergleichung 
von  9)  mit  8)  findet, 

ist. 

Für  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichung 
11)  Ax*  -f-  By*      C**'  =  1, 

sind  folgende  die  Gleichungen   freier  conjugirter  Durcbmesscr- 

t:  » 
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12)  -h        -4-  C/x  =  0 

wenn  a,  /?,  a.  s.  w.  den  Bedingungen: 

S^d'a"  -f-         =  0 

^/a"a  -|-         -|-  Cfy  =  0 
^aa'-h  /fßp  H-  ^  =  0 

entsprechen,  wie  aus  dem  Beweise  xum  vorigen  Lehrsatze  erhellt. 
Wenn  man 

14)   A*aa'ar=zj,  ß>ßß'p'  =  ±  C*yy'y"=± 

setzt,  sp  erhalten  die  Bedingungen  13)  die  Form 

/    1            1  1  _ 

i  — -   — i  1  i — ==0 

l  P  .  Ja  T  U  .  Bß  ^  R  .  Cy 
f^L_  ,      1     +  _J  o 


Stellt  man  sich  daher  die  Gleichungen  12)  nnter  der  Form 
^  +  ^  +  «  =  0  vor,  so  genügen  die  Coefficienten  von  allen 
dreien  der  Gleichung  10) 

PTp       JTTq  ~*~  X7r  =  °* 

Die  drei  Ebenen  12)  berühren  also  den  Kegel  4),  wo  P,  Qt  H 
die  YVerthe  14)  haben;  also  berühren  schliesslich  diese  drei  conju- 
girten  Durchmesserebenen  nebst  denen,  auf  welche  wir  die  Glei- 
chung 11)  bezogen  haben,  einen  und  denselben  Kegel  zweiter 
Ordnung. 

Die  beiden  Lehrsätze  II.  und  III.  können  für  die  vollständige 
Verallgemeinerung  des  folgenden  Satzes  von  Herru  Steiner  (s.  des- 
sen Entwicklung  der  Abhängigkeit  u.  s.  w.  p.  313)  gelten: 

59)  „Denkt  man  sieb  im  Baume  irgend  zwei  rechtwinklige 
„Coordinatensysteme  um  einen  und  denselben  Anfangspunkt,  so 
„findet  Folgendes  statt: 

„Die  6  Coordinatenaxen  Die  6  Coordinatenebenen 

„liegen  allemal  in  irgend  berühren    allemal  irgend 

„einer  Kegelfläche  zwei-  eine  Kegelfläche  zweiten 

„ten  Grades.  Grades. 

„Dieser  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  eines  umfassenderen  Satzes.', 
Obgleich  aber  umgekehrt  aus  den  Gleichungen   13)  leicht 
hervorgeht,  dass  je  zweimal  drei  Seiten  einer  Kegelfläche  immer 
als  zwei  Ternionen  zugeordneter  Halbmesser  einer  Oberfläche  zwei- 
TfceU  IV.  14 
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ten  Grades  angesehen  werden  können,  so  sind  unsere  beiden  Lehr- 
sätze doch  nnr  besondere  Fälle  von  zwei  umfassenderen  Sätzen, 
deren  analytische  Behandlung  sehr  verwickelt  ausfallen  dürfte,  und 
die  ich  bei  einer  andern  Gelegenheit  mitt  heilen  werde. 


XXII. 

Bestimmung  eines  Polynomiums  durch  Inte- 
grale seiner  partiellen  Diffcrentialien,  nebst 
einer  Anwendung  derselben. 

Von 

i 

Herrn  L.  Mosabrugger 

■ 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  KantousscbuJe  zu  Aarau. 


I.    Sind  y,,  y„  yM  eine  Anzahl  veränderlicher  Grössen, 

^'.'>»  .  u.  a.  w.  aber 

bestandige  Coefficienten,  und  ist  allgemein: 

1\  r>  .Ar»  :i 

!)...#  =       rniiloari-»b'  b<  t*  ■ 

4',  y .  H- 1  ^"i  y . + v .  h-  <#%  y  *    . . . .  -4-      iy« ■+- Anm  \  y ,  *-» 

-+-  ^  2^i— iy* 1  -f-  *)  yi 

+  +^(w+,')-%. 

±_L>! 


 2  y« • 


■  + 


-4- 


* 


.   .   .  . 

,■  i 


Digitized  by  Google 


211 


•    *  n  m  m 

A  i  y»"_1      y* *•  y%  h-  •  •  •  • + ^«-iy»*-*  •  y«.    Am  y,*-» 


w  —  2)  (w  -h n  —  S)  (w  -4-  1)«  • 

h  ^  1  .2. ...(«-2)  («i-l)  x>*m 

*(m  +n  —  2)  (m-j-n  —  3)  (» 

*  1.2  (»i—  2)  (*»-  ])  ' 

w+l  »4-1  »-H  »-H 

^.y,"  •+■  ^.y»*-!y.  +  h-  ^m-iy,"-1 .  y«-+-  ^«y.»  t 

•+-  ^-H-iy."-^  i 


h  A\  1.2.  ...(«-.2)  (m-1)  2Jy—» 

+  A<  1.«.. ..(«•-»)  (m-l)  i- 

+   (»  +  2)(»-t-lK 

1.2  (r/t-2)  (*i-l)  ' 

so  kann  gezeigt  werden,  dnss,  wenn: 

U.  8.  W  

■+•  n.  i.  w.  .   •  

14 
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gesetzt  wird,  alsdann: 

■ 

feST-   =FVdb(SV  Const  ...  7) 

Das  übere  Zeichen  gilt  für  ein  ungerades,  und  das  untere  für  ein 
gerades  m. 

Hiebei  ist  jedoch  zu  bemerkeo ,  dass  bei  der  Integralion  eines 
'  jeden  partiellen  Differentials  die  Constante  jedesmal  gleich  Null 
gesetzt  werden  muss.    Die  einzige  der  ganzen  Summe  ih  Nr.  7. 
beizufügende  Constante  ist  das  letzte  Glied  des  Ausdrucks  von  F*\n 

Nr.  1.,  welches  wir  erhalten,  wenn  wir  yl  =ya  =  =y«r=0 

setzen,  so  dass  also 

Const  —A(  1.2  («-2)   > 8) 

Die  Richtigkeit  der  Gleichung  Nr,  7.  können  wir  aus  Folgendem 
entnehmen.  Differenziiren  wir  die  Gleichung  1)  nach  einander  nach 
y,,  y,,  y4,  y«;  integriren  alsdann  die  so  entstande- 
nen partiellen  Differentialien,  so  finden  wir: 

a)  Dass  in  der  Summe  Nr.  2.  jedes  der  Glieder,  in  welchem 
nur  eine  einzige  der  Veränderlichen  y,,  y,,  y,,  ym  in  Ver- 
bindung mit  einem  der  constanten  Coefficicnten  A*ti  A"„ 
n.  s.  w.  enthalten  ist,  nur  einmal  vorkommt.  Wir  finden  auch  in 
der  gleichen  Summe  &  Nr.  2.,  dass  jedes  der  Glieder,  in  welchem 
irgend  eine  Verbindung  von  je  zwei  jener  Veränderlichen  vor- 
kommt, in  jener  Summe  zweimal  enthalten  ist.  Ebenso  kommt 
jedes  der  Glieder  der  Summe  <S",  in  dem  eine  Verbindung  von 

3,  4,  m  jener  Veränderlichen   enthalten  ist,  respective 

3 mal,  4mal,  ...««mal  vor. 

,lf)  Differenziiren  wir  aber  die  Gleichung  1)  nach  einander  nach 

y,  und  y,;  nach  yt  und  yt ;  u.  s.  w  nach  ym—\  und  ym; 

und  suchen  alsdann,  mit  der  Berücksichtigung,  dass  wie  in  a)  bei 
jederpartiellen  Integration  die  Constante  als  Null  genommen  wird, 
die  Werthe  der  Integrale,  welche  in  der  Summe  S"  der  Nr.  3. 
vorkommen,  so  werden  wir  wieder  finden,  dass  iu  der  Summe  S" 
jedes  Glied,  in  welchem  eine  Verbindung  je  zweier  jener  Verän- 

2  1 

derlicben  vorkommt,  j-^mal  enthalten  ist;  ebenso  kömmt  in  der 

gleichen  Summe  jedes  der  Glieder,  in  dem  eine  Verbindung  von 

S  2 

3,  4,  im  Veränderlichen  enthalten  ist,  respektive  y^. 
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j-1^,  mal  vor;   hingegen  befindet  sieb  in  der 

Summe  S"  kein  einziges  Glied ,  welches  nur  eine  einzige  Ver- 
änderliche enthält. 

e)  Differenziiren  wir  ferner  die,  Gleichung  1)  nach  einander  in 
Beziehung  auf  y,,  y?  und  y, ;  in  Beziehung  auf  y,,  y%  und  y4; 
u.  s.  w  in  Beziehung  aaf  y«— a,  ffm—i  und  yM;  nehmen  als- 
dann mit  der  gleichen  Berücksichtigung  bei  der  Bestimmung  der 
Constanten,  wie  in  ä)  und  6)y  die  Integrale  jener  partiellen  Diflfe- 
rentialico,  so  werden  wir  die  in  Nr.  4.  enthaltene  Summe  &"  er- 
halten, und  in  dieser  so  wie  in  den  Vorhergehenden  bemerken, 
dass  in  ihr  kein  Glied  vorkommt,  welches  nur  eine  oder  zwei 
Veränderliche  enthält,  hingegen,  dass 

3  2  1 

jedes  Glied,  das  drei  Veränderliche  enthält,       ~  mal  vorkommt. 

4.1.2 

•     "      -    v,er       -  "     H27s  " 

g,,  »  5.4.3 

-     *      ■   font  "     i~27s  " 

....         .  .       ..  . 

* 

....         •  ...  . 

....         •  ...  . 

....         .  ...  « 

■       "       '      m  *   1T273       Mal  " 

1 

d)  Fahren  wir  bei  der  Bestimmung  der  übrigen  Summen  fv, 
,  u.  9.  w.  auf  die  oben  angegebene  Art  fort,  und  differenziiren, 
wenn  wir  endlich  zur  Bestimmung  der  Summe  Sim— D  kommen,  die 

Gleichung  1)  in  Beziehung  auf  y,,  y,,  ys,  y*t— r,  yit  y«« 

y,,  tfm\  u.  s.  w.   y„  y,,  y4, . . . . . .  y«; 

integriren  alsdann  wieder  die  partielleu  Differentiale,  indem  wir 
ebenfalls  bei  jeder  Integration  die  Constante  gleich  Null  setzen,  so 
erhalten  wir  die  in  Nr.  5.  angegebene  Summe  /SC*-*1);  in  dieser 
Summe  kommen  keine  Glieder  vor,  die  weniger  als  m  —  1  Verän- 
derliche enthalten;  jedes  der  mit  m — 1  Veränderlichen  bebafteteu 
Glieder  kommt  aber 

(w  —  1)  (m  — 2)  S.2.  1      ,  . 

~ — r —  ~.  —  rr~  =  1  mal 

1.2  («  —  2)  {m  —  Y) 

vor;  jene  hingegen,  in  welchen  die  Anzahl  der  Veränderlichen 

gleich  m  ist,  kommen  Y2   *  (m  —1) z==  m  niÄ'  vor*  *^n~ 

liehe  Art  finden  wir  die  Summe  &(<*),  in  welcher  das  mit  «1  Verän- 
derlichen behaftete  Glied  einmal  enthalten  ist.  Nehmen  wir  als- 
dann die  Glieder  sämmtlicher  Summen  &,   wie 

es  die  Zeichen  in  Nr.  7.  verlangen,  zusammen,  fügen  endlich  dem 
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Aggregat  noch  die  in  8)  angegebene  Constante  bei,  and  bemerken 
bei  der  Summation  dieser  Glieder  den  bekannten  Satz,  dass: 

(i-.>-=o=i-? +=£=ü  -  -<-7,^;-'>-f— f-- 

■  * 

H  .  .  .  .  rfc  y-t-  1  ist, 

so  finden  wir,  dass  die  Gleicliuug  in  7)  mit  der  in  1)  identisch  sei. 

II.  Dieser  durch  die  Gleichung  7)  ausgedrückte  Satz  lässt 
sich  noch  sehr  erweitern.  Fm  jedoch  nicht  allzuweitläufig  zu  wer- 
den, können  wir,  ohne  dass  dadurch  der  Allgemeinheit  des  Ver- 
fahrens geschadet  wird,  statt  der  m  Veränderlichen  nur  drei,  nem- 
lich  4P,  y  und  %  nehmen;  dudurch  geht  die  Gleichung  Nr.  7.  I.  in 
folgende  über: 


Bei  der  Bestimmung  der  Werthe  der  einzelnen  Integralien  in  die- 
ser Gleichung  (wobei  jedoch  jedesmal  die  Constante  gleich  Null 
gesetzt  wird),  werden  wir  sogleich  bemerken,  dass  das  erste  .r, 
das  zweite  ?/,  und  das  dritte  *  zum  gemeinschaftlichen  Faktor  hat ; 
die  Ausdrücke  für  das  4te,  5te,  6te  und  7te  Integral  haben  aber 
respektive  .ry,  .vx,  yx  und  aeyx  zum  gemeinschaftlichen  Faktor, 
so  dass  wir  also  setzen  können: 

/%  .*=^/£.*-.^ 

f''yf££y         f,  ftefg^ .  dx = x» .  r, 

.  dy,  bezeichnen,  welche  respektive  mit  den  Fakto- 
ren a:,  y,  u.  s,  w.  vervielfacht  sind.  Da  nun  diesem  nach  auch 
F*,  F",  Fm,  f  u.  s.  w.  in  Beziehung  auf  y  und  *  Funktionen 
von  gleicher  Form  sind  wie  Ft  so  folgt  auch  nach  Nr.  7.  1.  dass 
ebenso : 
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+«Jdx  Jdy  J^£js  •  d%  -4-  Coost. 

/      J  dxdx  l 

-fdxfdf^k  •  *  +  fd*  ' d*  -*- COML' 

"A  .'^  "\    7A  V"A  i ii'i  ihn«  V.»  K?«  t.nh-  Ii/   :)|.;  Ju.s 

f  =/£  • +y|  •  "y  +/=  ■  *  • d*  ) 

—  / dx  .J •,  T  .  «/*  —  / / ^  r  •  ^  / 

fdx  fdy  f^-r  .  rf*  -4-  Const.  J 
«/«/«/  axayaz  i 

Aehnliche  Ausdrücke  erhalten  wir  für  F",  F"\  f\  /"'.  Die  so  eben 
in  2),  3)  und  4)  angegebenen  Ausdrücke  können  wir  auch  leicht 
unter  eine  andere  Form  bringen;  setzen  wir  nemlich: 

oar.A    iJ«i  -..|t    •      i,(    !»*|-  ,'.  .tli    -i  W 

*F>=  F„  yf=F„  »/*'  =  F,; 


») 


Führen  wir  diese  Wertbe  io  2)  ein,  so  ist: 

Gans  auf  gleiche  Art  erhalten  wir  auch  für  F",  F*\  f  f",  f1" 
und  f  ähnliche  Ausdrücke,  wie  hier  von  Fi  md  wir  werden  er- 
kennen, dass  die  auf  diese  Weise  für  /*,  'F*  gefundenen 
Werthe  durch  die  zweiten,  dritten,  vierten  Ableitungen  von  F  und 
durch  eine  Constante  bestimmt  sind;  ebenso  Längt  die  Bestimmung 
der  Wertbe  von  /*,  /",  von  einer  Constanten  und  der  dritten, 
vierten,  fünften,  so  wie  die  von  f  von  der  vierten,  fünften  und 
sechsten  Ableitung  von  F  und  einer  Constanten  ab.  Führen  wir 
die  gefundenen  Werthe  der  Ausdrücke  F,  F",  f  u.  s.  w.  in 
der  Gleichung  1)  ein,  so  erhalten  wir  einen  neuen  Ausdruck, 
welcher  die  Abhängigkeit  der  Funktion  F  von  -den  Integra-  , 
lien  ihrer  ersten,  zweiten,  u.  s.  w.  Ableitungen  angiebt.  Auf 
welche  Weise  dieses  Verfahren  weiter  fortgesetzt  werden  kann 
ist  klar. 

III.  Der  Taylor'sche  Satz  zeigt  uns,  wie  aus  der  Gleichung 
der  Fläche  die  Gleichungen  der  Oerter  der  Mittelpunkte  gefunden 
werden  können.  Es  ist  nemlich  bekannt,  dass  wenn  durch  F  =  0 
die  Gleichung  einer  Fläche  des  »ten  Grades,  und  mit  jf,,  y,,  s, 
die  Coordinaten  ihres  Mittelpunkts  ausgedrückt  werden,  dass  als- 
dann,  für  »  =  2*», 


u.  s.  w.  . 


*»  i . 


£=0;  *?==<>;  £=0 


,7J-Ui  di  1  di 

und  für  n  =  2s»  -f- 1 
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cfr»F     ft  d**F 

^S  =  °'  dxt^dy=0i  u-  *  w'  '  •  '  '  '  - 

Ä^=5=0i  ar=«^=0f w  


die  Bedingungsgleicbungen  für  das  Vorhandensein  von  Mittelpunk- 
ten einer  Fläche  des  wten  Grades  sind.  Die  Gleichung  1).  II.  zeigt 
uns  aber,  wie  ans  einer  gegebenen  Constanten,  und  den  gegebe- 
nen Werthen  der  Ausdrücke 

dF  dF  dF    d*F    d^F    &F  d*fi 
dx'  dy'  dx'  dxdy'  dxdx'  dydx'  dxdydx 

die  Funktion  F  oder  die  Gleichung  der  Fläche  des  »ten  Grades 
dargestellt  werden  kann;  oder  wie  wir  mittelst  der  Gleichungen 
1,  2,  3,  u.  s.  w.  im  Stande  sind,  aus  gegebenen  Constanteu,  und 
den  2ten,  3ten,  '4ten,  5ten  nnd  6ten  Ableitungen  von  Fz=0  die 
Gleichung  der  Fläche  selbst  herzustellen.  Wir  wollen  dieses  in 
einem  Beispiel  ausführen. 
Es  seien  die  Gleichungpen 


■ 


ZAx*      Fy*  -f-  Gxy-\-  Är»  -f-  1Exx  -4-  2Dyx  1 

"  dx) 


4  " 


Dx*  -fr-  %By*  -fr-  Kx*  -fr-  %Mxy-\-  Ojcx  -f- 2Fyx 

Ex*  -+-  My%  -+-  3 Cr»  -fr-  2AT.ry  -+-  %Hxx  -fr-  tfy* 

je»!  ==  0  3) 


fifc  -f-  %My  -fr-  2Äur  -fr-     ss  ~  =  0 . . .  4) 


2£I*-^2//r4-f7y-r-^=^  =  0.t.5) 

2^  +  2/V+^  +  /*  =  ^s  =  0..  6) 
dxdydx  '  ,  .* 

■  * 

gegeben,  so  finden  wir  ras  1,  2,  3: 


Di 
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f^äx  =  Ax*  -4-  />*»-*-  Gxyx  -fr-  Är»3  -+-  Exx*  -4 

-fr-  A'%*  -fr-  /*y*  -fr-  &xx-hA*x 
/t^dy  =  Bx*y  +  By*  -fr-  Kx*y  -f-  JKry»  -4-  f7*y*  -fr- 

-I-  Fyx  -fr-  Ä'y»  -4-  />\ry  -fr-  Ä*y 
/"^ .  <te  =  Ex**  -fr-  iVy*^  -4-  Cr»  +  Aar'y  -fr-  JTr»*  -fr-  Gxyx 

-fr-  Exx  -4-  Zfyr  -4-  C".ra  -fr-  Cj: 

und  ans  4),  5),  d): 

J^y.dx=Gxyx  +  Mxy*+Kx'*y  +  &xy 

endlieb  ist  au8  7): 

Führen  wir  diese  Werthe  in  die  GleichuDg  1).  II.  ein,  so  erhal- 
ten wir: 


Ax*  -fr-  2fc*y-4-  Ex'x  -fr-  F*y»  -4-  Gxxy+Hxx*  i 

-4-  Äy«  -fr-  Äy*a?  -4-  Kyx*  I 
F=|-t-  Cr»  -+-A'x*  -fr-  Ä'y»  +  Cr*  -fr-  &xy-\-  Exx  j=sO . .  8) 

(-  C"^r  -4-  Const  7 

Wir  können  nun  die  Gleichungen  1),  2)  und  31  als  drei  fr  lachen 
angebürig  betrachten,  muf  deren  Oberfläche  reelle  oder  imaginäre 
Mittelpunkte  der  Fläche,  die  durch  die  zu  bestimmende  Gleichung 
F —  0  ausgedrückt  wird,  liegen  müssen.  Ebenso  können  die 
Gleichungen  4),  5),  6)  als  Gleichungen  von  drei  Rhenen  angesehen 
werden,  auf  denen  sich  ebenfalls  reelle  oder  imaginäre  Mittelpunkte  . 
der  zu  bestimmenden  Fläche  befinden  müssen.  Der  Ausdruck  7) 
stellt  einen  aus  jeder  der  drei  Gleichungen  4),  5)  oder  6)  zu  er- 
haltenden, also  bekannten  CoefEcienten  vor. 

Cm  die  Fläche  8)  vollends  zu  bestimmen,  können  wir  die  Be- 
dingungen treffen,  dass  sie  durch  einen  gegebenen  Punkt  («,  b,  c) 
gehe,  so  dass  also:  ft 

Je*  -4-  Dc*b-+-  Ec*a-\-Fcb*-\-Gcba+  Rca*-\-  Bb*+  Mb*a  \ 
+Kba*  -4-  Ca*  -fr-  A'c*  -fr-  ß'6*  -4-C'aM-  &ab-k-  B*e+FU}=^ 
-4-  A»c  -fr-  B"b  -4-  C"a  -fr-  Const.  * 
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Aus  dieser  Gleichnng  ergiebt  sich  der  Werth  der  Constanten.  Auf 
ganx  gleiche  Art  können  wir  aus  den  3  gegebenen  Gleichungen: 

^=«*-^y-+-#ar-W'  =  0  9) 

d£—dx+-by-+-dx-\-Wr=§  10) 

£  =  l>'*  +  a'y+cs;  +  t/'  =  0  11) 

und  der  Bedingung,  dass  die  Fläche,  deren  Gleichung  gesucht 
wird,  durch  einen  gegebenen  Punkt  (a,  /?,  y)  gehen  soll,  die  Glei- 
chung einer  Fläche  zweiten  Grades  bestimmen,  deren  Mittelpunkt 
auf  den  drei  Ebenen  9),  10)  und  11)  liegt.  Denn  es  ist  aus  9), 
10)  und  11) 

erhaltenen  Werthen  von  ^ 

d*F  e. 

<£^g»  n.  s.  w.  erhalten  wir,  wie  im  vorigen  Beispiel,  für  die  frag» 

liehe  Gleichung  folgende: 

«*»  -f-*y»-+  €**  ■+-  %a'a»,+-U'xx  -f-  2c't/z  -+-  %tt%  Uuy 
wo  wir  der  Kürze  wegen 

ä=  —  ?\ay*  ■+•  iß*  -+-  ca*  -f-  Maß -+-  Way  ■+- %dßy  -f-  Wy 
gesetzt  haben. 

Stellt  endlich  JF=0  die  Gleichung  einer  Flache  des  jsten 
Grades  vor,  so  kann  diese  ebenfalls  bestimmt  werden,  wenn  die 

dF  dF  dF  d*F  d*F 

Werthe  der  Ausdrücke        ^       also  auch  die  voü  ££jfy>  fcciki 

|£'  d^dl  and  noch  €inc  c°"ton"  w*™*  *M  \  «• 

chung  1).  II.  ist  ebenfalls  zur  Bestimmung  von  F  erforderlich. 


ft2  h" 

Aus  9),  10),  11)  und  den  so  eben  erhaltenen  Werthen  vou  -r-r, 


I  W 
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XXIII. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


« •  4 

Von  Herrn  Doctor  A.  Wienand,  Lehrer  der  Mathematik 
an  der  Realschule  zu  Halle. 

Denkt  man  sich  die  Kanten  einer  regulären  Pyramide,  so  wie 
auch  die  Seiten  der  Grundfläche  in  den  Zusnmmeostossungspunk- 
ten  beweglich,  so  wird  man  diesem  Gestelle  (um  diesen  Iturzen 
Ausdruck  zu  gebrauchen)  verschiedene  Gestalten  geben  können, 
wobei  sich  jedoch  nur  die  Winkel  der  Grundfläche  andern  können. 
Bringt  man  zwischen  die  Seiten  der  Grund fläche  dieses  Gestelles 
eine  Kugel  und  drückt  diese  zwischen  die  Kanten,  so  wird  die- 
selbe, wenn  sie  am.  weiteren  Vordringen  gehindert  wird 

I)  die  reguläre  Pyramide  herstellen; 

2i  die  Kanten  werden  die  Kugel  sämmtlich  berühren; 

3)  die  Berührungspunkte  werden  sämmtlich .  in  einem  Kreise 
liegen; 

4)  die  Berührungspunkte  werden  diesen  Kreis  in  n  gleiche 
Theile  theilen,  wenn  die  Grundfläche  des  Gestelles  n  Seiten  hatte. 

5)  Wie  gross  ist  der  Radius  dieses  Kreises,  wenn  der  Radius 
der  Kugel  =  r ,  die  Kanten  =  Xr,  die  Seiten  der 
Grundfläche  #,  sind? 

6)  Wie  weit  wird  die  Kugel  vordringen,  d.  h.  wie  gross  wird 
der  Absland  ibres  Mittelpunkts  von  der  Spitze  sein? 

7)  Wenn  man  sich  ein  solches  Gestelle  durch  Drähte,  Stäbe 
u.  s.  w.  machen  wollte,  was  hätte  man  bei  der  Wahl  des  Winkels 
an  der  Spitze  oder  der  Seite  der  Grundfläche  zu  beachten? 

8)  Kann  man  bei  jeder  beliebig  vielseitigen  Pyramide  einen 
construirbaren  Winkel  an  der  Spitze  wählen? 

9)  Welche  Winkel  würden  die  bequemsten  sein,  wenn  mau 
sieb  einen  Kreis  auf  die  angegebene  Weise  in  7,  9,  11,  13  u.  s.  w. 
gleiche  Theile  theilen  wollte? 

10J  Unter  welchen  Umständen  wird  die  Kugel  die  Seiten  der 
Grundfläche  berühren? 

II)  Wird  die  Kugel  die  Seiten  der  Grundfläche  und  die  Kan- 
ten zugleich  berühren  können? 

12)  Wie  werden  die  Erscheinungen  sich  abändern ,  wenn  man 
statt  der  Kurel  einen  Kegel  nimmt? 

13)  Wird  jeder  Kegel  gebraucht  werden  können? 

14)  Was  wird  eintreten,  wenn  die  Seitenlänge  des  Kegels 
gleich  der  Kante  des  Gestelles  ist?  u.  s.  w. 
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Verlrindet  man  die  Wittelpunkte  der  drei  Seiten  eines  Dreiecks 
durch  gerade  Linien,  sucht  in  den  entstellenden  4  Dreiecken  die  4 
ausgezeichneten  Punkte  und  verbindet  in  den  3  äussern  Dreiecken 
die  analogen  Punkte  durch  gerade  Linien,  dann  ist  zu  untersuchen: 
1)  In  welcher  Beziehung  stehen  die  Seiten  und  Flächeninhalte 
dieser  Dreiecke  unter  sich  und  zum  ursprünglichen  Dreiecke? 

.  2)  In  welcher  Beziehung  stehen  zu  den  neuen  Dreiecken  und 
zum  ursprünglichen  die  ausgezeichneten  Punkte  des  mittleren? 

3)  Welche  ähnlichen  Betrachtungen  lassen  sich  beim  4eck, 
5eck,  (regelmässigen  und  unregelmässigen)  «eck  anstellen? 

4)  Wenn  man  die  ausgezeichneten  Punkte  eines  beliebigen 
Dreiecks  mit  den  Winkelspitzen  desselben  verbindet  und  die  aus- 
gezeichneten Punkte  der  entstandenen  3  Dreiecke  in  ähnlicher 
Weise,  wie  vorher,  verbindet,  welche  Resultate  geben  dann  die 
den  vorigen  ähnlichen  Betrachtungen  der  entstehenden  Dreiecke? 

5)  Wenn  man  ein  reguläres  4eck,  5eck,  6eck,  «eck,  lOeck 
u.  s.  w.  durch  Radien*  in  4,  5,  6  u.  s.  w.  Dreiecke  tbeilt  und  ver- 
bindet die  entsprechenden  ausgezeichneten  Punkte  dieser  Dreiecke, 
in  welcher  Beziehung  stehen  die  durch  ähnliche  Verbindung  der 
merkwürdigen  Punkte  entstehenden  4,  5,  6.  .ecke  unter  sich  und 
zum  ursprünglichen? 

6)  Welche  Progressionen  ergeben  sich  bei  fortgesetzter  Ope- 
ration für  die  Fläcbenräumc,  Seiten  und  Radien  der  um-  und  ein. 
geschriebenen  Kreise? 


: 


XXIV. 

Miscellen. 


Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Professors  G.  J. 
Verdam  an  der  Universität  zu  Leiden  an  den  Heraus- 
geber. 

Ku  developpant  pour  mes  eleves,  ces  jours  ci,  les  premieres 
reg] es  du  calcul  integral,  il  m'a  paru,  que  la  recherche  de  l'iute- 

grale 

%f^x  ne        P*8  un       d'axceptiou »  quaud  on  envisage  la 
questioo  d'un  autre  point  de  vne  qu'ordinairemeut. 
Dans  touts  les  Traitls  on  se  contente  de  dire: 

puisqu'on  a  ä.  ar-+i  =  (m-t~  \)x'n  .  dar,  on  en  conclut 


c. 
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La  Tale» r  m  =  —  1  donne  un  cas  d'exception,  puisau'elle  entraine 
uu  chaogement  dans  la  nature  de  la  fonction,  par  la  quelle  l'intl- 
grale  est  represeotee;  et  en  effet,  od  sait,  par  le  calcul  differential» 

que  d .  t[x)  =       d'ou,  reciproquement, 

Pareillement  on  conelut  de  d  .  e*  =z  e*dx,  qae  l'oo  aura 
j  ?*d&  =  **  -4-  C,  et  ainsi  de  suite. 

IVaillenrs  on  expliqne,  qne  la  consideration  d*nn  cas  d'excep- 
dx 

tion  pour  la  formale  —  peut  etre  eVitee  per  l'emploi  d'uoe  inte- 
grale d^fime,  savoir: 


/'*       ,        .r««-»-i  —  a»>+i 

vi  k 

0 

dont  la  valenr  est  indeterminee      ponr  m  =  —  1 ;  puis  la  vraie 

vakur  /(— )  est  fonrnie  par  l'application  de  la  regle  connue  du 

calcul  difflreotiel. 

Or  ni  une  teile  Inversion  de  formales,  ni  une  pareille  remarqne 
sont  necessaires,  si  Ton  part  d'uo  antre  principe.   Ce  principe  est 

celni  de  l'integration  par  parties ,  par  leqnel  on  a  j"v  .  dm  =  v  .  u 

—  fudv.    Ainsi,  par  exemple ,  et  saDs  avoir  egard  a  la  coustaute 

arbitraire, 

j^x**  .  dx  =  xm  .  jt  — J*^c  '  •W*"-*'^"*'  — -  «*■*" '  *  —  m  J*& 


d'ou 


et 


(1  4-«)  fa^dx=x^\ 

De  la  nn*mc  mauiere,  et  par  une  application  re'pe'te'e  du  m£me  prin- 
cipe od  peut  trouver  directcraent  les  integrales  des  formules  diffe% 
rentielles,  que  l*on  considere  comme  fondameotalet,  et  qne  l*on 

pose  ordinal  reu  ent  par  Inversion.    La  formale  —  mdme  n'en  fait 

pas  exception.  A  la  verite\  qnand  on  y  applique  directement  le  dit 
principe,  on  retombe  sur  l'indltennioation,  ou  conduit  la  me^bode 
ordinaire;  mais  rien  n'empecbe  de  poser  la  variable  x  comme 
etant  )a  somme  d'une  autre  variable  y  et  d'ane  constante,  par 
exemple  l'unite'.    Faisant  ainsi  «  =  l  +  y,  on  aura  dx  =  dyt  et 
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 L_. 

i-f-y 


 y_ 


  y 

~~i-*-y 


-f-y)' 


1 


==  9 

,  y* 


'O+y)1^  /(i+y)» 
'./( 


U-4-y)4 


'ürt-y)'  Mi+y)« 

-  •    ■  » 

etc. 


et  comme  lu  valeur  de  cette  aerie  a  pour  limite  —  /(l  —  f+y^ 

=  —  A j-^Ty)  =  +         y)  =     A*)  i  OD  pottfra  conclure  que 

c'est  la  valeur  de  l'integrale  chercbie. 

Comme  je  trouve  le  temps  en  temps  dann  terra  Journal  des 
nouvelles  d^monstrations,  developpemens  ou  expositions  de  Theo- 
remes,  formales  ou  regles  connues,  il  ne  m'n  para  pas  sans  interAt 
de  vous  communiquer  le  ddveMoppement  ci  dessus;  bien  qu'ü  n'est 
pas  difficile  de  trouver,  dans  plusiers  cas,  d'autres  voies  pour 
atteindre  un  bat  deja  counu,  uats  il  pourrait  que  la  rote,  indiquee 
ci  baut,  fut  digoe  de  rlmarque. 


Herr  Divisionsprediger  Otto  zu  Stargard  hat  mir  folgende 
bloss  auf  den  ptolemäischen  Lehrsatz  gestützte,  also  von  trigono- 
metrischen Betrachtungen  ganz  unabhängige  Auflösung  der  Auf. 
gäbe  von  der  Trisection  des  Winkels  mitgetheilt. 

In  Taf.  II.  Fig.  15.  sei  ACB  der  in  drei  gleiche  Tbeile  zu 
theilende  Winkel,  und  um  dessen  Spitze  C  als  Mittelpunkt  mit  dem 
beliebigen  Halbmesser  AC=  r  ein  Kreis  beschrieben.  Setzen  wir 
die  bekannten  Sehnen  AB  =  a,  BF=zky  den  bekannten  Durch- 
messer AF=  d,  und  AD  =  DE—  BE  =  x,  AE=BD  =  y, 
so  liefert  das  in  den  Kreis  beschriebene  Viereck  ADEB  nach  dem 
ptolemäischen  Lehrsatze  die  Gleichung 

x*  -\-ax  =  y%9 

und  das  in  den  Kreis  beschriebene  Viereck  ADBF  liefert  nach 
demselben  Satze,  weil  DF=  \Z<P  —  x*  ist,  die  Gleichung 


kx  +  dy  =  aVd*—x*. 

* 

Durch  Elimination  von  y  erhält  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
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r 

kx  x*  -\-ax  =  a\Zd*  —  xx. 

Quadrirt  man  auf  beiden  Seiten,  so  kommt 

-+-  d*)x*     ad*x  -+-  %kdxV  x*     ax  =s  a*(rf»  —  x"1) 

oder 

(*»  rf>)^r*  +         -f-  1kdxVx*+ax  = 

also,  weil  k*  -f-a*  =  rf*  ist,  wenn  man  zugleich  durch  </  dividirt: 

%kxVx*  -*-ax=zd{o* —  ax  —  Äa:*). 

Quadrirt  man  nun  auf  beiden  Seiten,  so  ergiebt  sich  nach  einigen 
leichten  Reductionen,  wobei  man  immer  an  beachten  hat,  dass 
d*  —  Jb*z=a*  ist,  die  Gleichung  des  vierten  Grades 


Ax*  -+-  Aax'  —  3rf»ar»  —  2arl*x  -+-  a*d*  =  0 
oder,  wenn  man  </=2r  setzt,  die  Gleichung  des  vierten  Grades 

— 3r  %x*  —  2ar*x  +  «V=  0, 


mittelst  welcher  die  gesuchte  Sehne  x,  durch  die  der  dritte  Theil 
des  gegebenen  Winkels  bestimmt  wird,  gefunden  werden  muss. 

Beträgt  der  gegebene  Winkel  zwei  rechte  Winkel  oder  180°, 
so  ist  u  =  2r,  und  die  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Sehne  x 
des  dritten  Theils  wird  nach  dem  Obigen 

=  0. 


Bekanntlich  ist  in  diesem  Falle  jr  =  r,  und  wirklich  ist  auch 

4 

r*  -T-  2r  .  r  •  —  3r»  .  r»  —  4r « .  r  -+-  4r«  =  0. 

1         !  G. 

>  % 


... , 


Berichtigung. 

Auf  Seite  127  hat  man  statt  Taf.  II.  uberall  Taf.  III.  zu  setzen. 


■  f 
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XXV. 

Bemerkungen  zu  den  Aufsätzen  XXXI.  und 
XXXII.  des  Herrn  Dr.  Schlömilch  in  Tbl.  III. 
S.  269  und  S.  278.  dieses  Archives. 


Von 

Herrn  Doctor  Barfuss 

zu  Weimar. 


Id  diesen  beiden  Aufsätzen  ist  Herr  Dr.  Schlömilch  zuerst  ge- 
gen die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  und  dann  gegen 
den  Gebrauch  divergirender  Reihen  aufgetreten  und  hat  seine  Mei- 
nung in  Bezug  auf  den  zweiten  Punkt  durch  Beispiele  unterstfitzt, 
die  gewiss  jeden  Mathematiker  sogleich  auf  seine  Partbei  führen 
würden,  wenn  die  Grundlagen  der  Rechnungen  richtig  wären.  Da 
man  heut  zu  Tuge  allgemein  auf  Seiten  des  Verfassers  Bteht  und 
von  einer  Gegenpartei  fast  gar  nicht  die  Rede  ist,  so  halte  ich 
es  für  angemessen,  doss  auch  einmal  die  letztere  ergriffen  werde, 
und  versuche  demgemäss,  das  Irrige  der  Ansichten,  namentlich  in 
den  genannten  Aufsätzen  des  Herrn  Verfassers,  aufzuklären. 


Zuerst  also  wird  gegen  die  Methode  der  unbestimmten  Coeffi- 
ten  der  schon  wiederholt  besprochene  Einwand  gemacht:  „dass 


noch  gezeigt  werden  müsse,  dass  die  Fun  ction  /(ar) 
durch  die  Eigenschaft,  durch  welche  die  Entwickeluug 
gemacht  wurde,  vollkommen  charakterisirt  sei,  dass  es 
kein«  andere  Function  tp{a:)  gebe,  welche  die  nämliche 
Eigenschaft  besitze,  ohne  mit  f{x)  identisch  zu  sein.'* 
Verstehe  ich  hier  recht,  so  ist  die  Meinung  die,  dass  wohl  für 
zwei  ganz  verschiedene  Functionen  in  Folge  gemeinschaftlicher 
syntaktischer. Eigenschaften  ein  und  dieselbe,  in  allen  ihren  Thei- 
Jen  vollkommen  bestimmte,1  Reihe  gefunden  werden  könnte.  Dann 

Tb«mv.  15 
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passt  aber  das  angeführte  Beispiel  nicht  hierher;  denn  müsste  das- 
selbe nicht  so  gewählt  sein,  dass  durch  die  Methode  der  unbestimm- 
ten CoefUcienten  für  zwei  verschiedene  Fuoctionsformen  doch  ein 
und  dieselbe  Reihe  hervorginge? 

So  haben  allerdings  die  Funktionen  J(«  f  </  )  und  cos  ax 
die  Eigenschaft  gemein,  dass  f[x-\-y)  -+-/"( x — y)  =  %f{x)  .  f{y), 
allein  diess  beweist  gar  nichts  gegen  die  Methode  der  unbestirum- 
ten  Coefficienten.  Beide  Functionen  haben  die  Eigenschaft,  doss 
sie  =1  sind  für  x  =  0  und  für  gleiche  aber  entgegengesetzte 
Werthe  von  x  ganz  gleiche  Werthe  erhalten,  so  dass  man  für 
beide  setzen  darr:  " 

f{x)  =  1  -f-  6sb%  -fr-  ex*  -f-  dx%  -fr-  

Durch  die  gedachte  Eigenschaft  beider  Functionen  bestimmt  sich 
nun  für  beide  auch  einerlei  Relation  der  Reihencoefficienten ,  aber 
auch  weiter  nichts.  Denn  setzen  wir  x-hy  and  x  ~—  y  statt  X, 
so  erhulten  wir  durch  leichte  Rechnung: 

t  f."  i     •  Ii  • 

f(x  -fr-  y)  +f(x  -y)  =  2f{x) 

+  1 .  2^y'+3  •  4 .  cx*y*-\-?>  •  Mx*y%-fr... 

-fr-/y. 

Wir  erhalten  aber  auch 


2/(.r)  /(y)  =  2/(.r)  -fr-  Uy*  -fr-  Uhx*y*  -fr-  2Äc^r*y*  -f-  

und  wenn  wir  nun  beide  Entwickelungen  einander  gleich  setzen, 
so  hebt  sich  >lf{x)  und  Alles  lässt  sich  mit  y»  dividiren.  Setzen 
wir  dann  noch  y  =  0,  so 


1  .2£-+-3.4c**H-5.fcte«-f-  

i 

=  2£-fr-  Ubx*  -fr-  2^^4  4-   / 

* 

und  folglich  d=6,  *  =  |^,  '/=3.4  n.  s.  w.  Daher  gilt 
für  ^fl'  +  a-*)  sowohl,  als  auch  für  cos  ax  die  Entwickelung  . 

1h*  2*6* 
l  +   

aber  h  ist  noch  nicht  bestimmt  nnd  bat  in  der  Tbat  in  jeder  Func- 
tion einen  eignen  Werth,  der  nur  durch  eine  Eigenschaft  gefunden 
werden  kann,  die  eine  jede  Function  als  verschieden  von  der  an- 
deren charaktcrisiri. 

,  Hätte  aber  Herr  Dr.  Scblömilch  nun  noch  für  beide  Functionen 
dasselbe  6  gefunden,  so  wäre  sein  Beispiel  treffend  gewesen.  So 
wird  aber  im  Beispiele  <jer  Scbluss  verfehlt.  Es  werden  dem  Aus- 
drucke fix)  die  Eigenschaften  beigelegt,  die  der  Function  arctg  v 
zukommen,  und  es  findet  sich  für  f{x)  eine  vollkommen  bestimmte 
Reibe,  welche  zeigt,  dass  jedem  bestimmten  Werthe  von  x  ein 
bestimmter  Werth  von  f(x)  angehört,  und  dass  folglich  die  Fan«-: 
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tioti  f(x)  durch  die  ihr  beigelegten  Eigenschaften  vollkommen  be- 
stimmt ist.  Die  Nachweisung ,  dass  f\x)  =  nrctg  x  sei,  hat  mit 
der  Metbode  der  unbestimmten  Coefficienten  nichts  zn  schaffen. 

Und  wo  wollte  man  nnch  den  Beweisgrund  hernehmen ,  dass 
zwei  verschiedene  Functionen  dennoch  einerlei  Reihenentwickelung 
geilen  könnten.  Dass  eine  gemeinschaftliche  syntaktische  Eigen- 
schaft derselben  nnch  eine  gemeinschaftliche  Helation  der  Coeffi- 
cienten in  beiden  Entwickelungeo  begründet,  ist  doch  wühl  ganz 
natUHicb. 

Dennoch  aber  müssen  wir  den  Gegnern  zugeben,  dnss  die  Me- 
thode der  unbestimmten  Coefficienten,  so  wie  sie  meistens  in  An- 
wendung gebracht  worden,  nicht  befriedigt;  der  Grund  davon  ist 
aber  nicht  der  vom  Herrn  Dr.  Schlömilch  ungegebene,  sondern  ist 
lediglich  in  dem  Umstände  zu  suchen,  dass,  bevor  die  Coefficienten 
berechnet  werden,  die  Form  der  Reihe  bezüglich  der  Huuptgrösse 
gar  nicht  hinlänglich  begründet  ist.  Weil  tür  x — 0  auch  /(or)=0 
wird,  sufft  Herr  Dr.  Schlömilch  *),  so  darf  die  fragliche  Reihe  kein 
von  x  freies  Glied  enthalten.  Ja  wenn  überhaupt  eine  solche  Reihe 
existirt!  Dann  ist  aber  auch  der  Satz  nicht  richtig,  denn  oft  existi- 
ren  zwei  Reihen  neben  einander,  von  denen  die  erste  kein  von  x 
freies  Glied  hat  und  nach  positiven  Potenzen  von  x  geordnet  ist, 
während  die  andere  ein  constaotes  Glied  hat  und  nach  negativen 

Potenzen  der  Hauptgrösse  fortschreitet.  Vor  diesem  Schlüsse  warnte 

1 

vor  einiger  Zeit  ein  Engländer,  indem  er  die  Function  e  *  als 
Beispiel  anführte;  dieselbe  verschwindet  für  or  =  0,  bat  aber  in 
ihrer  Eotwickeluos;  ein  constantes  Glied  und  ist  aus  negativen  Po-' 
tenzen  von  x  gebildet. 

Die  Existenz  der  Reihe  muss  vor  Allem  erwiesen  sein!  und 
dieses  können  die  unbestimmten  Coefficienten  nicht  leisten.  So 
wird  der  binomische  Lehrsatz  sehr  gut  allgemein  mit  Hülfe  der 
unbestimmten  Coefficienten  bewiesen,  weil  sich  sehr  leicht  zeigen 
lässt,  dass  bei  jedem  Werthe  von  m  ftlr  (1  -H  x)m  eine  Reihe  von 
der  Form  1  -f-  mx  -f-  Ax*  •+-  ßx*  -f- . . .  wirklich  existirt.  Die 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  soll  die  Reihe 
nicht  erfinden,  sondern  nur  auf  eine  leichte  Weise  die 
Coefficienten  und  ihr  Bildungsgesetz  darthun.  Hierauf 
kommt  der  Herr  Verfasser  der  gedachten  Aufsätze  später,  wo  er 
das  Beispiel  /(x)  =  a,  sin  x  -f-  ax  sin  tx  -f-  .  ..  .  anführt,  wirk- 
lich zurück.  Die  Existenz  dieser  Reibe  hätte  erat  dargetban  Bein 
müssen. 

Die  Existenz  einer  Reihe  wird  nur  dann  mit  Evidenz  bewiesen, 
wenn  sie  auf  schon  bekannte  Entwicklungen  zurückgeführt  wird.  . 
Diess  geht  leicht  bei  dem  Binom  und  dann  bei  den  Exponential- 
funetionen,  nicht  aber  bei  den  Ausdrücken  sin  x  und  cos  x,  weil 
dieselben  nicht  durch  eine  Synthesis  der  allgemeinen  Arithmetik, 
sondern  durch  geometrische  Abstracfionen  gewonnen  worden  sind. 
Hier  könnte  man  die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  schon 
damit  chicanirea,  dass  man  fragte,  ob  denn  auch  sha  x  oder  cos  x 
einerlei  Functionsformen  für  alle  Werthe  von  x  seien.   Die  geome- 


°)  Es  versteht  sich,  dass  diese  Behanptung  nicht  dem  Herrn  Verfasser 
sondern  Anderen  tur  Last  fallt. 

15« 
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irische  Betrachtang  gicbt  um  keine  bestimmtere  Relation  zwischen 
Sinns  und  Bogen  als-  die,  dsas  die  Sinus  verschwindender  Bögen 
mit  den  Mögen  zusammenfallen,  oder  vielmehr,  dieser  Satz  ist  ein 
Postulat  für  die  geometrische  Anschauung.  Daher  können  wir  auf 
keine  andere  Art  vom  Bogen  zum  Sinus  hinüber  geführt  werden, 
als  durch  die  Betrachtung  der  verschwindenden  Elemente.  Dafür 
bieten  uns  die  leicht  zu  findenden  Formeln  fiir  sin  wtx  und  cos  mx 
durch  sin  x  und  cos  x  die  Hand,  und  es  bedarf- der  Methode  der 
unbestimmten  Coefficienten  uicht.  Sind  nun  aber  die  Entwickeinn- 
gen  tür  sin  x  und  cos  x  gefunden,  so  ergiebt  sich  alsbald  auch 
die  Notwendigkeit  ähnlicher  Entwicklungen  für  alle  anderen  go- 
niometriseben  Ausdrücke,  und  hierfür  kann  man  sich  der  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienten  bedienen. 

3. 

Der  zweite  Vorwurf,  welcher  die  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  trifft,  ist  der,  dass  sie  die  Ergänzung  der  Reibe  zur 
vollständigen  Function  nicht  beachte,  wodurch  die  natürliche  Be- 
stimmung der  Divergenz  oder  Convergenz  verloren  gebe.  Dieser 
Vorwurf  hängt  innig  mit  der  jetzt  allgemeinen  Ansicht  zusammen, 
dass  divergirende  Reihen  ganz  falsche  Ausdrücke  seien,  und  diese 
will  ich  daher  zuerst  zu  beleuchten  suchen. 

Es  ist  sehr  zu  billigen,  dass  man  ein  gewisses  oft  getriebenes 
unnützes  Spiel  mit  divergirenden  Reiben  bei  Seite  setzte,  aber  wo- 
her der  Scbluss  gezogen  wurde,  dass  divergirende  Reiben  fehler- 
haft werden,  ist  nicht  abzusehen.  Wie  es  scheint,  reebnete  man 
damit  und  fand  falsche  Resultate.  Da  aber  anderseits  «auch  richtige 
Resultate  aus  divergirenden  Reihen  hervorgingen,  so  wird  man 
veranlasst  zu  fragen ,  nach  welcher  Logik  man  den  Grund  der 
Fehler  in  der  Divergenz  finden  konnte.  Wie  es  nun  mit  jenen 
Fehlern  etwa  stehen  mag,  davon  will  ich  ein  Heispiel  geben,  indem 
ich  die  Irrungen  aufkläre,  wodurch  Herr  Dr.  Schlömilch  in  seiner 
Abhandlung  auf  so  widersinnige  Resultate  durch  divergirende  Reihen 
gekommen  ist. 

Zu  diesem  Behufs  frage  ich  zuerst,  was  wird  aus  dem  Aus- 
drucke S= ,  V™**~V,  ..i  wenn  r=1  aod  *=0  ist?  Setzen 

COS  oc  —  1 

wir  zuerst  r=l,  so  wird  S  =  ^—x  =r  —  i,  und  hiernach  also 

'  2 — 2  cos  x  *  * 

£  für  c  =  l  und  x=0.   Setzen  wir  aber  zuerst  x  =  0t  so 

wird  Ä  =  ^— —y  =s  y~^7;  »   was  fdr  r  =  1  unendlich  wird. 

Welches  Resultat  ist  nun  das  richtige? 

So  hätte  Herr  Dr.  Schlömilch  berücksichtigen  sollen,  das»  die 
Gleichung  A'  =  cos  X-+-2S  cos  x  —  1 — S  in  dem  Falle,  wo 
x  =  0  oder  =  2/m  ist,  keine  Bestimmung  gfebt,  dass  also  auch, 
wenn  x  =  2«?r,  cos  x  -+-  cos  Ix  -f-  cos  %x  -f-  .  . .  .  nicht  ohne 
Weiteres  =  —  |  gesetzt  werden  durfte.  Für  diesen  Fall  läset  sich 
die  Summe  nur  bestimmen,  wenn  man  zu  einem  allgemeineren  Aus- 
drucke übergebt,  in  welchem  der  fragliche  als  besonderer  Fall  ent- 
halten ist.  Die  Summe  1  ■+■  1  -f-  1  -4-  . . .  .  ist  also  ==oo  und  nicht 
=  —  |,  und  dieses  stimmt  auf  das  Schönste  mit  anderen  Bntwicke- 
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Dgen}  t.  B.  mit, der  Tod  p^-  zusammen,  wenn  jp=1  genom- 
men wird. 

Hiermit  fallen  nun  alle  Argumente,  welche  der  Herr  Verfasser 
der  gedachten  Aufsätze  gegen  die  divergirenden  Reihen  aufgestellt 
bat.    Zuerst  nämlich  ist  niebt 

£  =  -|  =  l-T-l-f-l  -f-  

« 

für  jeden  Werth  von  x,  sondern  für  x  =  0  wird 

.9=00=1  +  1  +  1-4-...., 

was  in  der  Ordnung  ist.  Für  jeden  andern  Werth  von  x  aber  er- 
halten wir  das  triviale  Resultat  oo  —  oe  +  oo —  .... 

Ich  komme  nun  zu  der  unter  (7)  aogefübrten  Folgerung.  Der 

sin  ("*  ^~  l)x 

Ausdruck  cos  x  -+-  cos  Ix  -f-  . .  .  -f-  cos  nx  =  —  \~\  t>  .    .  • — 

sagt,  dass,  wenn  eine  beliebige  Anzahl  von  Gliedern  der  Reihe 
cos  .r  +  cos  2jt+....  die  Hümme  —  j  geben  soll,  immer  noch 

 2sin  x       B'B  Er8»änzung  hinzugefügt  werden  müsse.  Diess 

säet  unsere  divergirende  unendliche  Reihe  auch  eben  so  gut.  Wir 
haben  cos^+cos%2+....+coSMa:+cos(«+l)^H-cos(it+2)a:+...... 

=  —  |,  also  wenn  wir  bei  dem  Gliede  cos  nx  abbrechen,  den 
Rest  R  =  cos  (u  -+-  \)x      cos  («      2)x  ■+-".  ...=  —  {  — 

(cos  x  -+-  cos  1x-\-  ....  +  cos  nx);  wir  werden  also  darauf  hin- 

Sewiesen,  die  Summirung  bis  cos  nx  in  endlicher  Wreise  zu  machen, 
edermann  sieht  ein,  dass  hier  mit  der  Supposition  m  =  qo  nicht 
mehr  ausgerichtet  wird,  als  wenn  is  =  3  wäre,  jene  ist  nur  unbe- 
stimmter. Diese  Bemerkung  würde  den  Herrn  Verfasser  nicht  auf 
sin  xx  und  cos  «ur  =  0,  sondern  auf  eine  identische  Gleichung 
geführt  haben. 

Die  unendliche  Reihe  drückt  nichts  weiter  aus  als  das  Ent- 
wicklungsgesetz, und  ihre  Bedeutung  ist  zunächst  nur  die  syntak- 
tische.   Ks  ist  cos  .ar-f-cos  *lx-\-  -f-cos  hx — ''"J?  *,*^-  = —  \> 

und  wenn  der  Rest  noch  weiter  entwickelt  wird,  so  kommen  Glie- 
der hinzu,  die  nach  demselben  Gesetz  gebildet  sind.  Das  Bildungs- 
gesetz der  Reihe  enthält  also  schon  den  Rest,  daher  dieser  wegge- 
lassen ist.  Dessbalb  kann  man  aus  der  Formel  (7)  durch  die  An- 
nahme n  =  ac  nicht  auf  Eulers  Reihe  gelangen,  ohne  zugleich  auch 
den  Rest  wegzulassen.  So  aber  ist  die  unendliche,  d.  h.  die  un- 
vollendete oder  unvollendbare  Reihe  mit  der  endlichen  verwechselt 
worden. 

Zuletzt  wird  die  Eulersche  Reibe  durch  eine  Integration  mit 
den  Lagrangeschen  oder  Fonrierschen  Reihen  in  Verbindung  ge- 
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V 

bracht.  Der  Herr  Verfasser  bat  aber  nur  mit  der  beschränkten 
Summenformel  — |==cos  x -+-  cot  %x -f- . . .  gerechnet,  von  wel- 
cher wir  wissen,  dass  sie  für  x  =  0,  welchen  Werth  das  unbe- 
stimmte  Integral  dorchlaufen  moss,  nicht  mehr  gilt.  Daher  kann 
auch  die  Rechnung,  deren  Basis  die  Allgemeingültigkeit  der 
Summenformel  ist,  nicht  richtig  sein.  Führt  man  aber  statt 
cos  x  ■+■  cos  ttx  -f-  ....  die  allgemeinere  Reihe  v  cos  x  -+- 
t>%  cos  2x  -+■  v*  cos  Zx  •+■  .  .  .  .  in  die  Rechnung  ein ,  deren 

Summe  =  t  —  2v*coa  ~x  +.~v*  ,eitl  w'rd*  »otegrirt  und  setzt  dann 
v=l,  so  wird  man  mit  anderen,  z.  B.  mit  Martin  Ohm,  das  ge- 
wünschte Resultat  mit  völliger  Allgemeinheit  erhalten. 

Also  nicht  in  der  Unrichtigkeit  der  divergireoden  Reihe,  son- 
dern in  der  beschrankten  Geltung  der  Summenformel  ist  der  Grund 
aller  Irrungen  zu  finden.  Die  Summe  der  Reihe  cos  ar  — cos  %x 
-f-  cos  Zx  —  . .  .  4 .  wird  von  x  =  0  bis  x  =  dtz  n  durch  ^  richtig 
dargestellt,  daher  man  auch  mit  ihr  richtige  Resultate  erhält,  wenn 
man  ihre  Anwendung;  nicht  über  die  gedachten  Grenzen  ausdehnt. 
Multiplicirt  man  z.  B.  mit  dx  und  integrirt  von  0  an,  so  erhält 
man  \x  =  sin  x  —  {sin  2^r-f-|sin  Zx — welche  Reihe  bis 
zu  n  als  richtig  anerkannt  wird,  aber  für  .ar  =  ±  7f  nicht  mehr 
gilt,  eben  weil  die  Urreihe  cosa? —  cos  2x -+-(...  für  diesen 
Werth  nicht  mehr  gilt 

Keine  unserer  Functionsformen  f(x)  kann  unmittelbar  die 
Eigenschaft  haben,  dass  sie  constant  = — |  fdr  jeden  Werth  von 
x  wäre,  aber  für  x  =  0 ,  x  =r 2,htt  unendlich  würde.  Daher  Hess 
sich  auch  die  Summe  der  Reihe  cos  or  +  cos  2x  -+-...  nicht  all- 
gemein uusdrücken.  Wir  müssen  daher  den  fraglichen  Aus- 
druck einem  allgemeineren  unterordnen,  in  welchem  er 
als  specteller  Fall  für  einen  gewissen  Werth  einer  ge- 
wissen Constante  enthalten  ist.  Diese  Bemerkung  ist  von 
Wichtigkeit;  so  können  wir  eine  Form  von  den  gedachten  Eigen- 
schaften nur  mit  Hülfe  einer  Constante  e=l  etwa  in  dem  Aus- 

,       ,  V  COS  X  —  V*         .       .  ii 

arucke  l-2v  cos  x-t-t,'  daratellen. 

■  * 

»  4. 

Nach  diesen  Betrachtungen  kann  die  Bemerkung,  dass  die  Me- 
thode der  unbestimmten  CoefBcienten  den  Rest  der  Reihe  nicht 
brachte,  nur  noch  wenig  Bedeutung  haben;  sie  ist  aber  auch  durch- 
aus grundlos.  —  Es  ist  sonderbar,  das*  während  in  der  allgemei- 
nen Arithmetik  überall  nach  Allgemeinheit  der  Formen  gestrebt 
worden  ist,  dieselbe  bei  den  Reiben  gegenwärtig  so  entschieden 
zurückgewiesen  wird.  Die  Grundoperationen  aller  GrÖssenlehre 
sind  Zusammenfugen  und  Trennen,  nnd  die  daher  entspannenden 
des  Vervielfachens  und  Theilens.  So  lange  wir  es  unmittelbar  nur 
mit  diesen  zu  ihun  haben,  sind  wir  im  Gebiete  der  gemeinen  Arith- 
metik ,  aber  schon  im  Beginn  der  Wissenschaft  macht  sich  die 
Notwendigkeit  grösserer  Allgemeinheit  der  Formen  geltend.  Die- 
selbe wird  nun  durch  die  grosse  Maxime  erhalten,  dass  für  jed- 
wede zwei  direct  entgegengesetzte  Operationen  eine 
einzige  Form  gesucht  wird,  in  welcher  beide  enthalten 
sind.   Diese  geschieht  zuerst  bei  der  Multiplication,  welche  nr- 
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»prüo glich  ein  Vervielfachen  ist,  aber  mit  Hülfe  gebrochener  Multt- 
plicatoren  auch  die  Operation  des  Theilens  in  sich  aufnimmt.  Diese 
allgemeine  Multiplicatfon  ist  bloss  eine  syntaktische,  die  nur  desa- 
halb  sich  so  eng  an  die  arithmetischen  Grundoperationen  anseht iesst,  • 
weil  sie  sich  so  bestimmt  mit  der  Bildung  der  Zahlen  eus  der  Eins 
vergleichen  lässt.  Hier  Hesse  sich  aber  der  Unterschied  zwischen 
vervielfältigenden  und  theilendeu  Faeloreu  auf  ähnliche  Weise 
durchrühren,  wie  der  Unterschied  positiver  und  negativer  Summen- 
glieder in  der  Addition.  Die  Theorie  der  letzteren  bringt  man  ge- 
wohnlich  erst  später,  füglicher  würde  man  sie  aber  gleich  nach  den 
festgestellten  Begriffen  des  arithmetischen  Addirens  und  Subtrahi- 
rens  als  das  Mittel  hinstellen,  den  Unterschied  in  der  Operation 
des  Zu*  und  Abzählens  aufzuheben  und  denselben  durch  Unter- 
scheidung positiver  und  negativer  Suoiraenglieder  wieder  zu  ge- 
winnen. Die  Potenzenlehre  schafft  alsdann  mit  Zuziehung  ge- 
brochener  Exponenten  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  die  eigent- 
liche Potenziruug  und  das  eigentliche  Wurzelauszieheu,  und  durch 
Einführung  negativer  Exponenten  einerlei  Kechnungsgesetze  für 
die  Multiplicatiun  und  Division  mit  Potenzen.  Weiter  ober  ist  das 
obige  Princip  mit  Gewinn  noch  nicht  durchgeführt  worden. 

Hieraus  ersehen  wir  nun,  dnss  in  der  allgemeinen  Arithmetik 
jede  Operation  eine  höhere  syntaktische  Bedeutung  hat,  der  die 
arithmetische  untergeordnet  ist.  Diese  höhere  syntaktische  Bedeu- 
tung ist  der  Grund  aller  Schwierigkeiten,  aber  zugleich  auch  die 
Quelle  aller  Gleichförmigkeit  und  Einheit  und  der  meisten  höheren 
Entdeckungen  gewesen.  Wegen  ihrer  syntaktischen  Allgemeinheit 
haben  daher  auch  unsere  Formeln  oft  nur  syntaktische  Bedeutung 
und  verlieren  die  arithmetische  Brauchbarkeit;  sie  sind  blosse  Fi- 
guren der  combiootorischen  Annlysis.  (Vergl.  Fries  mathem.  Na- 
turphilosophie). 3       V  5 

Warum  nun  die  Reihen  in  ihrer  allgemeinen  syntaktischen  Be- 
deutung bei  Seite  schieben  wollen,  ist  nicht  abzuseheo.    Ist  denn 

nicht  x  -fr-  x*  -fr-  x1  -f-  die  Entwickelung  von  y~  >-"»d  *** 

von  diesem,  auch  wenn  nicht  hinzugefügt  wird,  x  müsse  kleiner 
als  1  sein?  Die  Reihe  hat  vom  Stundpunkte  der  allgemeinen  Arith- 
metik aus  zunächst  nur  eine  syntaktische  Bedeutung  durch  ihr  Ent- 
wickelungsgesetz,  und  die  Frage  nach  ihrer  Summe  wird  hier  nicht 
durch  die  Summe  uller  Glieder,  sondern  durch  die  erzeugende 
Function  beantwortet.  Ihre  arithmetische  Bedentang  gewinnt  sie 
erst  dann,  wenn  sie  convergirt  aber  unabhängig  von  dieser  Eigen- 
schaft ist  in  ihr  Alles  durch  ihr  Entwickelungsgesetz  und  folglich 
auch  ihr  Rest  bestimmt. 

Indem  nun  die  Reihe  entwickelt  wird,  kommt  es  lediglich  dar- 
auf an,  das  Gesttz  ihrer  Entwickelung  zu  finden,  und  hierzu  kann 
der  Rest  nichts  beitragen.  Die  Bestimmung  der  Convergenz  ist 
ein«  untergeordnete  und  kommt  erst  dann  in  Frage,  wenn  die  Reihe 
arithmetische  Brauchbarkeit  gewinnen  soll.  Hier  kann  ich  wieder- 
um nicht  absehen,  wozu  die  Beachtung  des  Restes  nützen  soll. 
Die  erzeugende  Function  ist  jedesfalls  die  wahre  Summe,  aber  ich 
kann  sie  aus  der  Reibe  nur  dann  nähern ngsweise  erhalten,  wenn 
diese  convergirt,  d.  h.  nicht  wenn  der  Rest  verschwindet,  sondern 
wenn  er  gegen  den  Werth  der  erzeugenden  Function  verschwin- 
det.  In  den  Fällen  also,  wie  der  Werth  der  erzeugenden  Function 
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unendlich  gross  wird,  braucht  der  Rest  nicht  unendlich  klein,  Mil- 
dern nur  endlich  zu  werden.  Hiernach  bestimmt  sich  der  Begriff 
der  Convergenz  allgemeiner.  Die  Reibe  y -f- *f- 1 -f"  •  •  .  •  diver* 
girt  nicht,  sondern  coovergirt,  weil  der  Rest  gegen  ihre  Summe 
verschwindet.  Daher  hat  Poisson  ganz  Recht,  wenn  er  sagt,  dass 
jede  Reibe  convergire,  deren  Glieder  verschwindend  klein  werden; 
und  hiernach  ist  die  Bestimmung  der  Convergenz,  die  man  nicht 
mit  dem  Zusammenzählen  unendlich  vieler  Glieder  verwechseln 
muss,  wenigstens  nicht  schwerer  als  mit  Beacbtuog  des  Restes. 

5. 

Die  Abhandlung  XXXII.  wird  uns  recht  klar  zeigen,  wie 
notliig  es  sei,  auf  die  syntaktische  Bedeutung  unserer  Formen  zu 
achten.  An  die  Spitze  stellt  Herr  Dr.  Schlömilcb  den  nachher  be- 
wiesenen Satz 


.  •  • 


«tg  - 

und  findet  dann  für  m=l  und  »  =  2  den  Ausdruck 

0  1^  =  °' 

„allein  wenn  man  für       ^%  die  Reibe  1     se%  -f-  Jt*  . 

/»•  dx 
o  1_J.i=0°-f-4<ae,-f- » 

„und  also  =oo  erhalten,  ein  ganz  falsches  Resultat." 

Zuerst  bemerke  ich,  dass  der  Herr  Verfasser  bei  der  Botwieke- 

lung  des  Ausdrucks  J  =  f^^—r  in  dem  Schlüsse,  dass  der 

Rest  allgemein  verschwinde,  sich  geirrt  hat,  denn  es  wird  oller- 

diogs  die  Function     \_x     «Mödlich nämlich  för  ^  =  0  wenn 

Für  a~\  bekommt  man  das  unbestimmte  Resultat  04, 
allein  wenn  «<J,  >o  hat  obiger  Ausdruck  allerdings  nur  endliche 
Werthe  zwischen  &  =  0  und  jrssl.  Ich  will  datier  zuerst  mit 
Berücksichtigung  des  Restes  das  Resultat  genauer  begründen  und 
zugleich  die  eigentliche  Basis  der  ganzen  Rechnung  bestimmter 
hervorheben. 
Man  bat 

J  —  /o  \-x  ~~Jo  l~x       ß  1    1  —  x' 

I 

utif  nun  9tn  xtcctCcn  Glieds      ^  y 
nnd  erhalte  .\ 

Nun  habe  ich  identisch 
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1  —  X' 


.r»-*-i 

l—x 


x— 1 


X-  1 


i..  < 


also 

/  0 

IM  im  bat  aber  zwischen  diesen  Grenzen  die  erste  Reihe 


<i  a-f-1 


a-t-3 


die  andere 


1  1  1 

~~  o-2  S^Tj  


a—n 


also  den  Unterschied  beider 


1  _W-^— +     1  +r-L- 

«       "^l3  —  «3  ^  2»  —  a*  ^  3J  —  a» 


Um  nnn  für  die  beiden  Integrale  gleiche  Grenzen  zu  erhalten, 
setze  ich  mit  Herrn  Dr.  Scblömilch  im  zweiten      statt  x  and 


halte  es  dadurch 

■  . 


■ 


Daher  erhalte  ich  für  den  Rest  der  Reihe  den  Ausdruck 

■ 

o  1  —  x       /  o  1— ar       /o  1  — x  *r"~Q  ' 

•  » 

gefixt  ^ 

welches  nun ,  da  in  Folge  des  positiven  a  die  Function  x__x 

zwischen  .r  =  0  und  jc=\  immer  nur  endliche  Werthe  hat,  für 
wachsende  »  verschwindet.  Und  da  nun  die  ins  Unendliche  fort- 
gesetzte Reihe  H  den  Werth  ^  hat|  so  igt 

on7:::^+,>ä>0' 
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Doch  diese  Rechnung  kann  uns  hier  nicht  zur  Klarheit  fuhren, 
wir  müssen  ihre  Grundlage  näher  erörtern.   Da  sehen  wir  denn, 

da ss  ich,  wie  auch  Herr  Dr.  Schlotnilcb ,  den  Ausdruck  -.  -  in 

umänderte;  was  giebt  mir  aber  dazu  ein  Recht?  Wird  denn 

x  —  1 

hierdurch  nicht  die  Functionsform  ganz  wesentlich  abgeändert?  Es 
ist  gar'  nicht  einerlei,  oh  ich  z.  B.  J         oder  —  /  schreibe. 


Daher  ist  der  Ausdruck  j*^  «to  iuwiginärer;  er  hat 

bloss  eine  syntaktische  Bedeutung  und  ist  ein  arithmetischer  Un- 
sinn. Warum  derselbe  aber  doch  ohne  weitere  Zusätze  in  die 
Lebrbücber  üben  r/mg,  daran  ist  lediglich  die  beschränkte  Auffassung 
des  bestimmten  Integrales  Schuld.   Dasselbe  ist  nicht 


für  d  =  ^=1^>  das  ist  es  nur,  wenn  das  allgemein«*  Integral 

j/i,x)dx  für  alle  Werthe  von  x  =  m  bis  jr=c6  eine  reelle 

^Function  von  x  ist  Das  bestimmte  Integral  ist  nichts  an- 
deres,  als  die  Differenz  zweier  besonderes  Werthe 
eines  allgemeinen,  und  diess  ist  seine  svntaktische  Bedeutung, 
der  jene  arithmetische  untergeordnet  ist. 

tl  *E    1  , 

Betrachten  wir  nun  den  Ausdruck  -  — ,  so  läsBt  er  sieb, 

1  —  xm 

weil  **•<»  und  beide  ganze  Zahlen  sind,  in 

Adx    .  t  B  \}>{x)  dx  

zerlegen,  wo  ff>(x)  eine  ganze  rationale  ' Function  von  x  sein  wird. 
Hier  ist  nun  der  zweite  Theil  immer  das  Differential  einer  reellen 
Function  von  x  =  0  bis  x  =  00,  nicht  so  aber  der  erste;  denn  es 

igt    ^*  =  —  d  log  (1  —  x)  und  also  nur  von  0  bis  1  reell. 
1  —  x 

Wollte  ich  aber  setzen,  so  wäre  dieses  =i-  rf  log  {x  —  l) 

und  also  nur  von  1  bis  x  reell.  r,   t)  ,.\ 

Ich  will  zur  besseren  Anschaulichkeit  das  Beispiel  fj-^x* 
wählen,  welches  von  x  =0  bis  ar  =  oo  nach  dem  Lehrsätze 

/^*x~-*dx  , — n        ao     .ej   a|  werden  würde.  Aber 

A   1—4«  mn  SK* 

n  tg  —- 

»ch  finde  ,       (  .  u      ,  (    ,  „, 

_1  i  .  U2  +  x)dx    .     ..  . 

also  wenn  ich  integrire  .:.•-»«.■  ■ 
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<     1  '    ,  •  • 

Hier  giebt  nun  —  arctg  von  ar  =  0  bU  <r  =  <»  tieu 

Werth        —  p| .      =         also  dasselbe  wie  oben)  aber  was 

i  log  (1     oc  -J-  oo*)? 

Also  die  Form  muss  vor  Allen  gesichert  sein!  wenn 
anders  unsere  Rechnungen  nicht  sinnlos  sein  sollen.    Die  wahre 

 —  =  —  ist  die.  dass  es  die  Dif- 

M 

ferenz  zweier  gonx  verschiedener  bestimmten  Integrale  bedeutet, 

..     ..      -  ,.    „           r*x*—*Ax      ,    r*x<*—*dx  ,  .  . 
die  sich  uuf  die  Formen  /   und  /   —  briacren  Ias- 

./  0   1  —  X  ,/l     X  —  1  ° 

sen.  Weil  nun  hier  eigentlich  eine  Aendernng  der  Functionsform 
während  des  Integrirens  eintrat,  so  sollte  man  so  etwas  nicht 

durch  /     *     ^  «usdrücken. 

Hier  ist  nun  klor,  worin  der  Fehler  des  Herrn  Dr.  Schlömilch 

o  l  _  x%  zu  suchen  sei.  Indem  die  In- 
tegration mittels  der  Reihe  l  _|A,a  =  1  -|-  x%  -h  &*  -f- . . .  geschah, 
wurde  die  Functionsform  von  ar  =  0  bis  4?  =  00  beibehalten  und 
dadurch   f~y~;=i70     T  oe»  -f-  \  oo»  -4-  . . .  gefunden.  Hier 

darf  ich  *nun  nicht  darnach  fragen,  was  alle  Glieder  dieser  Reihe 
zusammengenommen  ausmachen,  sondern  ich  muss  ihre  syntaktische 
Bedeutung  nachweisen.    Darnach  ist  sie  die  Entwickeiung  von 

Jlog  |        für  jc  =  oo,  und  folglich  ist 


f- 

./o  1 


/>  o»     dg                   f  ob  fix 
— — r  aus  /    -   mache,  so  verändere  ich 

l  x9  —  1         /  1  1  —  x* 

die  Functionsform  und  habe  zwei  ganz  verschiedene  Integrale. 
Dass  ihr  Unterschied  =0  sei,  findet  man  durch  Substitution  der 
Reihen 


1—  x* 
1 


nun  sehr  leicht,  denn  wir  erhalten  ,  i  , 

(l-l)^(*^*)-Mt-r*)*-,...=:0. 
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du«     di.  i.t(Krai.  /0'rSi  »»a  /;* A 

verschiedenen  Formen  angehören,  kann  man  leicht  sehen,  wenn 


die  allgemeinen  Integrale  sacht;  erateres  ist  £log  l  ^,  das 
andere  *log 

Anmerkung.  Meine  eignen  Ansichten  über  die  Metbode  der  unbestimm- 
ten Cuefficienten  darf  ich  als  hinreichend  bekennt  voraussetzen ; 
immer  aber  werde  ich  auch  entgegengesetzten  Ansichten,  wenn 
sie  nur  mit  Wurde  und  Ruhe  vorgetragen  werden,  gern  verstat- 
ten, sich  in  dem  Archive  geltend  zu  machen.  G. 


XXVI. 


Ooniometrischer   Zirk  ei. 


: 

Von  dem 


Herrn  Oberlehrer  Dr.  B  r  e  h  m  e  r 

am  Pädagogium  zu  Putbus. 


Werden  die  goniometrischen  Functionen  eines  und  desselben 
Winkels  x  in  einem  Zirkel  folgendermaßen  neben  einander  ge- 
stellt: 


■o  lassen  sich  die  einfachen  Relationen  zwischen  ihnen  durch  fol- 
gende Gesetze  ausdrücken: 

1)  Das  Product  zweier  in  Scheitelwinkeln  stehender  Functionen 
ist  gleich  1. 

sin  &  .  cosec  .r  =  1,  u.  s.  w. 

2)  Das  Prodnct  zweier  über  oder  uuter  derselben  Linie  stehender 
Functionen  ist  gleich  der  eingeschlossenen  Function. 

sin  x  .  sec  d?  =  tang  x,  u.  f.  w. 
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3)  Der  Quotient  zweier  anliegender  Functionen  ist  gleich  der  dem 
Dividendus  auf  der  anderen  Seite  anliegenden  Function, 

sin  x 

c—  =  tang  oßy  n.  •.  w. 

Anmerkung.  Wir  verweisen  bei  dieser  Gelegenheit  auf  das 
Programm:  Ein  Schema  zur  Erleichterung  des  Elementar- 
unterrichtes in  der  Trigonometrie  von  Dr.  E.  W.  Grehe. 
Cassel.  1840.  Das  in  diesem  Programm  milgetheilte  Schema  er- 
streckt sich  auch  auf  die  Formeln  zur  Auflösung  der  ebenen  recht- 
winkligen Dreiecke.  , 

G. 


XXVII. 

Ueber  Theilung  und  Verwandlung  einiger  ebe- 
nen Figuren. 

Von 

Herrn  A.  Göpe! 


Wenn  man  H.  Gerwien's  sinnreichen  Beweis  der  Gleichheit 
zweier  Dreiecke  von  derselben  Grundlinie  und  Höhe  vermittelst 
blosser  Congruenz  weiter  verfolgt,  so  gelangt  man  zu  nickt  min- 
der merkwürdigen  Theilungen  und  Verwandlungen.  Die  erwähnte 
Constructiou  besteht  im  Folgenden.  Man  lege  die  beiden  Dreiecke 
ABC  und  ABC  mit  ihrer  gemeinschaftlichen  Grundlinie  AB  so 
an  einander,  dass  die  Spitzen  C  und  C  auf  verschiedene  Seiten 
derselben  fallen.  Die  Verbindungslinie  CC  wird  dann  durch  ihren 
Durchscbnittspunkt  D  mit  der  Grundlinie  AB  gebälfiet.  Von  D 
ziehe  man  nach  den  Mitten  der  vier  übrigen  Seiten  der  beiden  ge- 
gebenen Dreiecke  gerade  Verbindungslinien.  Durch  dieselben  wird 
jedes  dieser  Dreiecke  in  ein  Viereck  und  zwei  Dreiecke  getheth, 
die  einander  beziehlich  congruent  sind.;  so  dass  man  also  aus  den. 
Theilen  des  eioen  Dreiecks  mittelst  geeigneter  Drehung  und  Ver- 
schiebung dos  andere  Dreieck  zusammensetzen  kann. 

Eine  solche  Theilung  und  Verwandlung  lässt  sich  nuch  bei 
zwei  beliebigen  Dreieckeo  ausfuhren,  die  weder  dieselbe  Grundlinie 
noch  dieselbe  Höhe  haben,  sondern  einander  schlechthin  gleich 
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sind.    Heissen  ABC  und  diese  beiden  Dreiecke,  so  kann 

man  offenbar  immer  ein  Mittelglied  (Dreieck)  auffinden,  welches 
mit  jedem  der  beiden  Begebenen  Dreiecke  gemeinschaftliche  Grund* 
linie  und  Höhe  (freilich  mit  jedem  eine  andere)  hat.  Mau  darf 
nur  von  jedem  Dreiecke  eine  geeignete  Seite  z.  B.  AB  und  A'B' 
(Taf.  IV.  Fig.  1.)  auswählen  und  aus  ihnen  unter  geeignetem  Win- 
kel ein  Dreieck  ABB1  bilden ,  welches  mit  ABC  die  Grundlinie 
AB  und  mit  A'B'C  die  Grundlinie  A'B*  gemeinschaftlich  hat. 
Führt  man  nun.  der  obigen  Methode  zufolge,  die  theilenden  Gera- 
den  für  die  beiden  Dreiecke  ABC  und  ABB'  aus,  so  werden  die- 
selben hiedurch  in  die  nöthigen  Theile  zerlegt,  um  das  eine  in 
das  andere  verwandeln  zu  können.  Die  Theile  des  Dreiecks  ABB' 
werden  durch  eine  nochmalige  Anwendung  derselben  Construction 
in  Bezug  auf  die  Dreiecke  ABB*  und  A'B'C  wiederum  in  Theile 
zerlegt.  Wenn  man  nun  die  letztere  Theilung  auf  die  schon  vor- 
handenen Theile  des  Dreiecks  ABC  überträgt  und  wenn  man  um* . 
gekehrt  die  erste  Theilung  von  ABC  und  ABB*  auf  das  Dreieck 
A'B'C  ausdehnt,  welche  Construction  in  der  Figur  zu  erblicken 
ist,  so  sind  olfenbar  die  entstandenen  Theilungen  hinlänglich,  nicht 
nur  um  aus  den  Theilen  von  ABC  der  Reihe  nach  die  Dreiecke 
ABB*  und  A'B'C  zu  bilden,  soudern  auch  um  das  Dreieck  ABC 
unmittelbar  in  das  Dreieck  A'B'C  zu  verwandeln.  In  der  Figur 
sind  die  congruenten  Theile  durch  dieselben  Buchstaben  a,  ß,  .  . . 
bezeichnet. 

Es  ist  nun  klar,  dnss'man  auch  die  Gleichheit  zweier  Paralle- 
logramme durch  Congrueoz  nachweisen  kann.  Man  braucht  zu 
dem  Ende  nur  jedes  derselben  durch  eine  Diagonale  in  zwei 
Dreiecke  zu  theilen,  und  auf  jedes  dieser  Dreiecke  die  beschriebene 
Theilung  anzuwenden.  Wenn  man  aber  in  Taf. IV,  Fig.  1.  die  Paralle- 
logramme über  AB  und  AB'  vollendet  und  in  jedem  der  hinzu* 
tretenden  Dreiecke  dieselbe  Theilung  anbringt,  so. wird  mau  ge- 
wahr, dass  sich  die  Sache  viel  einfacher  gestalten  lässt.  In  den 
beiden  Parallelogrammen  BD  und  B'D1  haben  nämlich  einerseits 
die  Theile  b\  o,  £  und  andererseits  die  Theile  y,  /?,  c  dieselbe 
Lage  in  Beziehung  auf  einander.  Man  kann  sie  daher  beziehlich 
zusammenfassen  und  braucht  sie,  um  das  Parallelogramm  BD  in 
das  Parallelogramm  B'D'  zu  verwandeln,  nicht  erst  in  ihre  Theile 
«,  o\  £  oder  y,  ßt  c  zu  zerlegen.  Es  ergiebt  sich  daher  die  fol- 
gende Construction  (Taf.  IV.  Fig.  2.). 

„Um  das  Parallelogramm  BD  in  das  Parallelogramm  B  D'  zu 
„verwandeln,  ziehe  man  durch  die  Mitte  von  BD  eine  Gerade 
„dergestalt,  dass  das  auf  ihr  von  einem  Seitenpaare  (z.  B.  AB 
„and  CD)  abgeschnittene  Stück,  einer  Seite  (z.  B.  AB')  des  Pa- 
„rallelogramm*  B'D'  deich  wird.  Von  den  Mitten  des  anderen 
„Seitenpaares  (also  ADy  DC)  fälle  man  auf  diese  Gerade  zwei 
„andere  Gerade  unter  dem  Parallelogramm- Winkel  von  B'D'. 
„Durch  diese  drei  Gerade  wird  das  Parallelogramm  BD  in  solche 
„Stücke  getheilt  werden,  dass  sich  aus  ihnen  das  Parallelogramm 
„B'D'  zusammensetzen  lässt/4 

Vermittelst  dieser  Construction  kann  man  offenbar  auch  den 
pytbagoräischen  Lehrsatz  durch  Congruenz  beweisen,  wenn  man 
auf  Euklidische  Weise  das  Quadrat  der  Hypotenuse  mit  der  Höhe 
des  rechtwinkligen  Dreiecks  in  zwei  Rechtecke  zerlegt,  welche  den 

I  i 
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uadraten  der  beiden  Katheten  bezieblich  gleich  sind.  In 
alle  lasst  sich  die  Construetion  einfach  ao  angeben: 

„Durch  die  Mitte  dea  Quadrats  DD  (Tat  IV.  Fi*  3.)  siehe 
„man  eine  Parallele  mit  der  Hypotenuse,  und  auf  diese  Pa- 
,  „rnllele  fälle  man  von  den  Glitten  der  Seiten  ßC  und  DB 
„zwei  Perpendikel;   so  wird    man   aus  den  entstandenen 
„Stücken  durch  Drehung  und  Verschiebung  daa  Rechteck 
y^CF  zusammensetzen  können." 
Dasselbe  gilt  natürlich  auch  von  dem  Quadrate  der  kleineren  Ka- 
thete, nur  dass  man  hier  auch  subtractive  Stücke  in  Betracht  zu 
ziehen  hat. 

Eine  andere  Verwandlung  des  Quadrats  der  Hypotenuse  in  die 
beiden  Quadrate  der  Katheten,  wobei  nur  eine  parallele  Ver- 
schiebung nötbig  ist,  lehren  Fig.  4.  und  Fig.  5.  auf  Taf.  IV.  Sie 
sind  ohne  weitere  Erläuterung-  verständlich. 

Den  Beweis  für  alles  Vorstehende  wird  man  mir  erlassen. 

.    !  •  •  ■     .  ■  ■  .  '•. 

*  »  I.-  '   '  *  •  Hl 


•   .  ■    •      •     .i  «  ".i 

-    ,  .<  ■  t  "  fr 

j  *  *    ♦  'i 


.XXV  III. 


Heber  die  Berechnung  des  Elasticitüts-Modulus 
aus  directen  Debnungsversuchen. 


Von  dem 


Herrn  Fabriken- Com nuBsionsrath  A.  F.  W.  Brtx 

zu  Berlin. 


- 


Bei  der  Berechnung  der  Blasticit&t  prismatischer  Körper,  die 
durch  gegebene  Kräfte  nach  der  Richtung  ihrer  Länge  gespannt 
werden,  geht  man  bekanntlich  von  dem  durch  die  Erfahrung  be- 
stätigten Gesetze  ans.  dass  unter  übrigens  gleichen  Umständen  die 
beobachteten  Längendehnungen,  sofern  sie  die  sogenannte  Elastici-' 
tätsgrenzfe  sieht  überschreiten,  den  spannenden  Kräften  und  den 
Längen  der  Prismen  direct,  den  Querschnitten  derselben  aber  um- 
gekehrt proportional  sind.  Bezeichnet  also  X  die  Länge,  a  den 
Querschnitt  eines  Prismas,  und  ist  X  die  Ausdehnung,  welche  das- 
selbe erleidet,  sobald  es  einer  Längen  Spannung  zszP  unterworfen 

wird,  so  ist  X  der  Grösse  ™  proportional,  und  es  findet  daher  die 
Gleichung  Statt: 
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1)     sai   I 

worio  m  einen  ErfahrungscoefCcienten  bezeichnet,  der  nur  von  der 
physischen  Beschaffenheit  des  Körpers  abhängig,  für  Körper  einer- 
lei Art  also  constant  ist.  Man  nennt  ihn  bekanntlich  den  Elasti- 
citäts-Modul  us,  und  um  seinen  numerischen  Werth  für  irgend 
eine  gegebene  Substanz  durch  directe  Dehnungsversuche  zu  ermit- 
teln, dient  die  Formel 

in  welcher  P,  l  und  a  bekannte,  dem  Versuche  zum  Grunde  ge- 
legte Grössen  bedeuten,  während  X  die  beobachtete  Dehnung  ist, 
die  jedoch  wieder  verschwinden  muss,  sobald  die  Spannung  P auf- 
gehoben wird. 

Hei  den  auf  Veranlassung  Eines  Hohen  Finanzministerii  unter 
meiner  Leitung  im  Königlichen  Gewerbe -Institut  angestellten  Ver- 
suchen über  die  Festigkeit  verschiedener  Baumaterialien  kamen 
unter  Andern  auch  schmiedeeiserne  Rundstangen  bis  zn  einer 
Stärke  von  etwa  1^  Zoll  mittleren  Durchmesser  zur  Anwendung, 
um  sie  in  Bezug  auf  ihr  elastisches  Verhalten  bei  einer  gewissen 
Längenspannung  zu  prüfen.  Da  aber  viele  von  diesen  Stangen 
nicht  an  allen  Stellen  denselben  Durchmesser  hatten,  so  kam  es 
darauf  an,  eine  Methode  zu  ermitteln,  durch  weiche  der  Elosticitäts- 
Modulus  genauer  gefunden  werden  konnte,  als  nach  dem  gewöhn- 
lichen Verfahren,  bei  welchem  die  Stange  als  ein  Cylinder  voraus- 
gesetzt wird,  dessen  Durchmesser  dem  mittleren  Durchmesser  der 
geprüften  Stange  gleich  iat.  Das  Ungenügende  dieses  Verfahrens 
bat  schon  Lagerhjelm  erkannt,  weshalb  er  bei  seinen  Versuchen  *) 
diejenigen  Stangen,  welche  nicht  überall  denselben  Durchmesser 
zeigten,  als  eine  Aneinanderfügung  mehrerer  Cylinder  von  verschie- 
denen Durchmessern  betrachtete,  und  darauf  die  Berechnung  ihrer 
Längendehnung  basirte. 

Das  zn  gleichem  Zwecke  von  mir  in  Anwendung  gebrachte 
Verfahren/  welches  den  Gegenstand  dieser  Mittheilung  bildet,  be- 
steht im  Folgenden: 

Man  denke  sich  die  Stange  in  n  gleiche  Theile  getheilt,  und 
in  den  Theilpunklen  die  Querschnitte  bestimmt,  welche  sämmtlich 
als  verschieden  vorausgesetzt  werden.  Betrachtet  man  demnächst 
jeden  dieser  Theile  als  einen  abgekürzten  Kegel,  und  berechnet 
unter  dieser  Voraussetzung  die  Dehnungen  aller  einzelner  Theile, 
«o  muss  deren  Summe  gleich  der  beobachteten  Dehnung  der  gan- 
zen Stange  sein.  Auf  diesem  Wege  gelangt, mau  zu.  einer  Glei- 
chung, aus  welcher  aodann  der  Eiasticitäts-ModuUia  leicht  gefun- 
den werden  kann. 

Um  dies  Verfahren  in  Ausübung  zu  bringen,  könnte  es  zuvör- 

.1  .'  \     -  •  ,  I      'i  .    M'»t.  Sil  »„  •  \ 

',  t  .  r  ..  .«'»',  .'i     ',.  t  t  -     .  t-i  .  '   ".  i  ' 

*)  Peter  Lajrerhjemi 's  Versuche  tur  Bestimmung  der  Dichtheit,  Gleichar- 
tigkeit, Elasticitat  u.  s.  w.  des  gewalzten  und  geschmiedeten  jStabeisens. 
Aus  dem  Schwedischen  übersetzt  von  Dr.  J.W.  Pfaff.  Nürnberg. 
1829.  Seite  134. 
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dem!  darauf  an,  die  Dehnung  eines  abgekürzten  Kegels  zu  berech- 
nen, welche  sich  folffendermassen  gestaltet: 

Der  grösseren  Allgemeinheit  wegen  setzen  wir  eine  abgekürzte 
Pyramide  voraus,  deren  parallele  Endflächen  mit  a  und  tj  bezeich« 
net  werden  sollen.  Es  sei  /  die  Länge  dieses  Körpers  und  X  die 
Dehnung,  welche  durch  eine,  nach  der  Richtung  seiner  Schwer- 
punktsacbse  wirkende  Kraft  P  hervorgebracht  worden  ist.  Man 
denke  sich  von  a  aus  ein  unbestimmtes  Stück  =  «ar  auf  der  Achse 
abgeschnitten,  und  bezeichne  den  Querschnitt  der  Pyramide  im  End- 
punkte von  ac  mit  y.  Zur  Bestimmung  dieses  Querschnittes  hat 
man  dann  die  Gleichung 

lV~y  =  (/  -  x)Va  aVa> 
aus  welcher  sich  demnächst  ergiebt: 

Bezeichnet  nun  Xx  die  Dehnung  des  in  Rede  befindlichen  Körpers 
auf  die  Länge  a?t  dann  ist  dXx  die  dem  Increment  dar  zukommende 
Dehnung,  und  dafür  kann  nun  nach  (1)  die  Gleichung  aufgestellt 
werden: 

„       P  .dx 
m  .  dXx=z  ■ 

Aus  ihr  ergiebt  sich,  nach  Einsetzung  des  obigen  Ausdruckes  von  y. 


4 

_PP  fi  dx  

Vollführt  man  die  hier  angedeutete  Integration  zwischen  den  be- 
zeichneten Grenzen,  was  keine  Schwierigkeiten  hat,  so  findet  man 

3)   2  —   _L__  Pi 


Die  Dehnung  der  abgekürzten  Pyramide  ist  demnach 
'  der  eines  Prismas  gleich,  dessen  Querschnitt  das  geo- 
metrische Nittel  zwischen  den  Endflächen  des  ersten 
K örperr  ist. 

Ist  die  Rede  von  einem  abgekürzten  Kegel,  und  man  oezeich« 
*  net  die  den  Endflächen  a  und  «r*  zugehörigen  Durchmesser  bezüg- 
lich mit  d  und  (f ,  so  verwandelt  sich  die  vorige  Formel  in  folgende 

4)   X=  *" 


nmdd' 


Zur  Anwendung  der  letzten  Formel  auf  den  mir  bei  den  Ver- 
IV.  16 
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suchen  vorgelegenen  besondern  Fall  seien  nun  dx ,  </,,  */,,...  <4,  d*+i 
die  verschiedenen,  in  den  w  +  l  Tbeiluunkten  gemessenen  Durch- 
messer» und  iL,,  JL,,  A,,  .  .  .  .  Ä*  seien  die  Dehnungen  in  den  ein- 
zelnen Abtbeilungen  der  Stange.    Alle  diese  Tbeile  haben  dieselbe 

Länge  =~>  wenn  /  die  Länge  der  Stange  in  ihrem  natürlichen 

Zustande  bezeichnet  In  Gemässbeit  der  obigen  Formel  hat  mau 
dann  nach  einander: 

\Pl  1 

*»  — nmn  '  </,<ft; 

hPl  I 

1,= 


nmn  '  d9dt  * 
1 


.  1 


Summirt  man  diese  Gleichungen,  und  setzt  die  guuze  Dehnung  der 
Stange,  nemlich  X,  +  X9  -f-  X,  -f-  . . .  Xu  =  X,  so  kömmt 

^/»/   .  l         _1   1   1  . 

l  —  nmn'  ^d,  "*~  d2d,       dtd.  +  dndn+x" 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen  die  Summe  der  Reihe  in  der  Klam- 
mer gleich  -(jjr^r)  gesetzt  wird, 


Diese  Gleichung  liefert  nun  für  den  Elasticitäts-Modulua  die  Formel 

w 

hPl  K.  1  . 

6>  m=™x'~{d^rJ> 

nach  welcher  die  Eingangs  erwähnten  Versuche  berechnet  worden 
sind. 

Die  dadurch  gewonnenen  Resultate  werden  später  der  Ocffent- 
lichkeit  übergeben  werden,  weshalb  ich  mich  Tür  den  Zweck  dieser 
Mittheilung  darauf  beschränke,  hier  nur  einen  der  vielen  Versuche 
anzuführen,  den  ich  nach  der  obigen  Formel  nnd  nach  dem  ge- 
wöhnlichen Verfahren  berechnen  will,  um  den  Unterschied  in  den 
numerischen  Wertben  von  m  für  beide  Methoden  ersehen  zu  lassen. 
Dieser  Versuch  betrifft  eine  Stange  englisches  Rundeisen  von  der 
Sorte,  wie  es  gewöhnlich  zu  den  Ankerketten  verwendet  wird.  Es 
wurde  auf  derselben  eine  Länge  von  5  Fuss  abgetheilt,  und  von 
Fuss  zu  Fuss  wurden  die  Durchmesser  ermittelt,  für  welche  sich 
folgende,  in  Linien  ausgedrückte  Zahlenwerthe  ergaben: 

//,  =  12,29;  </,  =  11,68;  d%  =  11,71 ; 
rf4  =  11,68;     =  11,66;  #/.  =  11,89. 
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Das  arithmetische  Alittel  derselben  ist  </=  11,818  Linien.  Die  bei 
den  Versnche  beobachtete  Dehnung  der  Stande  betrug  im  Mittel 
von  zwölf  verschiedenen  Beobachtungen  0,307*2  Linien  auf  5  Fuss 
Länge,  wenn  eine  Längeospannnng  P=  9021  Pfd.  angewendet 
wurde. 

Um  nun  hierauf  die  Formel  (6)  anwenden  zu  können,  muss 
man  /  in  demselben  Maasse  wie  X,  also  beide  in  Linien  ausdrücken, 
dann  wird  sich  der  KlasticitSts-Modulus  in  Pfunden  für  die  Qua- 
dratlinie als  Einheit  des  Querschnittes  ergeben. 

Demnach  Ist  /=720"'  und  iL  =  0,3072"'.  Nach  den  obigen 
Wertben  der  Durchmesser  findet  man  zuerst 

vf  \  \  =  _i  i  l  l.    1    _i  l  1—  '_J  0  0362 

VW  y  d9da  +  dtdA  ^  d.ds  +  did.  — 

Setzt  man  diese  Zahlenwertbe  in  Formel  (5)  ein  und  berücksich- 
tigt zugleich,  dass  «  =  5  ist,  so  findet  man 

«  =  104933  Pfd.  pro  Q  Linie. 

Um  die  Grösse  m  nach  dem  mittleren  Durchmesser  </=  11,818  Li- 
nien zu  berechnen,  dient  die  Formel 


welche  nach  Substitution  der  entsprechenden  Zahlenwertbe 

»  =  192772  Pfd. 
giebt,  ebenfalls  fu»  die  Quadratlinie  des  Querschnittes. 
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XXIX. 

Auflösung  einer  algebraischen  Aufgabe,  und 
Umstellung  einer  anderen. 

» 

Von 

Herrn  A.  Göpel 

zu  Berlin. 


Aus  den  Gleichungen 

/   a1  -+-  b1  -f-  c*  =  1 ;    da'  -f- b'b"  -f- c  c"  =.  0 

1)  )  =  1;    a"«-f-£"£-T-c"c  =  0 
(•",+r+(Tl  =  l;    w'  +  Z/i'  +  cc^O 

die  Gleichungen 

/«* -h  =  1;    Äc-h  0V  -4-*V'  =  0 

2)  |ä'  -4-£'*-M"»  =  l;   c«  +  cV  +  cV  =  0 

herzuleiten.   (S.  Litter.  Beriebt.  Nr.  XU.  S.  191). 

Diese  bei  der  Verwandlung  der  Coordinaten  vorkommenden 
Gleichungen  pflegt  man  gewöhnlich  aus  ihrer  geometrischen  Bedeu- 
tung abzuleiten.  Hat  man  nämlich  zwei  rechtwinklige  Axen- 
sjsteme  OX,  Oty  OZ  und  OX.  OY\  OZ'  und  sind 

a,    b,   c   die  Cosinus  der  Winkel  X OX,  XOY,  X OZ 

«,  b\  c   -     -      -      -    rox,  r«K,  yoz 

d\  b",  c"    .        -        -        -       Z'öX,  Z Z  öZ 

so  finden  die  Gleichungen  1)  statt;  und  namentlich  gelten  die  drei 
letzten  derselben,  weil  da" b'b" -\- c'c"  gleich  dem  Cosinus  des 
Winkels  Y'OZ'  ist,  dieser  aber  als  ein  rechter  Winkel  vorausge- 
setzt wurde;  u.  8.  w.  Unter  diesen  Voraussetzungen  sind  aber 
auch 

«,  a"  die  Cosinus  der  Winkel  XOX\  XOY\  XOZ 
by  b\  b"   -        -  .      YOX\  YOY,  YOZ' 

ct  d,  c"    -        .  .      ZOX\  ZOY\  ZOZ'; 
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und  da  das  Axensystem  0\\  OY\  OZ'  rechtwinklig  vorausgesetzt 
wurde,  so  folgen  aus  ähnlichen  Gründen  die  Gleichungen  2).  Kein 
algebraisch  dürften  dieselben  am  leichtesten  folgenderinnssen  her- 
geleitet werden.  Schreibt  nun  die  erste,  fünfte  und  sechste  der 
Gleichungen  I)  so: 

(    fl.ff  +  A  J  +  f  .c=l 

3)j«  .«  +  £'. 6  +  r'.c  =  0 
+     J  +  c'  .c  =  0, 

so  folgt  aus  ihnen  durch  eine  einfache  Elimination,  wenn  zur  Ab- 
kürzung: 

4)    t  =  a(b'c"  -  b"c)  -f-  a{b'c  -  bc")  -f-  a{bc  -  b'c) 
gesetzt  wird: 

5)  t.a  =  b'c"  -  b'c',  (  .6  =  cm"  —  c'a\  e  .  c  —  ab"  -  a"b'. 

Auf  dieselbe  Art  ergeben  sich  aus  der  2ten,  4ten,  6ten;  und  aus 
der  3ten,  4ten,  5ten  der  Gleichungen  1)  die  folgenden: 

6)  «  .  a  '  =  b"c  —  bc'\  t  .  b'  =  c"a  —  ca\  t  .  c  =  ab  -  ab" 

7)  t  .a=bc—b'c,  t.b"  =  ca  -cat  t  .  c" =zab'  -  ab 

Multiplicirt  man  nun  von  den  Gleichungen  5),  6),  7)  bezieblich  die 
ersten  mit  «r,  «,  b,  //,  b"\  c,  c\  c'\  und  addirt,  so  ergiebt 
sich  nach  Division  mit  «: 

-*-«'»  =  !,  ab-ha'b  +  a"b  =0,  ac  +  ac+a V'=Q. 


Auf  ähnliche  Art  erhält  man  aus  denselben  Gleichungen  die  übri- 
gen Gleichungen  2).  Die  Division  mit  t  setzt  voraus,  dass  s  nicht 
Null  ist;  sein  Werth  findet  sich  sehr  leicht  gleich  r*rl.  Denn  nua- 
drit  man  die  Gleichungen  5)  (oder  auch  o)  oder  7)),  und  addirt, 
so  erhält  man: 

8)  f»(«»+Ä»H^*)=(*V'-«V)»+(cV— 

-  {aa  -r-  b'b"  +  c'c")* 

also  wegen  1) 

9)  «»  =  1. 

i 

Das  Zeichen  von  c  ist  seiner  Natur  nach  unbestimmt;  in  der  geo- 
metrischen Bedeutung  hängt  es  bekanntlich  davon  ab,  ob  die  Axen 
OX\  OY\  OZ'  in  derselben  Drehrichtung  um  einander  liegen, 
wie  die  Axen  0X,  OY,  OZ  oder  in  entgegengesetzter.  Im  ersten 
Falle  ist  €  =  -4-1,  im  zweiten  (  =  — 1. 

Ich  stelle  nun  die  Attfftabc. 
Man  soll  aus  den  Gleichungen: 
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Am*  -f-  Bb*      Ce*  -f-  20Ac  •+-  2Ä?a  -t-  2/W*  H-  2£« 

-t-2AM-+-2/c=  /» 
Ad  *  -h  Bb'*  «+-  Cc  *  -h  -h  2£fcW     2/V*'  4-  2i£«' 

2H6  -f-  2/c'  =  P 
Aa~*  4-  W»  -ft-     '»  -+-  2Db"c"     2£fcV  +  IFaV  -f-  20«" 

-t-2Ä»'-f-2/c"  =  /» 
^«V  -f-  Bb'b"  -t-  Ce'e"  +  D(b'<T  +  b"c')  +  E{cd'  -+-  cd) 

-f-  -+■  d'b)  -f-  <?(«'  -f-  «")  -f-  H{ü  +6")  +  Ac'  +  c")  =  p 

Ad  a  -+-         4-  Cfc "c  -h       +  £\c"a  +  <?«") 

Aaa  +  Bbb'+  Ccc'-\-  D{bc'+b'c)  -r-  E{cd +ca)  + 

+       -|-  «')  -|-  /äff£  -|-  b')  +  /(c+c')  =  r 

ähnliche  Systeme  von  Gleichungen  herleiten  und  die 
geometrische  Bedeutung  derselben  durthun. 


Theorie  der  involutorischen  Gebilde  nebst  An- 
wendungen auf  die  Kegelschnitte. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  tu  Heilig enstadt. 


Gegenwärtige  Abhandlung  soll  das  Wesen  der  sogenannten 
Involutionen  im  Verhältnis*  zu  projektiviseben  Eigenschaften  über- 
haupt  darstellen  und  die  bereits  von  Steiner  8.  167.  seines  Wer. 
kes  angekündigte  Wichtigkeit  dieser  Lebre  an  der  Theorie  der 
zugeordneten  Durchmesser,  denen  hier  die  zugeordneten  Achsen- 
punkte und  Achsenpunktwinkel  mit  ganz  analogen  Eigen- 
sebaften  sich  zur  Seile  stellen,  an  der  Theorie  der  Brennpunkte 
und,  wenn  der  Raum  es  gestattet,  der  gemeinschaftlichen  Sekanten« 
und  Tangentendurchschnitte  nachweisen.  Denn  durch  diese  Lehre 
erhält  die  Geometrie  nicht  bloss  einen  Ersatz  für  das,  was  die  Ana* 
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Ivsis  durch  den  Gebrauch  des  Imaginären  vermag,  sondern  sogar 
einen  Vortheil  über  die  letztere,  indem  sie  ihrem  intuitiven  Cbarak- 
ter  getreu,  statt  ein  nicht- seiendes  Objekt  krnft  der  Form  eines 
reellen  sich  einzubilden,  vielmehr  von  einem  Objekte  der  Anschau- 
ung zu  einem  anderen  reellen  Objekte  von  derselben  Grösse,  aber 
verschiedener  Bedeutung  übergeht  und  somit  zugleich  an  Wahrheit 
und  Mannigfaltigkeit  der  Begriffe  gewinnt. 

Des  Zusammenhanges  wegen  und  «lern  Hauptzwecke  des  Archivs 
gemäss  geht  eine  kurze  Uebersicht  desjenigen  aus  der  „Systeme* 
tischen  Entwickelang  der  Abhängigkeit  geometrischer 
Gestalten  von  einander4'  voraus,  worauf  im  Folgenden  Bezug 
genommen  werden  wird,  und  für  eine  solche  dürfte  wohl  eine  blosse 
Andeutung  der  Beweise  hinreichen,  um  so  mehr,  da  sich  voraus- 
setzen lässt,  dass  das  genannte  Werk  sich  schon  längst  in  der 
Hand  eines  jeden  Mathematikers  befindet.  °) 

Die  Gerade  und  der  ebene  Strahlbüschel. 

1.  Wird  eine  Gerade  J  von  den  Strahlen  «,  r,  </...  eines 
ebenen  Strahlbüschels  B  d.h.  von  den  sämmtlicben  durch 
einen  Punkt  B  (Mittelpunkt)  gehenden  Geraden  einer  Ebene, 
in  den  Punkten  a,  6,  C,  5 . . .  geschnitten ,  und  man  denkt  sich  so- 
fort die  beiden  Gebilde  Ä,  B  in  irgend  einer  Lara  zu  einander, 
in  welcher  nur  die  gegenseitige  Neigung  der  Strahlen  von  B  und 
die  gegenseitigen  Abstäude  der  Punkte  von  A%  so  wie  die  Bezie- 
hung, dasB  immer  diesem  Strahl  m  dieser  Punkt a  entspricht,  fest- 
gehalten wird,  so  heissen  die  Gebilde  A,  B  in  Ansehung  der 
entsprechenden  Elementenpaare  a,  6,  C,  b...  und  a,  6,  c,  '/.-.. 
projekti visch,  und  zwar  schief  liegend,  wenn  die  Strahlen 
von  B  nicht  durch  ihre  entsprechenden  Punkte  gehen,  perspekti- 
visch liegend  dagegen  oder  perspektivisch,  wenn  dies  durch- 
weg der  Fall  ist.  Die  Projekrivität  von  A,  B  erlaube  ich  mir  hier 
der  Kürze  wegen  durch 

A(a,  b,  c,  b...)  =  Ä(«,     c,  rf...), 

nod  dass  sie  insbesondere  perspektivisch  sind,  durch 

J(a,  b,  c,  b  . . .)  ==  B(a,  6,  c,  ä...) 

zu  bezeichnen. 

2.  Für  perspektivische  Gebilde  Ay  B  bat  man  in  Bezug  auf 
zwei  beliebige  Rlementenpnare  tt,  c;  o,  c,  wenn  ßp  senkrecht  auf 
Ay  die  metrische  Relation 

Bp  .  oc  =  ßa.  ßc.  sin  . ac, 

und  ebenso 


•)  Der  Leser  wird  gebeten ,  die  Figuren  der  jedesmaligen  Angabe  gemäss 
selbst  zu  entwerfen. 
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Bp  .be  =  Bb.  Bc.  sin  .  bct 

OC          Ba     sin  ac 

bc  —  Bb'  sin.Ac' 


ab  Ba  *\n.ad 

bb  ~~  Hb  '  «in  .  AT 

OC    ab        »in  .  ac    sin  .  grf 

bc  :  bb  ~~  sin .     :  mT7Z<f 


als  Fundamental-Gesetz  der  Projekt! v i tat  überhaupt;  d.  Ii. 
et  gilt  von  je  4  eniiprechendeu  Elementenpaareo,  wenn 

A{a,  b,  C,  b...)  =  Ä(«,  4,  c,  «/...), 

und  ist  ersteres  der  Fall  und  zugleich  die  Ordnung  der  Elemente 
in  A  und  /?  übereinstimmend,  so  gilt  auch  das  letztere,  wie 
durch  Coostruktion  naher  nachgewiesen  wird.    Hieraus  folgt: 

a)  Das  ganze  System  der  entsprechenden  Elementen- 
paare zweier  projektivischen  Gebilde  A%  B  ist  bestimmt, 
hobald  irgend  drei  dieser  Paa re  gegeben  sind. 

iden  Gebilden  A^  B  kann 

a\  b,  b\ 

C,  c  auswählen  und  sodann  festsetzen,  die  Gebilde  sol- 
len projektivisch  und  diese  Elementenpaare  sollen  ent- 
sprechende Elementenpaare  sein. 

Besondere  Fälle. 

3.  Hier  ist  hervorzuheben: 
Wenn  der  Werth  eines  der  Doppelverhältnisse 


b)  Bei  zwei  beliebig  liegem 
tan  ganz  nach  Willkür  drei  Paar  Elemente 


ac  ab  sin  .  ac  sin  .  ad 
bc  '  bb*  sin  .  bc  '  sin  .  bd 


ist,  was  immer  zugleich  stattfindet,  so  heissen  die  4  Punkte  a, 
b,  C,  b  oder  die  4  Strahlen  0,  b,  cy  d  harmonisch,  und  zwar  a 
und  b,  C  und  b  oder  a  und  £,  c  und  d  zugeordnete  harmoni- 
sche Punkte  oder  Strahlen. 

Wird  in  diesem  Falle  die  Strecke  ab  in  c  gehälftet,  so  liegt 
o  auf  A  unendlich  entfernt,  und  wird  der  Winkel  ab  durch  c 
gehälftet,  so  ist  c  rechtwinklig  zu  d.  Geschieht  dasselbe 
aber  in  einem  andern  Punkte  m,  und  durch  einen  andern  Strahl  h, 
so  ist 

I 

rac.  mb  =  maa  =  mV ;  tng . hc .  tog  .  hd=  tng»  . ha  =  toga . hb. 


Bei  irgend  vier  harmoni- 
schenPunkten  istdasRecht- 
eck  unter  den  Abständen 
zweier  zugeordneter  Punkte 
von  dem  in  der  Mitte  zwi- 
schen  den   beiden  anderen 


Rei  irgend  vier  harmoni- 
schen Strahlen  ist  das  Pro- 
duktderTaogentenderWin- 
kel,  welche  zwei  zugeord- 
nete Strahlen  mit  dem  in 
derMitte  zwischen  den  bei« 
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I ie geuden Punk te gleich  den  den  anderen  liegenden  eiu- 
Quadrate  des  halben  Abstan.  schliessen,  gleich  der  zwei- 
des  der  letzteren  von  ein»  ten  Potenz  der  Tn ngente  des 
ander.  halben  Winkels,  welchen  die 

letzteren  ei nschliesse u. 


Zwei  und  mehrere  Gerade  oder  Strahlbüschel. 

•  * 

4.  Ist  tu  gleicher  Zeit 

A(a>  b,  c,  b . . .)  =  ß{a>  6,  ct  d. . .) 

•  r 

und 

oder  ist  zu  gleicher  Zeit 

■ 

B(at  6,  c,  d...)  =  A(a,  b,  c,  6...) 

und 

•  **i »  ct  i  *A  •  ■  •)  =  <^(<-»  &,  c,  b  . . .). 

so  heissen  die  Goraden  A,AX  selber  in  Ansehung  der  entspre- 
chenden Puuktenpaare  0,  b,  c,  b..'.;  a,,  b,,  C,,  b,  oder 
die  Struhlbüschel  ZT,  /?,  selber  in  Ansehung  der  entsprechen- 
den Strahlenpaare  a,  6,  c,  d...;  6,,  ct>  dl  ...  projekti- 
vi sch}  und  ich  schreibe 

♦ 

A{a,  &,  c,  b. ..)z=At(aXi      c,,  b, ...); 

/?(«,      c,  </...)  =  Ä,(a,,        c,,  </,  . . .). 

Liegen  insbesondere  A  und  mit  oder  B  uud  //,  mit  A  per- 
spektivisch, so  heissen  A,  Ax  oder  perspektivisch  u.s.w., 
wo  nicht,  schiefliegend.  Oer  Punkt  B  heisst  der  Projektions- 
punkt der  perspektivischen  Geraden  A,  At,  und  die  Geraden  aa,, 
bb , ,  CC, . . .  in  jedem  Kalle  die  Projektionsstrahlen  von  A,  At. 
Endlich  wird  A  der  perspektivische  Durchschnitt  der  per- 
spektivischen  Struhlbüschel  B,  Bx  genannt. 

^  Auf  jeder  von  zwei  perspektivischen  und  folglich  auch  von  zwei 
projekti vischen  Geraden  A,  At  überhaupt  giebt  es  einen  Punkt  r, 
0,1,  dessen  entsprechender  auf  der  anderen  Geraden  Ax%  A \\m  un- 
endlich-entfernter Punkt  r,,  q  ist.  Diese  beiden  Punkte  r,  qt 
heissen  die  Durchschnitte  der  Parallelstrnhlen.  Eben  so 
giebt  es  unter  den  entsprechenden  Strablenpaaren  zweier  perspek- 
tivischen und  folglich  auch  zweier  projektivischeo  Strahl hüschcl 
By  Bt  überhaupt  zwei  Paare  #,  s,,  tt  von  der  Eigenschaft,  dnss 
sowohl  *  zu  t  als  auch  #,  zu/,  rechtwinklig  ist.  Denn  ein  durch 
die  Mittelpunkte  if,  /?,  gelegter  Kreis,  dessen  Centrum  auf  dem 

Iierspektivischen  Durchschnitte  A  liegt,  schneidet  letzteren  in  zwei 
'unkten  0,  t,  denen  'solche  Strahlenpaare  #,  <;  t,  entsprechen 
müssen.  Sie  heissen  die  Schenkel  der  entsprechenden  rech- 
ten Winkel. 
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5)  Bei  zwei  projektivischen  Gebilden  A,  Ax  , 
Huden  folgeude  metrische  Relationen  statt: 


m  wie  /?,  Bx 


CK 

bc 


*  bb~  b,c,  *  b.b,1 


sin .  ac  sin  .  ad 
sin .     *  sin  .  bd 


sin  .  g,c,  ^  sin  .fli^ 
sin.  Ä,c,  *  sin.  bxdx  ' 


und  demnach  ähnliche  Lehrsätze  als  die  unter  2)  ausgesprochenen. 

Hieraus  ergiebt  sich  als  Nerv  der  ganzen  Methode  der 
Satz : 

Ist  bei  irgend  einer  Anzahl  n  Gebildeu  —  Gerade  und 
ebene  Strahlhüscbel  ^-  in  irgend  einer  bestimmten  Ordnung 
genommen  der  Reihe  nach  ein  jedes  Gebilde  mit  dem 
darauf  folgenden  projektivischt  so  ist  jedes  mit  jedem, 
also  namentlich  auch  dos  erste  mit  dem  letzten  projek- 
tiven. 

Besondere  Fälle. 

6.  a)  Verlauscht  man  in  5)  die  Punktenpaare  c,  b;  CM  b,  mit 
den  besonderen  q,  r;  q,,  r,,oud  die  Strahlenpaare  r,  d\  c,,  dx  mit 

axtx 


den  besonderen  «,  t\  #,  tx  (4),  so  sind  die  Verbältnisse  g-  und  ,  r 

=  1,  und  sin  .  at  =  cos  .at  n.  s.  w.,  folglich  OC .  0,q,  =  bt .  b,q, ; 
tng.  at.tnga,*,  =  tng .  6» .  tng .  bxtx. 


Bei  zwei  projektivischen 
Geraden  ist  das  Rechteck 
unter  den  Abständen  irgend 
zweierent  Sprech  enderPuuk- 
te  von  den  Durchschnitten 
der  Pa ral I c Istrah len  von  un- 
veränderlichem Inhalt. 


Bei  zwei  projektivischen 
Strahlbüscheln  ist  dasPro* 
dukt  der  Taogenten  der  Win- 
kel, welche  irgend  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  mit  den 
ungleichnamigenScbenkeln 
der  entsprechenden  rechten 
Winkel  ei nschliessen,  von 
unveränderlichem  Wertbe. 


6)  Vier  harmonischen  Punkten  von  A  entsprechen  vier  harmo- 
nische Punkte  von  Ax%  und  vier  harmonischen  Mruhleo  von  B  ent- 
sprechen vier  harmonische  Strahlen  voo  Bx  (5). 

7.  c)  Haben  je  zwei  entsprechende  Abschnitte  der  Geraden 
At  Ax  gleiches  Verhält niss,  d.  b.  ist 


ob    ac 

a,b,  ~"  o.c, 


bc 

b.c, 


=   U.  8.  W., 


so  heissen  A,  Ax  proje k tiviscb  -  ähnlich,  und  sind  je  zwei 
-entsprechende  Abschnitte  einander  gleich:  ab  =  a,bn  bc  =  b,c,, 
u.  s.  w.,  so  heissen  sie  proiektivisch  •  gleich.  In  beiden  Fällen 
sind  die  unendlich-entfernten  Punkte  beider  Geraden  ent- 
sprechende Punkte.  Kben  so  heissen  zwei  Strahlbüschel  Bn  B, 
projek tivisch- gleich,  wenn  je  zwei  entsprechende  Winkel  ein- 
ander gleich  sind,  und  dann  giebt  es  unzählige  Paare  entspre- 
chender rechter  Winkel. 
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Gegenseitige  Lage  der  Gebilde. 

,  ■ 

a)  Bedingungen  der  projekti viseben  Lage. 

8.  Da  bei  zwei  projekti  viseben  Geraden  oder  Strahl  huscheln, 
wenn  sie  perspektivisch  liegen,  zwei  entsprechende  Puukte  im  Durch- 
schnitte der  erstereu,  uder  awei  entsprechende  Strahlen  mit  des» 
gemeinschaftlichen  Strahle  der  letzteren  zusammenfallen,  und  da  das 
ganze  System  ihrer  entsprechenden  Punkten-  oder  Strahlenpaare  be- 
stimmt ist,  sobald  irgend  drei  Paare  gegeben  sind  (5),  so  folgt: 


Zwei  projekti visch e  Ge- 
rade befinden  sich  allemal 
und  nur  dann  in  perspekti- 
vischer Lage,  wenn  entwe- 
derirgendzwei  entsprechen- 
de Punkte  in  ihrem  Durch- 
schnitte vereinigt  sind,  oder 
wenn  irgend  drei  Projek- 
tionsstrahleu  ineinemPunk* 
te  zusammentreffen. 


Zwei  projektiv!  sc  Ii  «Strahl- 
büschel  befinden  sich  alle- 
mal und  nur  dann  in  per- 
spektivischer Lage,  wenn 
entweder  irgend  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  aufein- 
ander fallen,  oder  wenn  ir- 
gend drei  entsprechende 
Strahlen  paare  sich  auf  eiuer 
Geraden  schneiden. 


6)  Auf  einander  gelegte  Gerade,  concentrische 

Strahlbüschel. 

9)  Werden  zwei  projektivische  Gerade  At  At  beliebig  auf  ein- 
ander, oder  zwei  projektivische  Strahlbüschel  beliebig  concenlriacb 
gelegt,  so  ist  wesentlich  zu  unterscheiden,  ob  die  Kiemente  beiJ 
der  Gebilde  nach  derselben  oder  oach  entgegengesetzter 
Richtung  geordnet,  d.  Ii.  ob  sie  gleichliegend  oder  uogleich- 
liegend  sind.  Bs  fragt  sich,  ob  bei  solchen  Gebilden,  und  wie 
viele  entsprechende  Elementenpaare  zusammenfallen  können? 

Sind  Ay  Ax  gleichliegend,  s»  köuneu  sich  höchstens  nur 
zwischen  den  beiden  Durchschnitten  der  Parallelatrahlen  r,  q,  ent- 
sprechende Punkte  vereinigen,  und  nie  zwischen  r,  q  weun  sit,  Ji  | 
ungleichliegend  sind.  Denn  liegt  ein  solcher  Punkt  (ee,),  in  dem 
sich  entsprechende  e,  C,  vereinigen,  nicht  zwischen  r,  q,,  so  ist  die 
Richtung  der  Punkteureibe  e,  r,  q  der  Richtung  der  entsprechenden 
Puokteareihe  e„  r,,  q,  entgegengesetzt,  einerlei  dagegen  mit  die- 
ser, wenn  (ee.)  zwischen  r,  q,  liegt. 

Da  nach  6)  das  Rechteck  ar.atq,  conatant  ist  z.B.  =  g*,  so 
ist  auch  für  den  Punkt  (ee,)  er.e,q,=^r*.  Theilt  man  also  die 
Strecke  rq,,  wenn  A,  Ax  gleichliegeud,  dergestalt  in  einem  Punkten, 
dass  xt  .  xq ,  =  so  ist  x  notbwendig  ein  solcher  Punkt  (ee,); 
und  bestimmt  man,  wenn  A%  Ax  ungleicbliegend,  auf  der  Verlänge- 
rung von  rq,  einen  Punkt  x  so,  dass  xt .  jrq ,  =  g* ,  so  ist  auch 
jetzt  x  uotbwendtg  ein  Punkt  (ee,).  Denn  entspräche  dem  auf  A 
vorgestellten  Punkte  x  ein  Punkt  xx  auf  Att  der  nicht  mit  x  zu* 
sammenfiele,  so  wäre  doch  xq ,  =  -** ( q i <  und  es  würden  die  Punk- 
tenreihen x ^  r,  q  und  4*,,  r,,  q,  im  ersten  Falle  nach  entgegen- 
gesetzter, im  zweiten  nach  einerlei  Seite  hin  gerichtet  sein. 

Jenachdem  der  Abschnitt  rq,  grösser,  gleich  oder  kleiner  als 
2g.  sind  zwischen  t  und  q,  zwei,  einer  oder  kein  Punkt  x  mög- 
lich.   Dagegeu  gibt  es  auf  den  Verlängerungen  von  rq,  beider- 
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seits  eioen  Punkt  .r.  !d  jedem  Polle  liegen  die  beiden  Punkte  ar 
zu  den  Punkten  r,  q,  symmetrisch. 

Haben  endlich  zwei  projektivische  Strablbüschel  /?,  Bx  einerlei 
Mittelpunkt  und  werden  durch  eine  beliebige  Gerade  geschnitten, 
so  sind  in  dieser  zwei  projektivische  Gerade  A,  Ax  auf  einander 
gelegt,  indem  A  mit  üf,  Ax  mit  Bx  perspektivisch  ist.  Jenach- 
dem' nun  ZT,  Bx  gleichliegend  oder  uogleichliegend  sind,  sind  es 
auch  die  Geraden  Ay  Ax,  und  jedem  Punkte  (ee,)  der  letzteren 
ein  Strahl  der  erstereu  entsprechen. 


a)  Werden  zwei  projekti- 
vische <»  e  r  a  d  e  beliebig  auf- 
einander gelegt,  so  verei- 
nigen sich,  wenn  sie  gleich- 
liegend  sind,  entweder  zwei, 
oder  nnr  ein,  oder  kein 
Paar  entsprechende  Punk- 
te;  dagegen  allemal  zwei 
solche  Paare,  wenn  sie  un- 
gleichliege ud  sind. 


a)  Werden  zwei  projekti- 
vische Strnhlbflschel  belie- 
big concentrisch  gelegt,  so 
fallen,  wenn  sie  gleichlie- 
gend sind,  entweder  zwei, 
odernurein,  oderkeinPaar 
e n t s p r e c b e n d e  8 trah len  auf 
einander;  dagegen  allemal 
zwei  solche  Paare,  wenn  sie 
ungleichliegend  sind. 


Insbesondere : 

ö)  Werden  zwei  proje  ktiviscb-ähnliche  Gerade  be- 
liebig auf  einander  gelegt  —  gleich-  oder  ungleichliegend  — 
so  vereinigen  sich  allemal  zwei  Paar  entsprechende 
Punkte,  wovon  eines  namentlich  die  unendlich-entfern- 
ten Punkte  sind. 


c)  Werden  zwei  projekti- 
visch -gleiche  Gerade  gleich- 
liegend auf  einander  gelegt, 
so  treffen  sich  entweder  nur 
ein  Paar  entsprechende, 
nämlich  die  unendlich-ent- 
fernten, oder  je  zwei  ent- 
sprechende Punkte. 

Werden  zwei  projektivisc Ii- 
gleiche  Gera  de  ungleicblie- 
gend  auf  einander  gelegt, 
so  treffen  sich  allemal  zwei 
P  a  a  r  e  n  t  s  p  r  c  c  h  e  n  d  e  P  u  n  k  t  c , 
deren  eines  unendlich-ent- 
fernt, das  andere  in  der  Mitte 
zwischen  je  zwei  entspre- 
chenden Punkten  liegt. 


c)  Werden  zwei  projekti- 
vi  sc b- gleiche  Strahlbüschel 
gleichliegend  concentrisch 
gelegt,  so  fallen  entweder 
gar  keine,  oder  es  fallen  je 
zwei  entsprechende  Strah- 
len auf  einander. 


W  erden  zwei  projektivisc  h- 
gleiche  Strahlbüschel  un- 
gleichliegend concentrisch 
gelegt,  so  fallen  allemal 
zwei  Paar  entsprechende 
Strahlen  auf  einander,  näm- 
lich die  Schenkel  zweier 
entsprechender  rechten  Win- 
kel. 


Von  dem  ganzen  weiteren  Inhalte  des  Werkes  hebe  ich  zu  mei- 
Zwecke  nur  noch  das  Folgende  hervor: 
10.  Liegen  die  Strahlen  at  6,  c,  </...;  ax  hx  cx  dx  ...  zweier 
projektivischer  ebener  Strahlbüschel  By  Bx  in  den  Ebenen  «,  /?, 
y,  ö*...;  «i,  ßlt  r,,  dt  ...  zweier  Kbenenbüscbel  H,,  d.  b.  in 
solchen  Ebenen,  welche  sieb  alle  in  einer  Geraden  3,  31,  schnei- 
den, und  mau  legt  durch  jeden  dieser  beiden  Ebeneubuscbel  eine 
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beliebige  Rhene,  so  erzeugen  diese  in  jenen  zwei  neue  ebene  Strnbl- 
büscbel  B',  welche  in  Ansehung  der  Strahlen  a\  6'9c',tf...\ 
af ,,  c?iy  iFl  . ..,  die  nämlich  denselben  Ebenen  a,  Ä,  <f...; 
«,,  ßlt  ö*,  . . .  als  die  bezüglichen  Strahlen  von  Ä,  angehö- 
ren, projektiviscb  sind.  Denn  B,  sind  beide  mit  einer  Geraden 
A%  der  Durchnittslinie  ihrer  Ebenen,  und  ebeu  so  B19  B\  mit  einer 
Geraden  Ax  perspektivisch,  also  der  Reihe  nach 

B\a\  h\  <?,  #/...)==  A(a,  b,  c,  &...)  =  B{a>  6,  c,  d. . .) 

=  Ä)(s„Änf„rfl...)  =  ill(a1,6nCl,5,...)=Ä'  iKn^n^i,^!...)» 

11.  Nachdem  die  Kegelschnitte  durch  Projektion  des  Kreises 
erzeugt  und  als  unterscheidendes  Merkmal  ihrer  Arten  gefunden, 
dass  die  Ellipse  keinen,  die  Parabel  nur  einen  und  die 
Hyperbel  zwei  unendlich- entfernte  Punkte,  und  dass 
nur  die  Parabel  eine  unendlich-entfernte  Tangente  hat, 
wird  sofort  mittels  der  Sätze,  dass  der  Cen  tri  winket  eines 
Kreises,  dessen  Schenkel  nach  den  Durchschnitten 
zweier  festen  mit  einer  beweglichen  Tangente  geben, 
constant  ist,  und  dass  somit  seine  Schenkel  zwei  projektiviscb- 
gleiche  coneentrische  Strahlbüschel  erzeugen,  so  wie  dass  Peri- 
pheriewinkel auf  gleichen  Bogen  gleiche  Grösse  haben, 
der  folgende  Satz  zunächst  vom  Kreise,  unü  sonach  mittels  10)  von 
Kegelschnitten  überhaupt  erwiesen: 


Jede  zwei  Tangeulen  ei- 
nes Kegelschnittes  sind  in 
Ansehung  der  Punkten paa- 
re, in  welchen  sie  vou  den 
übrigenTangenteu  geschnit- 
ten werden,  projektiviscb, 
uod  zwar  entsprechen  den 
in  ihrem  Durchschnitte  ver- 
einigten Punkten  ihre  wech- 
selseitigen Berührungs- 
punkte; 


Jede  zwei  Punkte  eines 
Kegelschnittes  sind  die  Mit- 
telpunkte zweier  orojckti- 
vischen  ebeneu  Strnhlbü- 
schel,  deren  entsprechende 
Strahlen  sich  iu  den  übrigen 
Punkten  desselben  schnei- 
den, uud  zwar  entsprechen 
den  vereinigten  Strahle  u 
die  Tangenten  in  den  ge- 
genseitigen Mittelpunkten; 


und  umgekehrt. 


Invol utorische  Gebilde. 

Zwei  in volut orisebe  Gerade  oder  ebene  Strahlbüschel. 

§.  I. 

Werden  zwei  projektivische  Gerade  Ay  At  dergestalt  auf  ein- 
ander gelegt,  dass  ihre  beiden  Durchschnitte  r,  q,  der  Pa rol- 
le Ist  ra  bleu  sich  in  einem  Punkte  m  vereinigen,  oder  werden 
zwei  projektivische  ebene  Strnblbüschel  Ä,  Bt  dergestalt  concen- 
trisch  gelegt,  dass  die  ungleichnamigen  Schenkel  #,  /, ;  *, 
ihrer  entsprechenden  rechten  Winkel  in  einen  Strahl  m,  u 
zusammenfallen,  so  erhalten  dieselben  ganz  eigentümliche  Ei- 
genschaften, welche  überall  da  hervortreten,  wo  es  sich  um  ganz 
singulare  Punkte  und  Linien  der  Figuren  handelt,  und  durch  welche 


Digitized  by  Google 


254 

-. 

selbst  Erscheinungen,  dereli  Betrachtung  sonst  der  Geometrie  der 
Grösse  ganz  besooders  anzugehören  schien,  »Ii  notwendige  Mo.  . 
mente  des  Systeme»  .,der  Abhängigkeit  geometrischer  Ge- 
stalte n(*  aufgeteilt  werden. 

I.  Sind  a,  tt,  irgend  zwei  entsprechende  Punkte  der  so  auf 
einander  gelegten  Geraden  Ay  Ax  und  denkt  man  sich  einen  Augen* 
blick  x.  B.  die  Gerade  Ax  aus  ihrer  Lage  gebracht  und  in  der  ihrer 
vorigen  entgegengesetzten  Richtung  wieder  auf  A  gelegt,  jedoch 
so,  dass  nun  der  Punkt  a,  sich  mit  a  vereinigt,  indem  sieb  nämlich 
die  At  um  den  Mittelpunkt  des  Abschnittes  aa,  dreht,  so  treten 
jetxt  im  Allgemeinen  die  Punkte  r,  q,  wieder  aus  eioander,  und  be- 
zeichnet man  denjenigen  Punkt  von  A*  welcher  vorher  vom  Punkte 
a,  gedeckt  wurde  mit  a,  und  denjenigen  Puukt  von  Axy  welcher 
den  Punkt  a  deckte,  mit  a,,  so  werden  sich,  so  wie  a  und  an  zu- 
gleich  auch  die  Punkte  a  und  a,  vereinigen,  und  überdies  die  bei- 
den Punkte  (aa,)  und  (aa,)  xu  den  Punkten  r,  q,  symmetrisch  zu 
liegen  kommen.  Da  aber  eine  solche  I^age  allemal  den  beiden  Paa- 
ren vereinigter  Punkte  (cc,),  (ff,)  zukommt  (9),  und  da  (aa,)  ein 
solcher  Punkt  (ee,)  ist,  in  welchem  sich  zwei .  entsprechende  ver- 
einigen, so  sind  notbwendig  auch  die  beiden  anderen  vereinigten  tt,  a, 
entsprechende  Punkte.  Da  nun  das  Entsprechen  der  Punkte  von  der 
gegenseitigen  Lage  der  Geraden  Af  Ax  nicht  abhängt,  und  da  a,  a, 
beliebig  gewählt  wurden,  so  folgt,  dass,  weno  in  zwei  auf  einander 
gelegten  projekiiviscben  Geraden  Ay  At  die  Durchschnitte  r,  q,  der 
Parallelstruhlen  sich  in  einem  Punkte  tlt  vereinigen,  je  xwei  ent- 
sprechende Punkte  sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen, 
jenachdem  sie  wie  a,  a,  als  den  Geraden  Ay  Ax,  oder  wie  o,,  a 
als  den  Geraden  An  A  zugehörig  vorgestellt  werden,  d.  b.  diene- 
rnden, At  Ax  sind  iu  Ansehung  der  entsprechenden  Punktenpaare 
a,  b,  c,  b . . .  a,,  b,,  c,>  b,  . . .  und  a,,  b,,  c,,  b,  . . .  a,  6,  c,  b . .  • 
projektiv iscb,  oder  y#(a,b,c,t> ...  a,,  6,,  c,,  b,....  =  i#t(aM  6,,  c,,  b,  ... 
a,  b,  c,  b...),  indem  jeder  Punkt  zu  beiden  Geraden  gerechnet  wird. 

Und  umgekehrt:  entsprechen  sich  bei  xwei  auf  einander  geleg- 
ten projektivischen  Geraden  Ay  Ax  ein  einziges  Paar  Punkte  a,  a, 
in  doppeltem  Sinne,  so  gilt  dies  auch  von  jeiiem  Durchschnitte  der 
Purnllelstruhleu  und  dem  ihm  entsprechenden  unendlich  -  entfernten 
Punkte,  oder  diese  beiden  Durchschnitte  r,  q,  vereinigen  sich  in 
einem  Punkte  m,  und  dann  entsprechen  sich  alle  entsprechenden 
Punktenpaare  in  doppeltem  Sinne.  Denn  durch  Umkehrung  der  einen 
Geraden  erhält  man  zwei  Punkte  (aa,)  und  (aa,),  in  deren  jedem 
sich  zwei  entsprechende  a,  a,  und  a,  o,  vereinigen,  folglich  liegen 
beide  zu  r,  q,  symmetrisch,  und  diese  letzteren  müssen  also,  wenn 
die  Geraden  in  ihre  erste 'Lage  zurückgebracht  werden,  in  einen 
Punkt  m  zusammenfallen. 

Ein  wesentlicher  Unterschied  tritt  ein,  jenachdem  die  Geraden  At 
Ax  gleichliegend  oder  ungleichliegend  sind.  Im  ersten  Kalle 
nämlich  werden  dieselben  durch  die  Umkebrung  der  einen  ungleich- 
liegend,  also  müssen  jetzt  die  Punkte  (aa,)  und  (aa,)  ausserhalb  der 
Strecke  rq,,  ursprünglich  also  die  wieder  getrennten  Punkte  a,  0, 
zu  beiden  Seiten  von  m  liegen,  so  dass  jeder  Punkt  rechts  von  m 
einem  Punkte  links  von  nt  entspricht.  Im  zweiten  Falle  dogegen 
stellt  sich  alles  umgekehrt,  und  es  kann  kein  Punkt  der  einen  Seite 
von  m  einem  Punkte  der  anderen  entsprechen.  Hieraus  ersieht  man, 
dass  die  Geraden  A,  Axi  wenn  sie  gleiehliegend  sind,  weder 
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zwei  noch  einen  Paukt,  in  welchem  lieb  entsprechende  vereinigen, 
enthalten  können;  denn  auch  der  Punkt  m  ist  kein  solcher,  weil 
in  ihn  zwei  nicht  entsprechende  Punkte  r,  q,  sich  vereinigen  sollen. 
Dagegen  giebt  es,  den  allgemeinen  Gesetze  (9)  zufolge,  bei  un- 
gleich liegenden  Geraden  A%  At  allemal  zwei  solche  Punkte, 
die  in  der  Folge  mit  g,  b  bezeichnet  werden  sollen,  und  zwar  liegt 
min  der  Mitte  zwischen  beiden. 

Da  das  Rechteck  ar.il, qt  unter  den  Abständen  irgend  zweier 
entsprechender  Punkte  0,  a,  von  den  Durchschnitten  der  Parallel» 
strahlen  von  unveränderlichem  Inhalt  ist  (6),  so  ist  in  unserem  be- 
sonderen Falle 

am .  a,m  =  bro .  b,m  =  cm .  c,m  =  gm*  —  frm'; 

folglich  sind  bei  ungleichliegenden  Geraden  A,  Al  je  zwei  entspre- 
chende Punkte  a,  a, ;  b,  6,;  c,  C,  ...  mit  den  Punkten  g,  f)  harmo- 
nisch (3).  Und  hieraus  ersieht  man  auch,  dass  alle  Punkte,  welche 
der  unendlichen  Strecke  jenseits  g  (fy)  augehören,  solchen  entspre- 
chen, die  auf  der  begrenzten  Strecke  gm  (foro)  liegen. 

Endlich  leuchtet  es  ein,  duss  das  ganxe  System  entsprechender 
Punktenpaare  der  in  Rede  stehenden  Geraden  Ay  Ax  bestimmt  sei, 
wenn  zwei  beliebige  dieser  Paare  gegeben  sind.  Denn  nimmt  mau 
auf  zwei  auf  einander  liegeudeu  Geraden  A,  Ax  zwei  Punktenpaare 
a,  a, ;  6,  b,  beliebig  an,  so  kann  man  als  drittes  diejenigen  Punkte 
<t,  o,  hinzufügen,  welche  s.  B.  mit  den  Punkten  a,,  a  der  jedesma- 
ligen anderen  Alt  A  zusammenliegen,  und  sofort  festsetzen  (2), 
beide  Geraden  sollen  projektivisch  nnd  diese  drei  Punktenpnare  ent- 
sprechende sein.  Dies  wire  denn  allemal  und  nur  auf  einzige  Weise 
möglich,  nnd  zwar  müssen,  wie  gezeigt,  die  Durchschnitte  der  Pa- 
rallelstrahlen zusammenfallen.  Dasselbe  ergibt  sich  übrigens  auch 
aus  der  in  (2)  entwickelten  metrischen  Relation,  wenn  man  in  die- 
ser a,  statt  o  uud  a  statt  b,  setzt.  Sie  uud  die  gleichzeitig  statt- 
habenden Relationen  verwandeln  sich  hierdurch  nämlich  in  folgende: 


ac 

<*.c, 

ab, 

4. 

ab. ab,  _ 

ei  ,b .  a,bi 

bc  : 

b,c, 

—  ba,5 

ac .  ac. 

a,c .  a,c,  1 

ab 
cb  : 

atb, 
c.b, 

ac, 
~~  ca,; 

5. 

ba.ba,  m 
bc .  bc, 

b.a.b.a, 
b,c .  b,c,  * 

ba. 

b,a, 

bc, 
=  cbt< 

6. 

ca .  ca , 

c,a . c,a, 

ca  * 

c,a, 

cb.cb,  " 

c.b.c.b,  * 

Vertauscht  man  hier,  was  offenbar  erlaubt  ist,  voo  Neuem  zwei 
entsprechende  Punkte  mit  einander,  so  behalten  die  drei  letzten  Re- 
lationen ihre  Form,  aus  der  lsten,  2ten  uud  3ten  dagegen  entstehen 
durch  Vertauscbung  VOn  C,  C, ;  b,  b,;  0,  a,  die  neuen,  aber  unter 
sich  identischen: 

7  i£i  .  li£  fli  **i   *£i  ba,   M  bc, 

'  bc,  *  b,c—  ba,;  cb,:  c,b  ~  ca,;  7ä7  :  c,a—  cb/ 

Uebrigens  erhält  man  diese  auch,  wenn  1)  nnd  2)  durch  einander 
dividirt,  uud  das  Resultat  mit?)  verbunden  wird. 

Für  den  Fall  eines  Punktes  g  (oder  &)  ergeben  sich  die  be- 
son deren: 
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ob,      •    og'          ab. ab, 

ba,;         «,S,—  a.b.a.b,  ; 

a.b.5   4*  b.a.b.a,  '* 

hieraus  für  g,  f),  a,  0, : 

ag:a,9=  o&:a,&. 

Vielleicht  war  es  der  Umstand,  dass  man  die  Auflösung  eines 
l'roductes  von  Verhältnissen  in  ein  Aggregat  eine  Evolution  tu  nen- 
nen pflegt,  welcher  Dlsnrgues,  den  Lehrer  des  Pascal,  veranlasste, 
die  4te,  5te  und  6te  der  obigen  7  Relationen  mit  dem  Worte  „In- 
volution" zu  bezeichnen.  Und  dieses  Wort  kommt  hier  um  so  ge- 
legcuer,  da  es,  als  französisches  betrachtet,  die  scheinbare  Verwir- 
rung bezeichnen  würde,  welche  dadurch  eutsteht,  dass  die  Punkte 
a,  b,  C,  b...  ursprünglich  zu  A,  hinterdrein  über  auch  zu  Ax  ge- 
rechnet werden.  Es  sollen  also  zwei  auf  eioauücr  gelegte  projekti-  . 
vische  Gerade,  deren  Durchschnitte  der  Parallelstrahlen  sich  in  einem 
Puukte  vereinigen,  zwei  i n  vo I  u  to rische  G erad  e ,  und  das  ganze 
System  ihrer  entsprechenden  Punktenpaare  eine  Involution  von 
Punkten  beissen.  Ferner  sollen  je  zwei  entsprechende  Punkte 
derselben  zugeordnete  Punkte,  der  Punkt  m  der  Mittelpunkt 
der  Involution  und  die  Punkte  g,  5  die  Hauptpunkte  der 
Involutiou  genannt  werden.  Drei  beliebige  Paare  zugeordneter 
Punkte  bilden  eine  Involution  von  sechs,  zwei  solche  Paare 
mit  einem  Hauptpunkte  eine  Involution  von  fünf,  und  jedes 
Paar  mit  den  beiden  Hauptpunkten  eine  Involution  von  vier 
Punkten  oder  vier  harmonische  Punkte. 

II.  Sind  andererseits  B.  Bx  irgend  zwei  concentrische  pro- 
jektivisrhe  ebene  Strahlbüschel,  deren  ungleichnamige  Schenkel 
*>  t\  \  '>  *i  der  entsprechenden  rechten  Winkel  in  einen  Strahl  m,  n 
zusammenfallen,  so  lassen  sich  von  ihnen  ähnliche  Eigenschaften, 
wie  von  den  Geraden  Ay  Axy  und  zwar  entweder  auf  dieselbe  Art, 
oder  auch  kürzer  so,  wie  folgt,  nachweisen.  Eine  beliebige  Gerade 
A  werde  von  den  Strahlen  a,  c,  </,  #,  t...  des  einen  Strahl- 
büschels  B  in  den  Punkten  a,  b,  c,  b,  6,  t . . . ,  und  eine  mit  A 
vereinigte  Gerade  Ax  werde  von  den  entsprechenden  Strahlen  a,* 
bx>  c,  </,,  des  anderen  Strahl  büschels  Bx  iu  den  Punk- 

ten a,,  b,,  c,,  6,,       t,  ...  geschnitten,  so  ist  der  Reihe  nach 

A(a,  b,  c,  b,  6,  t... )  =  /?(<*,  £,  c,  </,  #,  #...) 
=  cn  <*n      tx  . . .)  =  Ax(ax ,  b,,  c,,  b,,  *i,  t, . . .), 

also  auch 

A(a,  b,  c,  b,  «,  t  ..)  =  ^,(a  ,,  b,,  c,,  b|,  6|,  t, . ..). 

Nun  fallen  die  Strahlen  #  und  /,,  t  und  also  auch  die  Punkte 
6  und  t,,  t  und  <„  zusammen,  d.h.  die  Punkte  *,  tf,  (t,  tx)  ent- 
sprechen sich  in  doppeltem  Sinne;  demnach  sind  die  Geraden  A,At 
involutorisch,  und  da  nun  je  zwei  entsprechende  Punkte  derselben 
sich  in  doppeltem  Sione  entsprechen  müssen,  so  gilt  dos  nämliche 


i  ?!.£!«  — 
'  ba'b.g  — 

*  a.g.b.g 
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auch  von  je  zwei  entsprechenden  Strehlen  von  Bt  Bt}  mit  denen 
Jene  perspektivisch  liegen,  oder 

B(at  6,  cy  d,  s,  t. . .  ax>  dXi       tx  . . .) 

=:Bx{axt  6xi       dx,  c,  «/,  #,  f...). 

Und  da  hierbei  die  Eigentümlichkeit  der  Stralen  a>  t\  tx 
nicht  in  Betracht  kommt,  und  es  in  zwei  projektivischen  Strahl - 
büscbeln  nur  ein  einziges  Paar  entsprechender  rechter  Winkel  giebt, 
so  folgt  auch  umgekehrt,  dass  wenn  in  zwei  concentrischen  pro- 
jektivischen Strablbüscbeln  B>  Bx  irgend  zwei  Strahlen  sich  in 
doppeltem  Sinne  entsprechen,  das  nämliche  von  allen  entsprechen* 
den  Strahlenpaaren  gilt,  und  dass,  wenn  nun  s  von  ff,,  tt  von  ff 
/  von  Tj,  tt  von  i  gedeckt  wird,  tt  mit  ff,,  und  t  mit  ff  einerlei 
sein  iBUss,  weil  sonst  den  beiden  rechten  Winkeln  9t  und  ffz  von  B 
ebenfalls  rechte  Winkel         und  ff,i,  entsprechen  würden. 

Denkt  man  sich  insbesondere  die  Geraden  A9  Ax  rechtwinklig 
zu  dem  Strahle  m  oder  »,  so  schneidet  er  sie  in  einem  Punkte  m, 
«lern  der  unendlich -entfernte  Punkt  in  doppeltem  Sinne  entspricht. 
Hieraus  in  Verbindung  mit  I.  ergibt  sich,  dass  bei  gleicbliegenden 
Strahlbüscheln  je  zwei  entsprechende  Strahlen  auf  verschiedenen 
Seiten  von  m  oder  n  liegen  müssen,  bei  nngleicbliegenden  dagegen 
beide  zwischen  m  und  »;  ferner,  so  wie  bereits  aus  dem  Vorigen, 
dass  nur  bei  Strahlbüscheln  der  letzten  Art  solche  Strahlen  g%  h 
stattfinden,  in  denen  sieb  entsprechende  vereinigen,  dass  dieselben 
mit  je  zwei  entsprechenden  Strahlen  harmonisch  sind,  und  die  von 
g  und  h  gebildeten  Winkel  durch  m  und  n  gebälftet  werden. 

Aus  (o)  ergibt  sich,  dass 

tng am .  tng  a , m  =  tng  hm .  tng£,«i^=tng an.  tnga1i»=  tng'  hm 

=  tag2 gm  =  tng*  An 

U.  8.  W. 

Endlich  lässt  es  sieb  wie  oben  zeigen ,  dass  das  ganze  System 
entsprechender  Srrahlenpaare  der  in  Rede  stehenden  Strahlbüschel 
durch  zwei  beliebige  dieser  Paare  bestimmt  sei,  und  dass' zwischen 
je  drei  derselben,  zwischen  je  zweien  und  einem  Strahle  g  oder  A, 
endlich  zwischen  jedem  Paare  und  den  beiden  Strahlen  g,  h  fol- 
gende Relationen  statthaben: 

j    sin  . ac    sin  .  a%cx  _ _  sin  .ahl  ^ 
sin  .  bc  *  sin .  btcx       sin . bax ' 

2  sin  .ab  %  sin  .atbx       sin  .acx  ^ 
&\n.cb  *  sin .  cxbx  sin.ca,' 

3  8'n>^g  .  sin  .  bxat        sin .  bc,  # 

^  '  sin  .ca  '  sin .  cxax  sin.afr,' 

.     sin  ab.  sin  abx          sin  .axb.a\n  .axbx 

*  sin  .ac. sin  .ac,       sin .«,c  .sin  .o,Ci 1 

K    sin.  Zur.  sin.  Aa.       sin  .bta.s\n .  b.a. 

5.  - — r  : — t    =.  — — z1  :  r— - ; 

sin  .  bc  . sin  .  bet       sin.  bxc. sin  .  bxcx 


6.  "n 
sin 


in . ca. s\n .  cax        sin  .c,g.sin  ,c1ax  _ 

üi .  cb .  sin  .  cbx       sin.  c,  6.  sin  .  CjA,1 


Tk«U  IV.  17 
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1. 

2. 
3. 


sin .  acx 

.sin 

* 

»in.a/y, 

sin .  Ac, 

sin 

.  bxc 

• 

sin  .4«,' 

sin  . 

_ 

sin 

><*ig 

sin .  | 

sin .  jig-  ' 

sin 

<bxg 

s\n.bat  * 

sin  .  ag . 

sin 

•'>? 

sin .  ab 

sin .  atg . 

sin 

sin.a,4,  ' 

«in*  .  ag 

sin 

.ab 

.  sin .  «A, 

sin*. 

sin  . 

axb 

.  sin .  «,/>, 

sin* .  bg 

sin 

.  ba 

.  sin .  Aa, 

sin».£,# 

sin  . 

/>,« 

. sin.  bxax 

1.  sin  .  «r#  :  sin  .  «rtg  =  sin  .  «r^:  sin 

Zwei  conccntrische  projcktivisrhe  ebene  Strahlbüschel  By  Bxy 
deren  ungleichnamige  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel 
sich  vereinigen,  heissen  zwei  involutorische  Strahlbüschel, 
und  dns  ganze  System  ihrer  entsprechenden  Strahlenpnare  eine  In. 
volution  von  Strahlen,  je  zwei  entsprechende  Strahlen  zuge- 
ordnete Strahlen,  die  beiden  mit  m,  n  bezeichneten  die  Achsen 
der  Involution,  und  die  Strahlen  g;  h  die  Hauptstrahlen  der 
Involution.  Drei  beliebige  Paare  zugeordneter  Strahlen  bilden 
eine  Involution  von  sechs,  zwei  solche  Paare  mit  einem  Haupt- 
strahle  eine  Involution  von  fünf,  und  jedes  Paar  mit  beiden 
Hiiuptstrablen  eine  Involution  von  vier  Strahlen  oder  vier 
harmonische  Strahlen. 

Mit  Hülfe  dieser  Benennungen  drücken  wir  nun  die  beiderseiti- 
gen Resultate  dergestalt  aus: 


a)  Bei  zwei  invnlutori- 
schen  Geraden  entsprechen 
sich  je  zwei  zugeordnete 
Punkte  in  doppeltem  Sinne, 
d.  h.  die  Geraden  sind  in 
Ansehung  der  zugeordnet 
ten  Punktenpaare  prnjckti- 
v  i  s  c  h ,  wie  man  auch  die 
Punkte  eines  jeden  Paares 
unter  beide  Gerade  ve  rthei- 
len  mag. 


b)  Entsprechen  sich  heil 
zwei  auf  einander  gelegten 
projektivischen  Geraden 
ein  einziges  Paar  in  dop- 
peltem Sinne,  so  sind  die 
Geraden  involutoriscl». 


a)  Bei  zwei  involutori- 
sehen  Strahlbüscheln  ent- 
sprechen sich  je  zwei  zuge- 
ordnete Strahlen  in  doppel- 
tem Sinne,  d.h.  die  Strahl- - 
büschcl  sind  in  Ansehung 
der  zugeordneten  Strahlen- 
paare p  r  o j  e  k  t  i  v  i  s  c  h ,  wie 
in  au  auch  die  Strahlen  eines 
jedeu  Paares  unter  beide 
Strahlbüschel  vertheilen 
ma  g. 

Ii)  Entsprechen  sich  bei 
zwei  concentrischen  projek- 
tivischen Stra  Iiibüsch  ein 
ein  einziges  Paar  Strahlen 
in  doppeltem  Sinne,  so  sind 
die  Strahlbüschel  involuto- 
risch. 


c)  Bei  zwei  ^leichliegen- 
den  in volutort sehen  Gera- 
den liegen  je  zweizugeord- 


v)  Bei  zwei  gleichliegen- 
den i nvolu toriseben  Strah I- 
büscheln  liegen  je  zwei  zu- 


»  m 
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nete  Punkte,  rechts  und 
links  vom  Mittelpunkte  der 
Involution,  und  es  wechseln 
die  Punkte  jedes  Paares  mit 
denen  der  anderen  Paare 
ab;  bei  zwei  ungleich  liegen* 
den  dagegen  liegen  je  zwei 
zugeordnete  Punkte  auf  ei- 
nerlei Seite  vom  Mittel- 
punkte, und  schliesscu  je- 
des andere  Paar  entweder 
ein  oder  aus. 

d)  Gleichliegende  involu- 
torische  Gerade  haben  kei- 
nen Hauptpunkt;  ungleich- 
liegendeaber  haben  al leinal 
zwei  Hauptpunkte,  und  zwar 
liegt  der  Mittelpunkt  der 
Involution  in  der  Mitte  zwi- 
schen beiden. 


e)  Eine  Involution  von 
Punkten  ist  durch  zwei  Pour 
zugeordnete  Punkte,  und 
daher  auch  durch  ein  sol- 
ches Paar  und  einen  Hau 
punktoder  den  Mittelp 
•  der  durch  beide  Haupt- 
punkte, oder  durch  einen 
Hauptpunkt  und  den  Mittel* 
punkt  bestimmt  Und  man 
kann  aufeiner  Geraden  zwei 
Paar  Punkte,  oder  auch  ein 
Paar  und  einen  dritten 
Punkt,  oder  zwei  Punkte 
allein  beliebig  auswählen 
und  sodann  festsetzen,  dnss 
sie  in  dem  angedeuteten 
Sinne  zu  einer  Involution 
von  Punkten  gehören  sollen. 


aupt- 
iu  nk  t . 


f)  Das  Rechteck  unter  den 
Abständen  irgend  zweier 
zugeordneter  Punkte  vom 
Mittelpunkte  der  Involution 
ist  von  unveränderlichem 
Inhalt. 


g)  Zwischen  den  Abschnit- 
ten   einer   Involution  von 


geordnete  Strahlen  rechts 
und  links  von  jeder  Achse 
der  Involution, und  es  wech- 
seln die  Strahlen  jedes  Paa- 
res mit  denen  der  andereu 
Paare  ab;  bei  zwei  ungleich- 
liegenden dagegen  liegen 
je  zwei  zugeordnete  Strah- 
len zwischen  beiden  Achsen, 
und  seh I i essen  jedesandere 
Paar  entweder  ein  oderaus. 


d)  Gleichliegende  involu- 
torische  Strahlbüschel  ha- 
ben keinen  Hauptstrahl;  un- 
gleicliliegcnde  aber  haben 
allemal  zwei  Hauptstrahlen, 
und  zwar  werden  die  von  ih- 
nen eingeschlossenen  Win- 
kel und  Nebenwinkel  durch 
die  Achsen  der  Involution 
gehalftet. 

e)  Eine  Involution  von 
Strahlen  ist  durch  zwei  Paar 
zugeordnete  Strahlen,  und 
daher  auch  durch  ein  sol- 
ches Paar  und  einen  Haupt, 
strahl  oder  eine  Achse,  oder 
durch  beide  Hauptstrahlen, 
oder  durch,  einen  Haupt- 
strahl und  eine  Achse  be- 
stimmt. Und  man  kann  um 
einen  Punkt  zwei  Paar  Strah- 
len, oder  auch  ein  Paar  und 
einen  dritten  Strahl,  oder 
zwei  Strahlen  allein  belie* 
big  auswählen  und  sodann 
festsetzen,  dass  sie  in  dem 
angedeuteten  Sinne  zu  ei- 
ner Involution  von  Strahlen 
gehören  sollen. 

f)  Das  Product  der  Tan- 
genten der  Winkel,  welche 
irgend  zwei  zugeordnete 
Strahlen  mit  einer  Achse 
der  Involution  einschlies- 
sen,  ist  von  unveränderli- 
chem Werthe. 

• 

g)  Zwischen  den  Sinus  der 
Winkel    einer  Involution 

17* 
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sechs,  fünf,  vier  Punkten 
finden  allemal  die  obigen 
sieben, vier  eine  metrischen 
Koltitionen  statt. 


von  sechs,  fünf,  vier  Strah- 
len finden  allemal  die  obi- 
gen sieben,  fünf,  vier  me- 
trischen Relationen  statt. 


Besondere  Fälle, 
f.  2- 

*  Sind  die  auf  einander  gelegten  Geraden  A,  At  projektiviscli- 
äbnlich,  so  sind  beide  Durchschnitte  der  Parallelstrablen  unend- 
lich »entfernt  (7);  daher  inuss  man  in  diesem  Kalle,  um  sicher  zu 
gehen,  die  Entscheidung  der  Frage,  ob  solche  Gerade,  involutorisch 
sein  können,  davon  abhängen  lassen,  ob  sie  das  andere  wesentliche 
Merkmal  involutorisclier  Geraden  besitzen,  dass  nämlich  je  zwei 
entsprechende  Punkte  sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen.  Fände 
aber,  dieses  letztere  z.B.  in  Bezug  auf  die  Doppelpunkte  (da,)  und 
(a,a)  statt  ,  so  wäre  das  Verhältnis«  der  entsprechenden  Abschnitte 
au  :  0,a,  =  1,  also  die  Geraden  A,  Ax  nicht  überhaupt  projektivisch- 
ähnlich,  sondern  prnjektivisch  »gleich.  Es  können  also  nur  pro- 
jektiviscb »gleiche  Gerade  involutorisch  sein;  aber  auch  diese  sind 
es  offenbar  nur  dann,  wenn  sie  gleichliegend  sind  und  je  zwei  ent- 
sprechende Punkte  sich  decken,  oder  wenn  sie  ungleichliegend 
Kind,  in  welchem  Falle  ein  Hauptpunkt  in  der  Mitte  zwischen  je 
zwei  zugeordneten  Punkten .  der  andere  sammt  dem  Mittelpunkte 
der  Involution  unendlich  entfernt  liegt. 

Sollen  andererseits  zwei  projektivisch -gleiche  Strahlbüschel 
/?,  //,  dergestalt  concentrisch  gelegt  werden,  dass  die  ungleich- 
namigen Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel,  deren  es  in 
diesem  Fülle  unzählige  giebt,  sich  vereinigen,  so  kann  dies  auf 
doppelte  Weise  geschehen.  Man  denke  sieb  beide  erst  in  solcher 
l*age,  dass  je  zwei  entsprechende  Strahlen  sich  decken,  so  können 
sie  in  dieser  Lage  involutorisch  heissen,  es  ist  aber  dieses  ein  durch» 
aus  unfruchtbarer  Fall  und  kann  daher  füglich,  so  wie  auch  der 
ähnliche  der  Geraden  A,  A,,  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen 
werden.  Denkt  rann  sich  aber  sofort  den  einen  Strablbüscbel  ÜJ, 
so  lange  um  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  gedreht,  bis  ein 
Strahl  #,  zu  dem  entsprechenden  Strahle  s  rechtwinklig  wird,  so 
vereinigt  sich  *,  mit  einem  Strahle  t  von  Ä,  und  *  mit  dem  ent* 
sprechenden  Slnihle  (,  von  /?,,  und  so  wie  *,  *,  oder  /,  müs- 
sen sich  je  zwei  Strehlen  <r,  a,  in  doppeltem  Sinne  entsprechen. 
Die  Strablbüscbel  sind  also  involutorisch,  und  dieser  Fall  ist  schon 
deshalb,  weil  ihm  kein  ähnlicher  von  Seilen  der  Geraden  A,  At 
entspricht,  vor  allen  anderen  ausgezeichnet.  Denkt  man  sich  end-^ 
lieh  den  einen  Strahlbüschel  ß ', .  nachdem  er  die  letztere  Lage  er- 
halten,  um  den  Strahl  (*£,)  als  Achse  herumgewendet,  so  fallen 
auch  die  Strahlen  /  wie  Jer  auf  einander,  jedoch  kein  anderes 
Paar  entsprechender  Strahlen  bleibt  rechtwinklig,  nnd  es  fällt  jetzt 
der  Stnihl  gt,  welcher  den  rechten  Winkel  hälftete,  mit  dem 
entsprechenden  Strahle  #\  und  der  Strahl  hlt  welcher  mit  g  ver- 
einigt den  rechten  Winkel  *t  hälftete,  mit  dem  entsprechenden  h 
zusammen,  so  dass  also  g  und  h  rechtwinklig  zu  einander  sind. 
Uebrigens  versteht  es  sich,  dass  zwei  projektivisch -gleiche  Strahl* 
hüschel,  sobald  sie  ungleichliegend  sind,  sich  allemal  in  dieser  letz- 
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teren  Lage  befinden  müssen,  was  auch  im  ähnlichen  Falle  von  den 
Geraden  A.  Ax  gilt. 

a)  Zwei  auf  einander  gelegte  projektirisch  -  ähn- 
liche Gerade  können  niemals  invojutorisch  sein. 


6)  Zwei  auf  einander  ge- 
legte gleicbliegende  pro- 
jektivisch  -  gleiche  Gerade 
können,  ohne  sich  zu  dek- 
ken,  nicht  involu  torisch 
sein.  Zwei  ungleich  liegen- 
de dagegen  sind  allemal  i n- 
volutorisch,  und  zwar  liegt 
ein  Hauptpunkt  in  der  Mitte 
zwischen  je  zwei  zugeord- 
neten Punkten,  und  der  an- 
dere sammt  dem  Mittelpunk- 
te der  Involution  unendlich 
entfernt. 


b)  Zwei  concen  irische 
gleich  liegende  projekti- 
visch  -  gleiche  Strahlbü- 
schel sind  involutorisch, 
wenn  je  zwei  entsprechen- 
de Strahlen  zu  einander 
rechtwinklig  sind;  zwei 
ungleich  liegende  dagegen 
sind  allemal  involutorisch, 
und  zwar  stehen  die  Haupt- 
strahlen senkrecht  auf  ein- 
ander und  ein  jeder  liegt 
in  der  Mitte  zwischen  je 
2wei  zugeordneten  Strah- 
len. 


Hiernach  sind  die  Ausdrücke  involutorisch -gleiche  Ge- 
rade, Involution  der  rechten  Winkel,  ungleichliegend 
involutorisck-gleiche  Strahlbüschel  zu  verstehen. 

Endlich  sieht  man  leicht  ein,  dass 


c )  zwei  ungleich  liegend 
involutorisebe  Gerade  in- 
volutorisch -  gleic h  sein 
müssen,  wenn  ein  Haupt- 
punkt unendlich  -  entfernt 
ist. 


c)  zwei  invol  utorische 
Strahlbüschel  eine  Involu- 
tion der  rechten  Winkel 
bilden,  wenn  irgend  zwei 
l*aar  zugeordnete  Strahlen 
zu  einander  rechtwinklig 
sind,  und  dass  sie  ungleich- 
liegend  involutorisch- 
gleich  sind,  wenn  die  Haupt- 
strahlen  zu  einander  recht- 
winklig sind 

Noch  ein  Grenzfall  zwischen  gleichliegenden  und  ungleichlie- 
genden involutorischen  Gebilden  überhaupt  ist  zu  erwähnen,  wel- 
cher dadurch  entsteht,  dass  die  beiden  Hauptpunkte  oder  Haupt- 
strahlen der  letzteren  mit  dem  Mittelpunkte  oder  einer  Achse  der 
Involution  sich  vereinigen.  In  diesem  Falle  nämlich  ist  jeder  be- 
liebige Punkt  oder  Strahl  der  vierte  harmonische  zu  den  beiden 
Hauptpunkten  oder  HauptBtrahlen  und  zu  dem  mit  den  letzteren 
vereinigten  Punkte  oder  Strahle,  also  alle  Punkte  oder  Strahlen 
einem  einzigen  zugeordnet. 


Einiges  über  luvolutioussysteiue. 

An  das  Vorige  scbliesst  sich  zunächst  eine  Untersuchung  an 
über  die  zugeordneten  Punkte  oder  Strahlen,  welche  zwei,  einerlei 
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Geraden  oder  Punkte  ungehörigen  Involutionen  gemeinschaftlich 
sind.  Ich  verschiebe  sie  aber  bis  dahin,  wo  sieh  Mittel  darbieten, 
dieselbe  schneller,  als  es  hier  geschehen  könnte,  zu  erledigen. 

Denkt  man  sich  eine  Reihe  beliebiger  Doppelgeliilde  A,  Ax\ 
Aty  At\  Bx  Bx  u.  s.  w. ,  d.h.  welche  immer  paarweise  auf  einan- 
der liegen  oder  conccntrisch  sind,  und  nimmt  an,  dass  sowohl  einer- 
seits A,  A%,  J?  .  .  .  als  auch  andererseits  Ati  A»>  Bx  .  .  •  der 
Reihe  nach  projektivisch  sind,  so  ist  es  klar,  dass  wenn  eines  die- 
ser Doppelgcbilde,  z.B.  A,  Ax>  involutorisch  ist,  auch  alle  übrigen 
es  sein  müssen.  Eine  solche  Reihe  involutorischer  Doppelgebilde 
heisst  ein  Involutionssystem.  Solcher  Systeme  gibt  es  ver- 
schiedene Arten,  je  nachdem  entweder  je  zwei  Doppelgebilde  per- 
spektivisch, oder  theils  schief  theils  perspektivisch,  oder  je  zwei 
schief  zu  einander  liegen.  Die  Betrachtung  der  Systeme  der  ersten 
Art  führt  zu  Construktionen  einer  Involution  von  Punkten  oder 
Strahlen,  welche  sich  ohne  Kreis  ausfuhren  lassen.  Von  denen  der 
zweiten  Art  soll  hier  der  einfachste  und  fruchtbarste  Fall  näher 
betrachtet  werden. 

Hat  man  zwei  beliebige  schief  liegende  projektivische  Strahl- 
büschel B,  BXt  wodurch  also  (11)  ein  beliebiger  Kegelschnitt  ge- 
geben ist,  und  liegt  ein  mit  B  concentrischer  Strahlbüscbel  B%  mit 
Bx  perspektivisch,  so  dass  also 

B{a,  h,  <?...)  =  Bx{axi       cM  dx  .  ..)  =  #a(«a,  £aica,  rfa...), 

so  ist 

//(«,  6,  c.  d...)  =  Bi{aa)  £a,  ra,  «/,...); 

und  rechnet  man  jetzt  alle  Strahlen  von  B2  zu  B  und  bezeichnet 
die  denselben  in  Bx  entsprechenden  durch  tf,,  öin  cX}  </,...,  und 
die  den  letzteren  wieder  in  Z?a  entsprechenden  durch  o*,,  b'%,  </a, 
</,...,  so  ist 

B(a,  6,  c,  </... £3,  ct>  d7  ...)  =  ä,(ö,,  //x,  cx,  dx  ...<*,,      c,, </,...) 
'  =  B^(aZi  £a,  ca,  d%  ...  a't,      c'a,  W a  ...), 

folglich 

B(at    c,rf...  ca,  dt ...)  =  /?a(nra,£a,ca,  d7  ...a?%,b\ ,  c'a,  </a'...). 

Denkt  man  sich  nun  zunächst  nur  die  vier  entsprechenden  Strahlen 
a  ax,  <*a,  ff,  gezogen  und  den  perspektivischen  Durchschnitt  von 
Bx%  B9  durch  die  beiden  Durchschnitte  der  Strablenpaare  «„  a, 
und  ay  a  gegeben,  so  fällt  der  Strahl  at%  mit  a  zusammen,  so 
dass  sich  also  a,  a,  in  doppeltem  Sinne  entsprechen.  Ein  Gleiches 
gilt  also  auch  von  allen  übrigen  Paaren  6,  £a;  c,  ca;  dt  i/a 
und  man  ist  somit  zur  folgenden  Aussöge  berechtigt,  der  hier  so- 
gleich eine  analoge  zur  Seite  gestellt  wird: 

1)  Geht  ein  Kegelschnitt  1)  Berührt  ein  Kegelschnitt 
durch  zwei  Gegenecken  und  zwei  Gegenseiten  und  die 
die  Durchschnitte  der  Ge-  Diagonalen  eines  einfachen 
genseiten  eines  einfachen  Vierseits,   so    gibt   es  nn - 
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Vierecks,  so  gibt  es  un- 
zählige Vierecke,  welche 
diese Theo  Durchschnitte  der 
Gegenseiten  haben,  und  von 
deren  Gegenecken  das  eine 
Paar  auf  demselben  Kegel- 
schnitte, das  andere  auf  der- 
selben Geraden,  als  die  bei- 
den anderen  Gcgeneekcn 
des  erste ren  Vierecks,  liegt. 


zahl  ige  Vierseite,  welche  der 
11  i  c  Ii  t  u  n  g  nach  dieselben 
Diagonalen  haben,  und  von 
«leren  Gegenseiten. das  eine 
P  n  a  r  d  e  u  s  e I  h  e  n  K  e  gc  I  seh  n  i  1 1 
berührt,  das  andere  densel- 
ben Durch schnittspunkt.  als 
die  beiden  anderen  Gegen- 
seiten des  erste ren  Vicr- 
seits,  hat. 


Ist  P  der  perspektivische  Durchschnitt  von  /?,,  und  sind 
a,  a,;  b,  b,  u.  s.  w.  die  jedesmalig' n  Gegeneckcn  der  (links)  ge- 
dachten Vierecke,  welche  auf  dem  Kegelschnitte  liegen,  so  schnei- 
den die  Verbindungslinien  aa,,  bb,  u.  s.  w.  der  letzteren  die  Gerade 
BB;  Hllemal  in  einem  Punkte,  welcher  zu  B,  ß ,  und  dem  Durch- 
schnitte von  BBX  und  P  der  vierte  harmonische  ist.  Dieser  Punkt 
(/*)  ist  also  unveränderlich  derselbe,  und  ist  zugleich  zu  je  zwei 
Punkten  a,  a,  und  dem  zu  P  gehörigen  Punkte  der  vierte,  dem 
letzteren  zugeordnete  harmonische  Punkt.  (Nach  dem  bekannten 
Satze  über  die  Diagonalen  des  vollständigen  Vierseits.)  Hieraus 
folgt  links,  und  auf  ähnliche  Weise  rechts: 


■  2)  Geben  durch  einen  Punkt 
in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnittes zwei  beli  ebige  Ge- 
rade, welche  den  letzteren 
in  vier  Punkten  schneiden, 
und  man  verbindet  diese 
Punkte  durch  zwei  neue  Ge- 
rade« so  liegt  der  Durch- 
schnitt dieser  letzteren  im- 
mer a u f einer  und  derselben 
geraden  Linie,  derenDurch- 
schnitt  mit  jeder  der  erste- 
ren  Geraden  zu  den  dem  Ke- 
gelschnitte ungehörigen 
Punkten  und  dem  nufäng 
I 


iclten  Punkte  der  vierte 


dem  letzteren  zugeordnete 
P  unkt  ist. 


2)  Werden  von  zwei  belie- 
bigen Punkten  einer  Gera- 
den an  einen  Kegelschnitt 
zwei  Paar  Tangenten  ge- 
zogen, uud  zwei  Durcb- 
sclmittspun  kte  dieser  letz- 
teren durch  eineGerade  ver- 
bunden, so  geht  dieselbe 
immer  durch  einen  und  den- 
selben Punkt,  dessen  nach 
ei  nein  der  erste  ren  Punkte 
gehender  Strahl  zu  den  von 
letzterem  aus  gehende  n  Tan- 
genten und  zu  der  anfäng- 
lichen Geraden  der  vierte, 
der  letzteren 
harmonische  Strahl  ist. 


zugeord  nete 


Dieser  Eigenschaft  wogen  heisst  (links  und  rechts)  die  Ge- 
rade /'die  harmonische  Polare  von  p,  und  der  Punkt/;  der 
Ii  armenische  Pol  von  P,  uud  man  sieht  sogleich,  dass  p  aus- 
serhalb oder  innerhalb  des  Kegelschnittes  liegen  muss,  je  nachdem 
P  ihn  durchschneidet  oder  nicht.  f 

Bedenkt  man  endlich,  dass  die  Strulilbüpchcl  B,  B2  involnto- 
risch  und  durch  zwei  Paar  zugeordnete  Strahlen  «r,  <r,;  b,  £3,  so 
wie  der  Punkt  p  durch  zwei  Sehnen  oa,,  bb,,  bestimmt  sind;  dass 
die  beiden  Strahlen,  welche  nach  den  Durchschnitten  von  P  mit 
dem  Kegelschnitte  geben ,  Hauptstrahlen  von  B ,  Bt  sein  müssen 
und  existiren  oder  nicht,  je  nachdem  P  den  Kegelschnitt  schneidet 
oder  nicht  schneidet,  so  folgt  links,  und  ähnlicher  Weise  rechts: 
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3)  Die  sämmtlichcn  Punk- 
tenpaare, io  denen  ein  Ke- 
gelsch nitt  von  einem  belie- 
bigen ebenen  Strablbüschel 
geschnitten  wird,  bestim- 
men, indem  sie  mit  einem 
beliebigen  Punkte  seines 
Umfaugs  durch  Gerade  ver- 
bunden werden,  die  zu- 
geordneten Strahlenpaare 
zweier  in  volutorischer 
.Strahlbüschel,  welche 
gl  eich  I  iegen  d  oder  un- 
gleicbliegend  sind,  je  nach- 
dem der  Mittelpunkt  des  er- 
stereo  innerhalb  oder  aus- 
serhalb des  Kegelschnittes 
liegt,  und  deren  Hauptstrah- 
len im  letzteren  Falle  nach 
den  Punkten  gehen,  in  de- 
nen die  harmonische  Polare 
dieses  Mittelpunktes  den 
Kegelschnitt  durchschnei- 
det. 


3)  .Die  sämmt liehen  Tan- 
^eutenpnare,  welche  von 
den  Punkten  einer  beliebi- 
gen Geraden  an  einen  Ke- 
gelschnitt gehen,  bestim- 
men auf  einer  beliebigen 
Tangente  desselben  die  zu- 
geordneten Punktenpaare 
zweier  in  volutorischer  Ge- 
raden, welche  gl  eichliegend 
oder  ungleichliegend  sind, 
je  nachdem  jene  beliebige 
Gerade  den  Kegelschnitt  in 
keinem  oder,  in  zwei  Punk- 
ten schneidet,  und  deren 
Hauptpunkte  im  letzteren 
Fülle  auf  den  Tangenten 
liegen,  welche  von  dem  har- 
monischen Pole  dieser  Ge- 
raden gezogen  werden. 


Und  umgekehrt: 


4)  Bildet  man  um  einen  be- 
liebigen Punkt  auf  dem  Um- 
fang eines  Kegelschnittes 
eine  Involution  von  Strah- 
len, so  gehen  sämmtliche 
Sehnen  dieses  Kegelschnit- 
tes, welche  durch  die  zuge- 
ordneten Strahlen  der  In- 
volution bestimmt  werden, 
durch  einen  und  denselben 
Punkt,  welcher  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  Kegel- 
schnittes liegt,  je  nachdem 
die  Involution  aus  gl  eich- 
oder  ungleicbliegenden 
Strahlbüscheln  besteht. 


Bildet  man  auf  einer  be- 
liebigen Tangente  eines 
Kegelschnittes  eine  Invo- 
lution von  Punkten,  so  lie- 
gen die  Du  rch nitte  der  Tan- 
gentenpnare,  welche  von 
den  zugeordneten  Punkten 
der  Involution  ausgeben, 
auf  einer  und  derselben  Ge- 
raden, welche  den  Kegel- 
schnitt in  keiuem  oder  in 
zwei  Punkten  schneidet,  je 
nachdem  die  Involution  aus 
gleich-  oder  ungleicbliegen- 
den Geraden  besteht. 


Ich  übergehe  mehrere  interessante  Zusätze  dieses  letzten  Sat- 
zes, und  behandle  auch  von  den  hierher  gehörigen  Aufgaben  nur 
die  folgende,  welche  für  die  Theorie  der  gemeinschaftlichen  Sekan- 
ten- und  Tangentendurchschnitte  von  besonderer  Wichtigkeit  ist: 


5)  Wenn  von  zwei  concen- 
trischen  Involutionen  von 
Strahlen  je  zwei  Paar  zuge- 
ordnete Strahlen  gegeben 
sind,  mittels  des  Lineals 
und    eines   festen  Kreises 


5)  Wenn  von  zwei  auf  ein. 
ander  gelegten  luvolutio- 
nen  von  Punkten  je  zwei 
Paar  zugeordnete  Punkte 
gegeben  sind,  mittels  des 
Lineals   und    eines  festen 
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dasjenige  Paar  zugeordne- 
te Strahlen  zu  finden,  wel- 
ches beiden  gemeinschaft- 
lich angehört. 


Kreises  dasjenige  Paar  zu- 
geordnete Punkte  zu  fin- 
den, welches  beiden  gemein- 
schaftlich angehört. 


Vermittelst  einer  beliebigen  Geraden,  welche  beide  Involutionen 
durchschneidet,  wird  die  Aufgabe  links  auf  die  andere  rechts  zu- 
rückgeführt. 

Sind  auf  einer  Geraden  A  für  die  eine  Involution  die  Punkte 
«»  ftji  b>  bi>  für  die  andere  die  Punkte  a\  o', ;  b  ,  gegeben,  so 
verbinde  man  diese  Punkte  mit  einem  beliebigen  Punkte  B  auf 
dem  Umfnnge  des  Hülfskreises  bezüglich  durch  die  Geraden  «,«,; 
h.  A,  \  «x ;  b\  welche  den  Kreis  zum  zweitenmal  in  den 
Punkten  a,  a, ;  ß,  /?, ;  a',  a',  ;  schneiden;  dann  ziehe  man 

die  Sehnen  <mi,,  die  sich  in  f»,  und  die  Sehnen  a'a',,  ß'ß1,  die 
sich  in  p'  schneiden,  sofort  wieder  die  Gerade  pf/,  weichet  wo 
möglich,  den 'Kreis  in  £,  £,  schneide;  endlich  die  Strahlen  Bk, 
BA  so  schneiden  diese  die  Gerade  A  in  den  gesuchten  zwei  Punk* 
ten  f,  f,  oder  f,  f ,. 

Der  Beweis  erhellt  unmittelbar  aus  4)  links.  Sind  die  beiden 
Paare  involutorischer  Gebilde,  um  die  es  sich  handelt,  ungleich* 
liegend,  so  liegen  beide  Punkte  /»,  p'  ausserhalb  des  Kreises, 
also  ist  es  in  diesem  Falle  möglich,  dass  die  Gerade  pp'  den  Kreis 
nicht  schneide,  und  es  folglich  keine  Punkte  f,  f,  gebe,  und  zwar 
tritt  dieses  letztere  noth wendig  ein,  wenn  die  Hauptpunkte  oder 
Hauptstrahlen  der  einen  Involution  abwechselnd  zu  denen  der  an- 
deren liegen.  Ist  dagegen  eines  jener  Paare,  oder  sind  beide  Paare 
glei  ch  I  iegend ,  so  liegt  einer  der  Punkte  pf  p'  oder  beide  zu- 
gleich innerhalb  des  Kreises,  und  es  giebt  folglich  in  diesen  bei- 
den Fällen  nothwendig  ein  Paar  Punkte  f,  f,.  In  der  Sprache  der 
Analysis  würde  dieses  Resultat  so  lauten:  Ein  Punkten-  oder 
Struhlenpaar,  welches  mit  jedem  von  zwei  andern  sol- 
chen Paaren  harmonisch  ist,  ist  allemal  reell,  wenn 
eines  dieser  beiden  letzteren,  oder  wenn  beide  imaginär 
sind;  es  kann  aber  imaginär  werden,  wenn  die  letzteren 
beide  reell  sind. 


Zugeordnete  harmonische  Pole  und  Polaren;  zugeord- 
nete Durchmesser  und  Achsenpunktwinkel;  die 

Brennpunkte. 

f.  4. 

Bezeichnet  man  jetzt  in  der  Figur,  welche  den  Betrachtungen 
des  vorigen  f.  zu  Grunde  lag,  die  Punkte,  in  welchen  die  Gerade 
P  von  deo  Strahlen  a.  b,  c,  d. . .;  ar,,  er,,  </,...  der  involuto- 
riseben  Strahlbüschel  ß,  B%  geschnitten  wird,  durch  a'.  b\  C*.  b'... 
a',,  b'„  c',,  b'a  und  die  Strahlen,  welche  den  Punkt  p  mit  die- 
sen Punkten  verbinden,  durch  «',  6',  c*,  <f..>;  «',,  6\,  e',,  </,..., 
so  sieht  man  zunächst,  dass  der  Punkt  a'  zu  dem  Strahle  «'„  a', 
zu  er*,  b'  zu  l/%  u.s.  f.  in  derselben  Beziehung  stehe,  als  p  zu  7*, 
dass  also  die  harmonischeu  Pole  aller  Geraden,  welche 
durch  einen  Punkt  p  gehen,  auf  der  harmonischen  Po- 
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lare  P  dieses  Punktes  liegen,  und  umgekehrt;  ferner  er- 
gibt  sieb  mittels  B,  Biy  dass  sowohl  die  Punkte  tt',  c\  b'...; 
a's,  &'2,  c'3,  o',...  eine  Involution  von  Punkten,  als  auch  die  Strah- 


c*,,  eine  Involution  von  Strah- 


len  a',  6',  </...; 
len  bilden. 

Zwei  Punkte  a\  a',,  wovon  jeder  auf  der  harmonischen  Polare 
des  anderen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  liegt,  beissen  zwei 
zugeordnete  harmonische  Pole  in  Bezug  auf  diesen  Kegel- 
schnitt, und  zwei  Gerade  a's,  wovon  jede  durch  deo  harmoni- 
schen Pol  der  anderen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  geht,  beis- 
sen zwei  zugeordnete  harmonische  Polaren  in  Bezug  auf 
diesen  Kegelschnitt.  Ferner  beissen  drei  Punkte  o',  a'a,  deren 
jeder  der  harmonische  Pol  der  Geraden  ist,  welche  die  beiden  än- 
deret! verbindet,  drei  zugeordnete  harmonische  Pole,  und 
diese  Geruden  P,  a'  drei  zugeordnete  harmonische 

Polaren. 


1)  Die  sämmtlichen  Paare 
zugeordneter  harmonischer 
Polaren,  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt,  welche  einem 
beliebigen  Punkte  seiner 
Ebene  angeboren,  bilden 
eine  Involution  von  Strah- 
len, deren  Gebilde  gleich- 
liegend  oder  ungleirhlie- 
geud  sind,  je  nachdem  dieser 
Punkt  innerhalb  oder  aus- 
serhalb des  Kegelschnittes 
liegt,  und  deren  Hauptstrah- 
len  im  letzteren  Falle  die 
beiden  Tangenten  sind,  wel- 
che von  diesem  Punkte  aus- 
gehen,   lind...  (wie  rechts) 


2)  Zwei  Seiten  eines  einem 
Kegelschnitte  eingeschrie- 
benen Dreiecks  schneiden 
eine  je  «Je  Gerade,  deren  har- 
monischer Pol  auf  der  drit- 
ten Seite  liegt,  iu  zwei  zu- 
geordneten harmonischen 
Polen. 


1)  Die  sämmtlichen  Paare 
zugeordneter  harmonischer 
Pole,  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt,  welche  einer 
beliebigen  Geraden  seiner 
Ebene  angehören,  bilden 
eine  Involution  von  Punk- 
ten, deren  Gebilde  gleich- 
liegend oder  ungleichlie- 
gend sind,  je  nachdem  diese 
Gerade  den  Kegelschnitt  in 
keinem  oder  in  zwei  Punk- 
ten schneidet,  nnd  deren 
Hauptpunkte  im  letzteren 
Falle  die  Durchschnitts- 
punkte dieser  Geraden  und 
des  Kegelschnittes  sind. 
Und...  (wie  links) 

2)  Zwei  Ecken  ei u es  einem 
Kegelschnitte  umschriebe- 
nen Dreiecks  hüben  mit  ei- 
nem jeden  Punkte,  desseu 
harmonische  Polare  durch 
die  dritte  Kcke  geht,  zwei 
zugeordnete  harmonische 
Polaren  gemein. 


Nach  §.  1.  f  ist  das  Rechteck  ant.a,m  unter  den  Abständen 
zweier  zugeordneter  harmonischer  Pole  a,  a,  vom  .Mittelpunkte  m 
der  Involution,  so  wie  das  Product  tng  am  .  tng  .  axm  der  Tangen- 
ten der  Winkel,  welche  zwei  zugeordnete  harmonische  Polaren  tt,  0, 
mit  einer  Achse  m  bilden,  constant,  und  zwar  jenes,  wenn  die  be- 
treffende Gerade  den  Kegelschnitt  schneidet,  dem  Quadrate  der  hal- 
ben auf  ihr  enthaltenen  Sehne,  dieses,  wenn  der  betreffende  Punkt 
ausserhalb  des  Kegelschnittes  liegt,  der  zweiten  Poteuz  der  Tan» 
geutc  des  bolben  Winkels  gleich,  welche  die  von  ihm  ausgehenden 
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Tangenten  einschliessen.  Findet  diese  Lage  aber  nicht  statt,  so 
kann  offenbar  statt  der  Sehne  der  eben  so  grosse  Abstand  derjenigen 
zwei  zugeordneten  harmonischen  Pole,  welche  gleich  weit  vom 
Mittelpunkte  m  entfernt  sind,  und  statt  des  Tangentenwinkels  der 
eben  so  grosse  Winkel  eintreten,  welchen  die  neiden  gegen  die 
Achse  m  glcichgeneigteu  zugeordneten  harmonischen  Polareu  ein- 
schliessen. Jener  Abstand  soll  daher  eine  ideale  Sehne,  und 
dieser  Winkel  ein  idealer  Tan geuten wink el  des  Kegelschnit- 
tes heisseu. 


3)  Das  Produet  der  Tan- 
genten der  Winkel,  weiche 
zwei  beliebige  zugeordnete 
harmonische  Polaren,  für 
einen  bestimmten  Punkt, 
mit  einer  Achse  der  Involu- 
tion einschliessen,  ist  von 
unveränderlichem  Werthe, 
und  zwar  der  zweiten  Po- 
tenz der  Tangente  des  hal- 
ben reellen  oder  idealen 
Fangenten  winkels  gleich, 

Punkte 


welcher 
gehört. 


zu  jenem 


3)  Das  Rechteck  unter  den 
Abständen  zweier  beliebi- 
ger zugeordneter  harmoni- 
scher Pole,  für  eine  be- 
stimmte Gerade,  vom  Mit- 
telpunkte der  Involution 
ist  vou  unveränderlichem 
Inhalt,  und  zwar  dem  Qua- 
drate Mer  halben  reellen 
oder  idealen  Sehne  gleich, 
welche  zu  dieser  Geraden 
gehört. 


Endlich  überzeugt  mau  sich  leicht,  dass: 


4)  die  spitzen  Winkel, 
welche  die  einzelnen  Paare 
einer  Involution  zugeord- 
neter harmonischer  Pola- 
ren einschliessen,  von  0° 
bis  90°  oder  von  der  Grösse 
des  idealen  Tangentenwin- 
kels bis  90°  wachsen,  je 
nachdem  der  betreffende 
Punkt  ausserhalb  oder  in- 
nerhalb des  Kegelschnittes 
egt. 


4)  die  Abstände  der  ein- 
zelnen Paare  einer  Involu- 
tion zugeordneter  harmo- 
nischer Pole  von  einander ~ 
von  Null  bis  ins  Unendliche 
oder  von  der  Grösse  der 
idealen  Sehne  bis  ins  Un- 
endliche wachsen,  je  nach- 
dem die  betreffende  Gerade 
den  Kegelschnitt  schneidet 
oder  nicht. 


Ganz  ungesucht  bieten  sich  nunmehr  folgende  Fragen  dar: 

1)  Gibt  es  in  der  Ebene  eines  beliebigen  Kegel- 
schnittes zwei  oder  mehrere  Involutionen  zugeordne- 
ter harmonischer  Pole  oder  Polaren,  welche  bezüglich 
den  Mittelpunkt  oder  eine  Achse  gemein  haben? 

2)  Welche  Eigenschaften  haben  die  einzelnen  Paare 
derjenigen  Involution  zugeordneter  harmonischer  Po- 
laren oder  Pole  gemein,  welche  einem  solchen  Mittel- 
punkte oder  einer  solchen  Achse  angehören? 

3J  Gibt  es  in  der  Ebene  eines  beliebigen  Kegel- 
schnittes ungleichliegend  in volutorisch -gl eiche  Strahl* 
büschel,  und  in v olutori sch-gleiche  Gerade,  welche  von 
zugeordneten  harmonischen  Polaren  oder  Polen  gebil- 
det werden? 
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4)  Gibt  es  in  derselben  Involutionen  der  rechten 
Winkel,  deren  Schenkel  zugeordnete  harmonische  Po- 
laren sind? 

1)  Denkt  man  sich  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  eine 
Gerade  in  beliebiger  Richtung  ins  Unendliche  hinausgerückt,  so 
sind  alle  Gerade,  welche  durch  ihren  harmonischen  Pol  gehen,  die 
harmonischen  Polaren  von  Punkten,  welche  in  den  verschiedenen 
Richtungen  der  Ebene  unendlich  -  entfernt  liegen,  also  muss  eine 
jede  derselben  sämmtlicbe  nach  dem  entsprechenden  unendlich- ent- 
fernten Punkte  gerichteten  parallelen  Geraden  in  den  Mittelpunkten 
der  ihnen  ungehörigen  Involutionen  zugeordneter  harmonischer  Pole 
und  insbesondere  zwei  parallele  Tangenten  in  den  Berührungs- 
punkten treffen.  Demnach  ist  der  harmonische  Pol  dieser  unend- 
lich-entfernten Geraden  Mittelpunkt  sämmtlicher  Involutionen  zuge- 
ordneter harmonischer  Pole,  welche  den  unzähligen  durch  ihn  gehen- 
den  Geraden  angehören ,  und  somit  auch  der  Mittelpunkt  sämmt- 
licher reellen  oder  idealen  Sehnen  des  Kegelschnittes,  welche  auf 
diesen  Geraden  liegen.  Er  wird  deshalb  der  Mittelpunkt  des 
Kegelschnittes  genannt,  und  zwar  besitzt  jeder  Kegelschnitt 
nur  einen  solchen  Punkt,  weil  eine  Involution  von  Punkten  nicht 
zwei  Mittelpunkte  enthalten  kann,  und  daher  gibt  es  in  seiner 
Ebene  auch  nur  eine  unendlich-entfernte  Gerude. 

Da  die  letztere  mit  der  Hyperbel  zwei,  mit  der  Ellipse 
keinen  und  mit  der  Purabel  nur  einen  Punkt,  nämlich  den  Be- 
rührungspunkt^ gemein  hat,  so  liegt  der  Mittelpunkt  der  ersten 
ausserhalb,  der  zweiten  innerhalb,  der  dritten  unendlich-ent- 
fernt aut  dem  Cmfunge  der  Curvc. 

Jede  reelle  nder  ideale  Sehne  eines  Kegelschnittes,  die  durch 
seinen  Mittelpunkt  gebt,  beisst  sowohl  der  Richtung  als  der  Grösse 
nach  ein  Durchmesser  desselben.  Die  Hyperbel  hat  ulao  reelle 
und  ideale,  die  Ellipse  und  die  Parabel  nur  reelle,  und  zwar  die 
letztere  lauter  parallele  Durchmesser.  Je  zwei  zugeordnete  harmo- 
nische Polaren,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes 
gehen,  heissen  zwei  zugeordnete  Durchmesser,  die  Achsen 
der  Involution  dieser  letzteren  heissen  die  Achsen  des  Kegel- 
schnittes, und  die  Hauptstrahlen  derselben  die  Asymptoten  der 
Hyperbel.  —  Bei  dieser  ist  jedem  idealen  Durchmesser  ein  reeller 
zugeordnet,  und  umgekehrt.  Bei  der  Ellipse  kann  man  den  Win- 
kel, welchen  die  gegen  jede  Achse  gleichgeneigten  zugeordneten 
Durchmesser  bilden,  und  welcher  der  kleinste  unter  allen  ist.  den 
idealen  A sy mptoten win kel  nennen. 

Betrachtet  man  irgend  einen  Punkt  einer  Achse  des  Kegel- 
schnittes als  Mittelpunkt  einer  Involution  zugeordneter  harmonischer 
Polaren,  so  läuft  der  der  Achse  zugeordnete  Strahl  mit  der  ande- 
ren Achse  des  Kegelschnittes  parallel,  steht  also  auf  der  ersteren 
senkrecht.  Jede  dieser  beiden  Achsen  ist  also  die  gemein- 
schaftliche Achse  aller  dieser  Involutionen,  und  hat 
analoge  Eigenschaften  als  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnittes. Je  zwei  zugeordnete  harmonische  Pole,  welche  auf 
einer  Achse  des  Kegelschnittes  liegen,  sollen  zwei  zugeordnete 
Acbsenpunkte,  und  die  reellen  oder  idealen  Tangentenwinkel, 
deren  Scheitel  sie  sind,  zwei  zugeordnete  Achsenpunktwi  n- 
kel  heissen.  Von  diesen  Punkten  und  Winkeln  ist,  meines  Wis- 
sens, noch  nirgends  wo  gehandelt  worden.    Endlich  heissen  die 
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Hauptpunkte  der  von  den  zugeordneten  Achsenpunkten  gebildeten  - 
Involution  oder,  in  ihrer  Ermangelung,  die  beiden  vom  Mittelpunkte 
des  Kegelschnittes  gleich  weit  entfernten  zugeordneten  Achsen- 
punkte die  Scheitel  des  Kegelschnittes.  Die  Hyperbel  hat 
zwei  reelle  und  zwei  ideale,  die  Ellipse  zwei  Paar  reelle,  die  Pa- 
rabel zwei  reelle  aber  einen  unendlich -entfernten  Scheitel. 

2)  leb  übergehe  mehrere  längst  bekannte  Sätze,  welche  fast 
nur  Wiederholungen  der  allgemeineren  1),  3)  und  4)  sein  würden, 
um  sofort  einige  metrische  Relationen  zu  entwickeln,  deren  Inter- 
esse besonders  darin  besteht,  dass  in  ihnen  das  Princip  der  Duali- 
'    tat  sich  erhält. 

Es  sei  M  der  Mittelpunkt  einer  Ellipse  oder  Hyperbel,  nt  ein 
reeller  Scheitel  derselben  und  A  die  Tangente  in  m,  welche  mit 
der  anderen  Achse  parallel  und  daher  auf  Mm  senkrecht  sein  muss. 
•  Es  seien  <r,  «,  zwei  beliebige  zugeordnete  Durchmesser,  welche  die 
A  in  o,  a,  und  zwei  mit  a  parallele  Linien,  die  durch  in  ge- 
hen, in  a,  a,  schneiden.  Dies  vorausgesetzt,  so  sind  sowohl  a,  a 
als  a,.  o,  zwei  zugeordnete  harmonische  Pole,  indem  z.B.  die  har- 
monische Polare  von  a  sowohl  durch  m  als  den  harmonischen  Pol 
von  a  gehen,  also  mit  a,  parallel  sein  moss;  folglich  sind  die 
Rechtecke  Ma.Ma,  Mat.Mat  den  Quadraten  der  halben  Durch- 
messerlängen <v,  «r,  gleich.    Nun  ist  aber 

Ma:  Üro  =  tt0,  :ma, 

und 

Mat  :  Mat  =  aa, :  ma, 

also 

Ma .  Ma  =  Ma *  .  5ii ;  Ma ,  .  Ma ,     Ma ,  * .  ^ , 

aa,'  1  '  aa,' 

und  nach  dem  pvthair  oriseben  Satze  ist 

Ma*  =  Mm3  4-ma';  Mat*  =  Mm* ma, ' ; 

also 

Ma.  Mu±Mat  .Ma,  =  (JWma -f-ma*)~l  =*=  (^m'-f-ma, ')™ 

=Mm*.1?±±™±ma.mat  .™i±™  =  Mm*±ma.ma„ 
aa,  aa, 

wo  die  oberen  Zeichen  für  die  Ellipse,  die  unteren  für  die  Hyper- 
bel gelten,  weil  dort  die  Involution  der  zugeordneten  Durchmesser 
leicliliegende,  hier  ungleichlicgende  Gebilde  enthält,  also  dort  die 
unkte  a,  a,  auf  verschiedenen,  hier  auf  einerlei  Seite  von  m  lie- 
gen müssen,  nnd  zwar  gehört  hier  dem  idealen  Durchmesser  der 
grössere  maf  von  beiden  Abschnitten  ma,  ma,  an. 

Aber  m  ist  der  Mittelpunkt  einer  Involution  von  Punkten,  welche 
auf  A  durch  den  zugeordneten  Durchmesser  bestimmt  werden;  aUo 
ist  das  Rechteck  ma.ma,,  folglich  auch  die  Summe  oder  Dinerenz 
Ma  .  Mu  rb  Ma ,  .  Mal  coostant. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  auf  folgende  Weise: 
Es  seien  0,  0,  die  Endpunkte  eines  beliebigen  reellen  Durch- 
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messers,  m,  m,  die  Endpunkte  einer  reellen  Achte,  durch  O  »ei 
eine  Tangente  gelegt,  welche  diese  Achse  in  a,  schneide,  und  von 
0  eine  Senkrechte  0a  auf  die  Achse  gefällt,  deren  Fusspunkt  a  sei; 
ausserdem  seien  die  Geraden  0m,  0m,,  0,m  und  durch  M  eine 
Parallele  mit  0a,,  d.  b.  der  dem  00 ,  zugeordnete  Durchmesser 
gezogen,  welcher  von  Om  in  c,  von  0,m  in  c,,  von  Oml  in  b 
geschnitten  werde.  Endlich  werde  die  andere  Achse  von  0m  in  b, 
von  0m,  in  b,  geschnitten. 

Da  die  Seite  00,  des  Dreiecks  00, m  durch  den  harmonischen 
Pol  der  Geraden  Mi,  und  die  Seite  mm,  des  Dreiecks  0mm,  durch 
den  harmonischen  Pol  der  Geraden  Mb  geht,  so  sind  (nach  2)  links) 
sowohl  c,  C,  als  b,  b,  zog.  härm.  Pole,  also  das  Rechteck  Mc.  Mct 
dem  Quadrate  des  halben  Durchmessers,  der  dem  00,  zugeordnet 
ist,  und  das  Rechteck  Mb.Mbx  dem  Quadrate  der  halben  anderen 
Achse  gleich.  Ks  sei  diese  halbe  Achse  =  Bt  so  wie  J/m  =  Mm , 
=  A ;  ferner  MO  ==  Ax ,  Mi .  Mit  =  Bx ». 

Der  Punkt  a,  ist  der  harmonische  Pol  der  Senkrechten  0a, 
also  Ma.Max  =  Mm*  =  A*;  und  aus  den  Proportionen 


Mb:  0o,  =  Mmt  :a,m, ; 
iffc:  0a,  z=Mm:axmi 

ergibt  sich 

Mb.  Mi  oder  J/c .  i¥c,  =  Zf,'  = 

Oa*.A* 
a,m .  Q,m,* 


0a:^/b,  =am,  :^m,; 
0a :  if/b  =  am :  ^/m 


 itfb.i/b,  .am. am,  


Z?2 


Aber 


0a,'  =  0a*-r-aala  und  MO2  =  At*  =  0a» -f-/!fa9; 


am .  am,  =  —  iVa)  -+-  Ma) 
=  ^»  —  Ma*  =  Ma.  Ma,—  Ma* 
=  Ma .  aa,. 

Demnach  ist 


a ,  m .  a ,  m , = (Ma  t  ->-A){Ma ,  -\-Ä) 
=  Ma ,  »-vi»  =  Ate,  *—Ma.  Mat 
=:il/at  «aa,. 


Mi' 


A  *  =  —  .  am .  am,  -+-  J#a»  =  B* .  ^fl'Qfl« 

 B*  .aax-*-Ma*  .Max        B*.aax  +A%.Ma 

—  Alax  —  Max  ; 

^  ,  A*  .Oa*  •+■  .4*  .aa,»  _  _  ff»,  am.  am,  -t-^' .aa,» 

1  a1ni.a1m,  a,m.aim, 

  B*  .Ma-\-A*  .aa, 


A*-±.B*  = 


/la(J/q  =fe aa,)  =fc         =fc aa,)  t  ßZ 

Ma,  ~  9 
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indem  bei  der  Ellipse,  wo  a  zwischen  M  und  a,  fällt,  die  oberen,  bei 
der  Hyperbel,  wo  a,  zwischen  M  und  a  fällt,  die  unteren  Zeichen 
zu  nehmen  sind. 

Gehen  wir  jetzt  zur  Figur  des  ersten  Beweises  zurück,  so  ist 


Ax 9 .  Bx *  =  Ma*.  Max a  HiiHi»  =  M<?  .  Max * .  -fl 

aa,  aax* 

weil  dort  <* 

M*.Muz*±&ax.Max=Ax*dbßx*==A*dzma.m*x 
war;  also  ist 

Ax .  Bx  =zMa.Mat  . — ,  oder  Ax .  Bx  :Ma.Max  =  B:aat. 

Od  | 

Ist  aber  P  der  Inhalt  des  Parallelogramms,  welches  durch  die  End- 
punkte zweier  reellen  oder  idealen  zugeordneten  Durchmesser  be- 
stimmt wird,  so  verhält  sich: 

P-AMüax=A,  .  ßx:Ma.MaXi  also,  da  Maa ,  ={Mm .  aa»  ist, 
P:*A.  aa,  =  B  :aa„  folglich  P=%A.B. 

Nennen  wir  a  deu  von  At,  ßx  eingeschlossenen  Winkel,  so 
ist  P=2AX  .  Bx  .sina  =  2,*.  By  also  \AX  ■+■  B ,)*  =  A*  -+-  B* 

4_^L^,  d.h.  für  die  Ellipse  ist  Ax-\-Bx1  und  für  die  Ellipse 

und  Hyperbel  ist  Ax  .  Bx  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem 
«  ein  Minimum  oder  Maximum  ist;  und  da  für  erstere 

(Ax  -f-  Bxy  -f-       -        =        +  Ä'), 

für  die  letztere 

{Ax^Bx)(Al-Bl)  =  A--B\ 

so  ist  für  beide  Ax  —  Bx  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem 
Ax  ein  Minimum  oder  Maximum  ist. 

V 

Seien  andererseits  a,  a,  zwei  beliebige  zugeordn.  Achsen- 
punkte,  welche  a)  entweder  einer  von  zwei  reellen,  oder  einer 
idealen  Achse  angehören;  durch  a,,  den  äussereu  Punkt  in  beiden 
Fällen,  seien  zwei  Tangenten  gezogen,  und  ausserdem  die  beiden 
Tangenten  in  den  Scheiteln  m,  m,  der  anderen  Achse,  deren  eine 
von  jenen  beiden  in  n,  q,  die  andere  in  n,,  q,  geschnitten  werde. 
Die  Tangente  nu,  berühre  den  Kegelschnitt  in  r  und  schneide  die 
andere  Achse  in  f.  Man  ziehe  noch  die  Geraden  nq,,  n,q,,  ra, 
welche  auf  aa,  senkrecht  stehen  und  dieselbe  in  b,  6,,a  schneiden. 

Da  die  harmonische  Polare  des  Punktes  a  durch  die  Bcke  a, 
des  dem  Kegelschnitte  umschriebenen  Dreiecks  a ( nq  geht,  so  sind 
(nach  2)  rechts)  die  Geraden  an,  aq  zwei  zugeordnete  harmonische 
Polaren.  Ist  also  Winkel  na,b  =  a,  und  tng .  nab .  tng .  qab,  = 
tng'.a,  so  sind  a,  o,  die  Hälften  zweier  zugeordneten  Achsen- 
punk twinkel. 

Da  die  Punkte  f,  n,  t,  tla  haroionisch  sind,  so  sind  es  auch 
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die  Punkte  M  (der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts),  b,  a,  6,;  aber 
0,6  =  0,6.,  also  auch  a,M.  a,a  =  a,6*  =4,6,*.   Demnach  ist 

tnir'a,  =  —  A% 

B     *  a.h*  


a,b»      a.ü/.aa,  *~~~  a,if  .aa,' 

tng'a  =  5*  .       =     *  . 
*        ab    ab,        ab. ab,» 


aber 


o6.a6,  =(a16-aa1)(a16I-f-aa,)  =  aI6'-aaI»  =  aI3/.aa,-aa,' 

=  aa, .  aiV; 

also 

tng'a  =  und  tng'a  =b  tu  jr'a.  =  ~  *%M±aM 

°        aAf.aa,  *  s    '      aa,  *  a.J/.aif  * 

Im  Fall  einer  idealen  Achse  ist  alM+aM=aali  und  im  Fall 
zweier  reellen  ist  alM—aM=aal  ;  und  da  .I/o .  Mat  =  dem  Qua- 
drate dieser  halben  Achse  =:£*,  so  ist  tng'a  dbtng'a,  =  — . 
Ferner  ist 

tng'a.  tng'a,  =  .   ü  =  ^' 

5        °         aiV.aa,    a^.ati  it^.aa^ 

also 

tnga.tnga,  ==  -j^—-. 

Endlich  im  Falle  wenn  a,  a,  auf  der  reellen  Achse  eioer 
Hyperbel  liegen,  seien  m,  m,  die  Scheitel  dieser  Achse,  A,  At 
die  Tangenten  in  ttl,  m,,  und  von  dem  äusseren  Punkte  a  seien 
zwei  Tangenten  gezogen,  welche  den  Kegelschnitt  in  r,  6  beruh, 
ren  und  die  A,  Ax  in  n,  q;  n,,  q,  schneiden.  Zieht  man  jetzt 
die  Geraden  a,n,  a,q,  so  müssen  dieselben  (nach  2)  rechts)  zug. 
harmonische  Polaren  sein,  und  eben  deshalb  muss  0,n  durch  q, 
und  a,q  durch  n,  geben.  Die  Winkel  naq  =  2a  und  na,q  =  2aj 
sind  zugeordnete  Acbsenpunktwinkel  und  man  hat 

tng'a  =  H».  Hi»i,   tng'a,  =  Mi 
8        am    am,  '     »    '  —  ailB  • 

Aber 

am .  am,  =  {Mm  -  ma)(Mm  -fr-  Ma)=A*  —  Ma* 

=  Ma.  jVo,—  Jl/a'  =  A/a.aa„ 
a.m.a.m^ (iVa,  —  i¥m)(ü/a,  -fr-  Mm)  =zMnx%  —  A* 

=  Jifax*  — -  Ma .  Ma,  =3fat  .oo». 

Also  ist 

tng'a -tng'a,  =  ""•"'"'  .  M».-M»  =  nm'"^» 

/Ma, .  iua  aa, 

Die  Tangenten  A,  Ax  werden  von  allen  übrigen  projektiviscb  ge- 
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schnitten,  und  ihr  Durchschnitt,  dem  die  wechselseitigen  Berührungs- 
punkte entsprechen,  ist  hier  unendlich  entfernt;  also  sind  m,  m, 
ihre  Durchschnitte  der  Parallelstrahlen,  und  es  ist  folglich  das 
Rechteck  nm.n.m,  coostant  (Einleit.  \l,  6).  Das  nämliche  gilt 
also  auch  von  der  Differenz  tng'a  —  tng'a,,  und  da,  wenn  a  mit 
ihf  zusammenfällt  und  zur  idealen  Achse  gerechnet  wird,  die  Tan* 

A  R 
gente  des  £omplementes  von  a  =  — ,  also  tnga  =  -j,  weil  at=0, 

so  ist  nm.n,m,  oder  das  Quadrat  des  halben  Segmentes,  das  die 
Asymptoten  auf  jeder  Scheiteltängente  abschneiden,  =/?*,  und 

tng*a  —  tng*a,  =  ~. 

Im  Falle  der  Parabel  ist  am  =  a,m,  also  tnga  =  toga,. 


5.  In  jeder  Ellipse  ist  die 
Summe  der  Quadrate  zweier 
beliebigen  zugeordneten 
Durchmesser  der  Summe  der 
Quadrate  beider  Achsen, 
und  in  jeder  Hyperbel  ist 
der  Unterschied  der  Qua- 
drate eines  beliebigen  reel- 
len und  des  ihm  zugeordne- 
ten idealen  Durchmessers 
dem  Unterschiede  der  Qua. 
drate  der  reellen  und  der 
idealen  Achse  gleich. 


6.  In  jeder  Ellipse  oder 
Hyperbel  verhalten  siebdie 
Rechtecke  unter  je  zwei  zu- 
geordneten Durchmessern 
umgekehrt  wie  die  Sinus 
der  von  ihnen  eingeschlos- 
senen Winkel. 


5.  In  jedem  Kegelschnitte 
ist  die  Summe  Oder  Diffe- 
renz der  zweiten  Potenzen 
der  Tangenten  zweier  zu- 
geordneten halben  Achsen- 
nunkt  winket  der  zweiten 
Potenz  der  Tangente  des 
entsprechenden  reellen  oder 
Asymptotenwinkels  gleich, 
und  zwar  die  Summe,  wenn 
die  Achsenpunkte  einer 
idealen  Achse^  die  Diffe- 
renz, wenn  sie  einer  reel- 
len Achse  angeboren,  und 
es  ist  in  diesem  letzteren 
Falle  bei  der  Ellipse  der 
ideale,  bei  der  Hyperbel 
der  reelle  Aclisenpu n kt win- 
ket der  grössere  von  beiden. 

6.  I  n  j  edem  Kegelschnitte 
verhalten  sich  die  Producte 
der  Tangenten  je  zweier 
zugeordneten  halben  Ach- 
senpunktwinkel  umgekehrt 
wie  die  Abstände  ihrerSchei- 

|tel  von  einander. 


7.  In  jeder  Ellipse  oder  Hyperbel  sind  alle  durch  die 
Endpunkte  oder  Richtungen  der  zugeordneten  Durch- 
messer bestimmten  eingeschriebenen  oder  umschriebe- 
nen Parallelogramme  einander  und  den  durch  die  Achsen 
bestimmten  Parallelogrammen  gleich. 


8.  In  jeder  Ellipse  ist  die 
Summe  zweier  zugeordne- 
ter Durchmesser  um  so  grös- 
ser, und  i hr  Unterschied  um 
so  kleiner,  je  kleiner  der 
Winkel    ist,    den    sie  ein- 


8.  Die  Summe  zweier  zu- 
geordneten Achsenpunkt- 
winkel,  deren  Scheitel  auf 
der  idealen  Achse  einer  Hy- 
perbel liegen,,  ist  um  so 
grösser,    und    ibr  Unter- 
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schliessen;  daber  bilden  die 
idealen  Asymptoten  die 
grÖsete  Summe  und  sind  ein- 
ander gleich,  und  die  bei- 
den Achsen  bilden  die  klein- 
ste Summe,  und  die  eine  ist 
der  grösste,  die  andere  der 
kleinste  aller  Durchmesser. 


schied  um  so  kleiner,  je 
kleiner  der  Abstand  ihrer 
Scheitel  von  einander  ist; 
daher  bilden  diejenigen,  de- 
ren  Scheitel  die  idealen 
Scheitel  des  Kegelschnit- 
tes sind,  die  grösste  Sum  m e 
und  sind  einander  gleich, 
und  der  entsprechende 
Asymptotenwinkel,  welcher 
der  grösste  unter  allen  ist, 
bildet  mit  dem  ihm  zugeord- 
neten Acbsenpunktwinkel, 
welcher  gleich  Null  ist,  die 
kleinste  Summe. 

3)  Geben  wir  noch  einmal  zur  Figur  des  ersten  Beweises  der 
vorigen  Satte  (links)  zurück ;  doch  sei  jetzt  Mm  ein  Durchmesser, 
dessen  zugeordneter  den  Nebenwinkel  von  aax  hälftet,  so  ist  Jfa 
=  .1/0.  uod  ßfat  =tu«^=aa,  also 

Ma .  Ma  =fc  Ma  a .  Ma ,  =  M o .  Ma  zh  Ma .  aa  =  Ma(  Ma  dbaa) 

=  Ma*=J,dcB1. 

Wiederholt  man  diese  Betrachtung  in  Ansehung  der  übrigen 
drei,  von  «,  0,  gebildeten  Winkel,  so  erhält  man  ein  dem  Kegel- 
schnitte umschriebenes  Rechteck,,  dessen  Diagonalen  die  constante 
Grösse  2jWa  haben;  also  darf  man  schliessen: 

9.  Die  Scheitel  aller  rechten  Winkel,  welche  einer 
Ellipse  oder  Hyperbel  umschrieben  sind,  liegen  auf  dem 
Umfange  eines  mit  dem  Kegelschnitte  coocentrischen 
Kreises,  und  je  zwei  Sehnen  dieses  Kreises,  welche 
durch  die  Schenkel  dieser  rechten  Winkel  bestimmt 
werden,  haben  die  Länge  zweier  zugeordneten  Durch- 
messer der  Ellipse. 

Da  nun  zwei  involutoriscbe  Strahlbüschel  ungleichliegend  in- 
volutorisch- gleich  sind,  wenn  ihre  Hauptstrahlen  rechte  Winkel 
bilden,  und  da  zwei  iovolutorische  Gerade  involulorisch-gleich  sind, 
wenn  einer  ihrer  Huuptpunkte  unendlich  -  entfernt  ist,  so  folgt: 


10.  In  der  Ebene  einer  je- 
den Ellipse  oder  Hyperbel 
liegen  die  Mittelpunkte  al- 
ler ungleichliegend  involu- 
torisch-gleichen  Strablbü- 
schel,  welche  von  zugeord- 
neten harmonischen  Pola- 
ren gebildet  werden,  auf 
dem  Umfange  eines  mit  dem 
Kegelschnitte  concentri- 
schen  K reises,  dessen  Durch- 
messer die  Diagonale  des 
von  den  Achsen  gebildeten 
R echtecks  ist. 


10.  Die  Ellipse  besitzt  in 
ihrer  ganzen  Ebene  keine 
Gerade,  deren  zugeordnete 
harmonische  Pole  iuvolnto* 
risch-gleicbe  Gerade  bil- 
den; dagegen  hat  in  der 
Ebene  der  Hyperbel  jede  mit 
den  Asymptoten  parallele 
Gerade,  und  in  der  Ebene 
der  Parabel  jeder  Durch- 
messer diese  Eigenschaft  • 


275 

Bei  der  gleichseitigen  Hyperbel,  welche  rechtwinklige  Asvm- 
ptoten  hat,  schwindet  der  Kreis  (links)  in  den  Mittelpunkt  der 
Curve  zusammen,  und  bei  der  Parabel,  wie  aus  dem  Folgenden 
hervorgehen  wird,  artet  er  in  eine  Gerade  aus. 

4)  Wenn  es  einen  Punkt  /'gibt,  dessen  Strahlen,  als  zuge- 
ordnete harmonische  Polaren  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  eine 
Involution  der  rechten  Winke)  bilden,  so  muss  derselbe,  da  eine 
solche  Involution  gleichliegende  Gebilde  enthalt,  innerhalb  des 
Kegelschnittes  liegen;  und  er  muss  zu  einer  Achse  gehören,  weil 
sonst  eine  mit  der  Achse  parallele  Gerade  auf  der  ihr  zugeordneten 
harmonischen  Polare  nicht  senkrecht  stehen  könnte. 

a)  Man  denke  Vieh  von  dem  fraglichen  Punkte  F  nach  den 
Berührungspunkten  zweier  beliebigen  Tangenten  die  Straten  p,  q, 
nach  dem  Durchschnitte  beider  Tangenten  den  Strahl  a  und  aus- 
serdem die  dem  a  zugeordnete,  aut  ihm  senkrechte  harmonische 
Polare  «,  gezogen,  so  geht  die  Berührungssehne  dieser  Tangen- 
ten, als  harmonische  Polare  eines  auf  a  liegenden  Punktes,  durch 
den  auf  at  liegenden  harmonischen  Pol  von  «,  schneidet  also  die 
vier  Strahlen  a,  p.t  q  in  vier  harmonischen  Punkten,  und  da 
nun  diese  Strahlen  selber  harmonisch  sind  und  a  zu  a,  rechtwinklig 
ist,  so  hälften  die  Strahleu  «,  «r,  die  von  q  eingeschlos- 
senen Winkel  und  Nebenwinkel. 

b)  Ks  seien  sofort  A,  Ax  zwei  feste,  und  A%  eine  beliebige 
dritte  Tangente,  aus  F  seien  nach  ihren  Berührungspunkten  die 
Strahlen  r,  und  nach  den  Durchschnitten  von  A2  mit  A,  Ax 
die  Strahlen  a.  ax  gezogen,  so  ist 

SB.  «r/>  =  ®.  ar 
SB.  «r,?=SB.  *»,r;  also 

wo  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind,  je  nachdem  * 
r  zwischen  oder  nusserhulb  p.  q  liegt.    Es  ist  aber  SB.  pq  ~ 
®.  «*,  -hSB.  ap  dbSB.  atq  =  2  SB.  aax\  also  ist  SB.  aax  von 
unveränderlicher  Grösse. 

c)  Insbesondere  seien  jetzt  A%  Ax  die  Tangenten  in  den  Schei- 
teln einer  reellen  Achse,  welche  den  Punkt  /^enthalten  würde  — 
denn  auf  einer  idealen,  deren  sämmtliche  Punkte  ausserhalb  des 
Kegelschnittes  liegen,  kann  F  nicht  sein  —  so  ist  jetzt  der  so  eben 
mit  pq  bezeichnete  Winkel  =271,  also  der  Winkel  aat  für  eine 
beliebige  dritte  Tangente  At  =  R.  Beschreibt  man  also  über  dem 
von  At  ,4,  intereeptirten  Segmente  der  A9,  als  Durchmesser,  einen 
Kreis,  so  schneidet  er.  wo  möglich,  die  Achse  in  zwei  Punkten, 
deren  jeder  ein  solcher  Punkt  F  ist.  * 

In  der  That,  da  die  harmonische  Polare  des  Punktes  F  nach 
dem  unendlich  entfernten  Durchschnitte  von  Ay  A,  gehen  muss, 
welche  mit  At  ein  dem  Kegelschnitte  umschriebenes  Dreieck  bilden, 
bo  sind  die.  rechtwinkligen  Strahlen  welche  F  mit  den  bei- 

den anderen  Ecken  dieses  Dreiecks  verbinden,  zugeordnete  harmo- 
nische Polaren;  uud  du  bereits  die  Achse  und  der  in  /'auf  ihr» 
senkrechte  Strahl  ein  anderes  Paar  dieser  Art  bilden,  so  müssen 
(nach  f.  2,  c.)  alle  Paare  zugeordneter  harmonischer  Poloren, 
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welche  durch  diesen  so  bestimmten  Punkt  F  geben,  zu  einander 
rechtwinklig  sein. 

Sind  m,  tn,  die  Berührungspunkte  von  A%  At  und  a,  o,  ihre 
Durchschnitte  mit  A„  so  sind  die  Dreiecke  Fma  und  Fmlak  ahn- 
lieh,  also  Fm  :ma  =  m,a,  :  Fmt  und  Fm.  /Im,  =  ma.ma,,  aber 
tna.tna,  ist  constant  und  dem  Quadrate  der  halben  aoderen  Achse 
gleich,  als«»  findet  man  aneb  die  beiden  Punkte  F,  Ft.  wenn  man 
bei  der  Ellipse  die  eine  Achse  selber,  bei  der  Hyperbel  deren  Ver- 
längerungen so  theilt,  dass  jene  Bedingung  erfüllt  wird.  Zugleich 
folgt  hieraus,  dass  nur  die  grosse  Achse  der  Klltpse  solche  Punkte 
F,  F}  enthält. 

Kür  die  Parabel  findet  man  den  Punkt  F.  indem  man,  wenn 
'  A  die  vorhandene  Scbeiteltangente  ist,  in  a  auf  A*  eine  Senkrechte 
errichtet,  welche  die  Achse  in  F  schneidet.  Denn  die  dieser  Senk- 
rechten zugeordnete  harmonische  Polare  für  F  ist  mit  A%  parallel 
u.  s. 

</)  Noch  einfacher  und  direkt  überzeugt  man  sich  von  der 
Existenz  des  Punktes  F  mittels  des  ihm  zugeordneten  Achsenpunk- 

tes.  Denu  setzt  man  in  der  Relation  tng'a —  tng'a,  =  ^—  den  Win- 
kel  a  für  die  Ellipse  und  a,  für  die  Hyperbel  =  JÄ,  so  ist  bezüg- 
lich tang'a1=^lzi^l  und  tng'a  =  J-+äl,  und  für  die  Para- 

A  A 

bei  o  =  a,  =  j/f.  Also  ist  der  Punkt  F  allemal  auf  einer  reellen 
Achse  vorhanden,  welche  grösser  als  die  andere  ist;  und  man  er- 
hält hiermit  zugleich  eine  neue  Construction  von  Fy  welche  darauf 
hinausläuft,  an  den  Kegelschnitt  eine  Tangente  von  gegebener 
Richtung  zu  legen. 

Jeder  Punkt  in  derßbene  eines  Kegelschnittes,  des- 
sen sämmtliche  Paare  zugeordneter  harmonischer  Pola- 
ren zu  einander  rechtwinklig  sind,  heisst  ein  Brenn- 

runkt  des  Kegelschnittes,  jeder  Strahl  desselben  eine  Zug- 
in ie  und  jeder  Winkel,  dessen  Scheitel  er  ist  und  dessen  Schen- 
kel nach  den  Durchschnitten  zweier  Tangenten  A,  Al  mit  einer 
beliebigen  dritten  gehen,  der  zu  A,At  gehörige  Zugwinkel  die- 
ses Brennpunktes. 

11.  Ein  jeder  Kegelschnitt  hat  zwei  Brennpunkte, 
welche  bei  der  Ellipse  auf  der  grossen  Achse,  und  hei 
der  Hyperbel  auf  den  Verlängerungen  der  reellen  Achse 
liegen  und  dieselbe  in  je  zwei  Segmente  theilen,  deren 
Rechteck  dem  Quadrate  der  halben  kleinen  oder  idealen 
Achse  gleich  ist. 

12.  Gehen  von  einem  Brennpunkte  nach  den  Berüh- 
rungspunkten irgend  zweier  Tangenten  zwei  Strahlen, 
s*>  wird  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  durch 
den  nach  dem  Durchschnitte  der  Tangenten  gehenden 
Strahl  gebälftet. 

13.  Der  zu  zwei  festen  Tangenten  gehörige  Zugwin- 
kel ist  von  unveränderlicher  ftrösse  und  zwar  dem  hal- 
ben Winkel  gleich,  welchen  die  nach  den  Berührungs- 

*punkten  gehenden  Zuglinien  einschliessen. 

14.  Der  zu  zwei  Tangenten  gehörige  Zugwinkel, 
deren  Berührungssehne  eine  Zuglinie  ist  oder  deren 
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Durchschnitt  auf  der  harmonischen  Polare  des  Brenn- 
punktes I ieort ,  ist  ein  rechter. 

Geht  im  Falle  der  Parabel  die  veränderliche  Tangente  A%  in 
die  unendlich  entfernte  Tangente  über,  so  werden  die  Znglinien 
/o,  Fat  den  Tangenteo  At  Ax  parallel,  so  dass  2B.  aFat  dem 
Ton  A,  A,  gebildeten  und  zwar  von  der  Parabel  abgewendeten 
Winkel  gleich  wird: 

15.  Die  Durcbschnittspunkte  dreier  beliebiger  Tan« 
Kenten  einer  Parabel  liegen  auf  dem  Umfange  eine» 
Kreises,  welcher  durch  den  Brennpunkt  gebt. 

Ist  S  der  Durchschnitt  der  Tangenten  As  Ax  einer  Parabel, 
so  ist  kraft  des  vorigen  Satzes  auch  noch  2B.  aalF='3B.  aSF; 
variirt  man  also  die  Tangenten  A  und  A7,  so  folgt: 

16.  Die  Fusspunkte  aller  Zuglinien,  welche  mit  den 
verschiedenen  Tangenten  einer  Parabel  einerlei  Win- 
kel bilden,  liegen  auf  einer  und  derselben  Tangente, 
und  zwar  auf  der  Tangente  im  Scheitel,  wenn  dieser 
Winkel  ein  rechter  ist. 

Ks  sei  jetzt  m  der  Berührungspunkt  einer  beliebigen  Tungente 
eines  Kegelschnittes,  und  a,  b  seien  die  Durchschnitte  derselben  mit 
der  grossen  oder  reellen  Achse,  welche  die  heideil  Brennpunkte 
F,  Ft  enthält,  und  mit  der  Tangente  in  dem  einen  ihrer  Scheitel; 
man  ziehe  die  Zuglinien  Fm%  Fb%  Ftm,  Ftb;  so  ist  (nach  12) 
sowohl  2B.  m/*  =  3B.  aFb,  als  3ß.  roF,6  =  ®.  aF.b,  also  bat 
man  nach  einem  bekannten  Elementarsatze  die  Proportionen: 


folglich  ist  Fm:  Fa  =  Ftm:  Fta,  woraus  durch  Umkehrung  des 


bei,  und  sein  Nebenwinkel  bei  der  Kllipse  durch  die  Tangente  in 
m  gehalftet  wird. 

17.  Gehen  nach  einem  Punkte  auf  dem  Umfange  eines 
Kegelschnittes  von  beiden  Brennpunkten  desselben  zwei 
Znglinien,  so  wird  der  von  ihnen  eingeschlossene  Win- 
kel oder  Nebenwinkel  durch  die  Tangente  in  jenem 
Punkte  gehalftet. 

Sind  m.  n  die  Berührungspunkte  zweier  beliebigen  Tangenten 
eines  Kegelschnittes  und  r  ihr  Durchscbuitt.  und  zieht  man  die 
Zuglinien  Fm,  Fny  Ft,  Ftm,  /\n,  /\r,  und  sind  6,  0,  zwei  be- 
liebige Punkte  auf  den  Verlängerungen  von  TOi,  rn,  so  hat  man 
folgende  Winkelbeziehungen: 

mFx  =  tmF—  txF 
mf,r  =  smFj  —  txFt ;  also 

o)  für  die  Ellipse: 

mFr  -h  n\Fxx  =  {mF+  mFt)  —  («F-r-  4tF, ) 

und  eben  so 


nFx  -+-  nFt  t  =  (« ,  nF  •+-  6 ,  nFt )  —  (* ,  xF  -+-  6 ,  xFt ). 
Aber  nach  17.  ist 

,   <mF+  *mFt  =  2Ä  =  6,nF-r-  ö»  nF, , 


Fm :  Fa  =  bm :  ba;  F,m :  Fta  =  bm :  ba, 
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und"  zugleich  ist 

«rF-f-  «rF,  =  FrF,  +  2 .  «rF, 
«.rF-r-fl.rF,  =FrF, -f-2.«,rF, ;  also  bat  man 

mFr  mF,  r  =  2/?  —  ( /VF,  2 .  «r F), 
nFr  +  nf,  r  =  2/t  —  (FrF,  -r-  2 . 4 ,  rF, ). 

6)  Für  die  Hyperbel  ist 

mFr-  mF,r  =  («mF  —  «mF,)  —  («rF— «rF,), 
nFr  — nF,r  =  («,nF— «,nF,)  —  («,rF—  «,rF,); 

aber 

tmF=zimF„  ilnF=6l\\Fl  , 

und 

«rF—  «rF,  =  FrF,  —  2 .  «rF, 
«,rF— «,rF,  =  FrF,  —  2.6,rF(;  also  hat  man 

_U_  J  M  T»   t   I  J-  IL  -  -       J  l.  ■  I  _■ 

mFr  —  raF.r  =  FrF,  —  2 .  «rF. 
nFr  —  nF1r  =  FrF,  —  2.«,rF,. 

e)  Endlich  ist  (nach  12)  Air  die  Ellipse 

mFr  =  n/Y,  mF,r  =  nFJr; 
und  für  die  Hyperbel 

mFr  =  2/1  —  nFr,  mF.r  =  2Ä  — nF,r? 
also  zunächst  für  beide 

<rF=«,rF, 
nnd  deshalb  für  die  Ellipse 

mFr-f-  mF.r  =  {mFn  -f-  JmF,  n  — 2/t  —  mm, 
für  die  Hyperbel 

mFr  — mF,r  =  ^mFn  — JmF,n  =  mrn. 

18.  Die  Zuglinien,  welche  den  Durchschnitt  zweier 
Tangenten  mit  den  beiden  Brennpunkten  verbinden,  bil- 
den mit  diesen  Tangenten  gleiche  Winkel. 

19.  In  der  Ellipse  oder  Hyperbel  ist  bezüglich  die 
Summe  oder  Differenz  der  zu  zwei  fenten  Tangenten 
gehörigen  Z  u  ^  w  i  n  k  c  I  beider  Brennpunkte  dem  einen 
von  diesen  Tangenten  eingeschlossenen  Winkel  gleich. 

Ich  schliessc  diesen  §.  mit  der  Entwickelung  einiger  Eigen- 
schaften der  Brennpunkte,  von  denen  die  sogenannte  Geometrie  der 
Grösse  oft  die  übri^  n  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  überhaupt 
herleitet,  und  um  derentwillen,  wie  es  scheint,  Herr  I'oncelet  zur 
Theorie  der  doppelten  Berührung  seine  Zuflucht  nimmt. 

Eiue  beliebige  Tangente  berühre  einen  Kegelschnitt  in  q  und 
schneide  eine  Haupt- Scheiteltangente  in  a;  von  a  sei  auf  die  Zug« 
linie  Fq  oder  F,q  eiue  Senkrechte  am,  gefällt,  deren  Fusspunkt 
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mt>  und  es  sei  m  der  Scheitel  des  Kegelschnittes,  von  dem  gere- 
det wird:  so  ist  (nach  12) 

2B. mFa  =  SB. m &.mF=&.almlF,  aF=atF9 

»Jso 

/*m  =  /m,. 

20.  Zieht  man  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Tan- 
gente im  Scheitel  der  grossen  oder  reellen  Achse  einei 
Kegelschnittes  die  zweite  Tangente  an  denselben,  und 
fällt  auf  dieZuglinie,  welche  den  Beruhrun  gspu  nkt  der 
letzteren  mit  einem  Brennpunkte  verbindet,  von  jenem 
Punkte  eine  Senkrechte,  so  liegen  die  Fusspuokte  al- 
ler dieser  Senkrechten  auf  dem  Umfange  eines  Kreises, 
der  jenen  Brennpunkt  zum  Mittelpunkt  und  die  Entfer- 
nung desselben  von  jenem  Scheitel  zum  Halbmesser  hat, 
und  zwar  gibt  es  vier  solche,  paarweise  concentriscbe 
Kreise. 

Aebnlicbe  Sätze  gelten  unter  Modifikationen  von  den  beiden 
anderen  Scheiteltangenten,  ja  von  vier  beliebigen  festen  Tangenten. 

Es  werde  in  der  vorigen  Figur  die  Tangente  aq  von  der  har- 
monischen Polare  des  Breunpunktes  F  in  Z  geschnitten;  von  q,  <t 
seien  auf  dieselbe  Polare  die  Senkrechten  qy,  aa  gefällt,  deren 
Fusspuokte      a  sind,  und  Z  mit  F  verbunden,  so  verhält  sich 

q?:aa=Zq:  Za  =  Fo.:Fmi, 

indem  /*q  und  FZ  zugeordnete  harmonische  Polaren,  also  recht- 
winklig zu  einauder  sind;  und  da  nun  qy :  Fq  =  ü«  :  /\tl,,  aber 
aa  und  Fttlt  constant  sind,  so  ist  auch  das  Vcrbältniss  M'.Fq  für 
alle  Punkte  q  constant.  Bei  der  Parabel  ist  d«  =  /,m,  also  q?  = 
Fq,  und  im  allgemeinen  Falle,  wenn  n  der  Gcgenscbeitel  von  m, 
uud  wenn  f  der  zugeordnete  Achsenpunkt  von  F  ist,  hat  man: 

■ 

aa:  Fm  =  fm :  Fm  =  fn  :  Fn  =  fn  —  fm :  Fn  —  Fm  =  mn :  FF„ 

d.h.  dem  Verhällniss  der  grossen  oder  reellen  Achse  zur  Excen- 
tricität  gleich. 

2t.  Das  Vcrbältniss  der  Abstände  eines  beliebigen 
Punktes  auf  dem  Umfange  eines  Kegelschnittes  von  ei- 
nem seiner  Brennpunkte  und  von  der  harmonischen  Po- 
lare des  letzteren  ist  constant,  und  zwar  im  Falle  der 
Ellipse  unrd  Hyperbel  dem  der  Kxcentricität  zur  grossen 
oder  reellen  Achse,  und  im  Falle  der  Parabel  dem  der 
Einheit  gleich. 

Verlängert  man  die  mit  mn  Parallele  q?  über  q  hinaus,  bis  sie 
die  harmonische  Polare  des  zweiten  Brennpunktes  Ft  in  f ,  schnei- 
det, und  ist  f,  der  zugeordnete  Achsenpunkt  von  Flt  M  der  Mit- 
telpunkt des  Kegelschnittes,  so  ist  für  die  Ellipse 

W  H-  q?»  =  97i  =  ff«  =  ZW* 
und  für  die  Hyperbel 

W  —  qy,  =  qqx  =ff,  —  2iVf, 
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and  für  beide 

fq  :  ?q  =  f ,  0, :  qx  q  =  ff, :  mit, 
also  auch  für  die  erstere 

f q  -+-  f ,q :  ?q     y,q  = f q  -4-  f  ,q  :  2Af  f  =  ff, :  mn, 
und  für  die  letztere 

f q  —  f  ,q :  ?q  —  ?,q  =  fq  —  f  ,q :  1M\  =  ff, :  ran. 

Aber  es  ist  Mm}~MF.M\,  also  Mm:Mf=MF:  Mm  oder  mn:2i1/f 
=  ff,  :  mn.    Folglich  ist  bezüglich  f q  =*=  f ,  q  =  mn. 

22.  In  jeder  Ellipse  ist  die  Hamme  und  in  jeder  Hy- 
perbel ist  der  Unterschied  der  Abstände  der  beiden 
Brennpunkte  von  einem  beliebigen  Punkte  des  Umfan- 
ge g  bezüglich  der  grossen  oder  der  reellen  Achse  gleich 

Dieser  Satz  ergiebt  sich  übrigens  sehr  leicht  auch  aus  dem 
17ten  Satze. 

Verlängert  man  f  ,q  über  q  hinaus  und  fällt  von  f  auf  die 
Tangente  io  q  eine  Senkrechte,  welche  sie  in  a  und  die  f  ,q  in  f 
schneidet,  so  ist  SB.  F qa  =  5B.  fqa  (17),  also  fa  =  fa,  und  da  auch 
MF=JHFl,  so  ist  die  Gerade  Ma  parallel  f,f,  also  ff,  :  f M 
=  f,f:£fa=2:l,  und  da  f  ,f  =  f  ,q  ±fq  =  mu,  so  ist  Ma 
=?=  Mm. 

23.  Die  Fusspunkte  aller  Senkrechten,  welche  aus 
den  Brennpunkten  auf  die  Tangenten  einer  Ellipse  oder 
Hyperbel  gefällt  werden,  liegen  auf  dem  Umfange  eines 
Kreises,  dessen  Durchmesser  die  grosse  oder  reelle 
Achse  des  Kegelschnittes  ist. 

(Wird  fortgesetzt.) 

-  -  ,•    •  ,  >,;> 
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Ueber  die  Transformation  der  Figuren  in  an- 
dere derselben  Gattung.  . 

Von 

Herrn  Professor  C.  T.  Anger 

zu 


Die  Allgemeinste  Lösung  de*  Problems:  Figuren  in  andere  der- 
selben Gattung  zu  tränst ormiren ,  wird,  wie  es  scheint,  durch  die 
Perspective,  und  zwar,  wo  es  sieb  um  die  Transformation  körper- 
licher Gebilde  bandelt,  durch  die  Basrelief- Perspective  geboten, 
ja  wir  werden  uns  sogar  überzeugen,  dass  diese,  auf  gewisse 
Weise  specialisirt,  auch  geeignet  ist,  für  ebene  Figuren  eine  all- 
gemeine Transformation  darzubieten.  Wir  beginnen  mit  einer  hier- 
her gehörigen  Aufgabe,  welche  Newton  im  ersten  Buche  der  Prio- 
eipia,  Lemma  XXU,  vortragt,  von  der  sich  zeigen  läset,  dass  sie 
ein  besonderer  Fall  der  Perspective  ist.  Da  eine  genaue  Hinsicht 
in  das  Wesen  der  N<ew  tonseben  Methode  wünschenswert!)  ist,  so 
mug  eine  Debersetzuog  jener  Auflösung  der  folgenden  Betrachtung 
hier  vorungehetr. 

Figuren  in  andere  Figuren  derselben  Gattuog 

umzuwandeln. 

Es  sei  (Taf.  V.  Fig.  1.)  irgend  eine  Figur  /IG/  umzuwandeln. 
Man  ziehe  beliebig  die  beiden  parallelen  Geraden  AOt  BJL,  welche 

Xnd  eine  dritte,  ihrer  Lage  nach  gegebene  AB^  in  A  und  B 
leiden,  und  von  irgend  einem  Punkte  G  der  Figur  nach  der 
Geraden  AB  eine  Gerade  GD  parallel  mit  OA.  Ferner  ziehe 
man  von  einem  beliebigen  in  der  Linie  OA  gegebenen  Punkte  0 
nach  dem  Punkte  D  die  Gerade  OD,  welche  die  BL  in  d  trifft, 
und  vom  Durchschnittspunkte  die  Gerade  dg,  welche  einen  belie- 
bigen gegebenen  Winkel  mit  der  Geraden  BL  bildet,  und  zu  Od 
dasselbe  Verhältniss  hat,  wie  DG  zu  OD;  dann  wird  g  in  der 
neuen  Figur  hat  ein  Punkt  sein,  welcher  dem  Punkte  G  entspricht. 
Auf  dieselbe  Weise  werden  die  einzelnen  Punkte  der  ersten  Figur 
eben  so  viele  Punkte  der  neuen  Figur  geben.  Nimmt  man  daher 
an,  dass  der  Punkt  G  mit  stetiger  Bewegung  alle  Punkte  der  er- 
sten Figur  durchlaufe,  so  wird  der  Punkt  g  mit  ebenfalls  stetiger 
Bewegung  alle  Punkte  der  neuen  Figur  durchlaufen,  und  dieselbe 
beschreiben.  Der  Unterscheidung  wegen  heisse  DG  die  erste  und 
dg  die  neue  Ordinate;  AD  die  erste  und  ad  die  neue  Abscisse, 
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0  der  Pol,  OD  der  Schneidestrabi  (radius  abscindens),  OA  der 
erste  Ordinatenstrahl  and  Oa  (  durch  welche  das  Parallelogramm 
OAßa  vollendet  wird)  der  neue  Ordinaten*trahl. 

leb  behaupte  nun,  dass  wenn  den  Punkt  G  eine  ihrer  Lage 
nacb  gegebene  Gerade  trifft,  auch  der  Punkt  g  durch  eine  ihrer 
Lage  nach  gegebene  Gerade  getroffen  wird.  Wenn  der  Punkt  G 
durch  einen  Kegelschnitt  getroffen  wird,  so  findet  dasselbe  auch  im 
Punkte  g  Stntt.  Der  Kreis  wird  hier  den  Kegelschnitten  zugezählt. 
Wenn  ferner  den  Punkt  G  eine  Linie  der  dritten  Ordnung  trifft, 
so  ist  dasselbe  auch  im  Punkte  g  der  Fall,  und  eben  so  bei  den 
Linien  der  höhern  Ordnungen.  Die  beiden  Linien,  welche  die 
Punkte  G  und  g  treffen,  werden  immer  von  einer  und  derselben 
Ordnung  sein.  Wie  sich  nämlich  ad  zu  OA  verbfilt,  so  verhält 
sich  Od  zu  OD,  dg  zu  DG  und  AB  zu  AD-,  demnach  ist  AD 

gjeich  0A*diK  und  DG  gleich  •   Wenn  nun  den  Punkt  G 

eine  Gerade  trifft,  und  daher  in  irgend  einer  Gleichung,  welche 
die  Relation  zwischen  der  Abscisse  AD  und  der  Ordinate  DG  aus- 
drückt, jene  Unbestimmten  AD  und  DG  nur  bis  zu  e  i  n  e  r  Dimension 

aufsteigen,  so  wird,  indem  man  in  dieser  Gleichung  0A**B  fur 

AD  und  ®A  x.rfg  für  DG  schreibt,  eine  neue  Gleichung  entstehen, 
ad 

in  welcher  die  neue  Abscisse  ad  and  die  neue  Ordinate  dg  nur 
eine  Dimension  erreichen,  also  eine  Gleichung,  welche  eine  gerade 
Linie  ausdrückt.  Wenn  aber  AD  und  DG  (oder  eine  von  beiden) 
in  der  ersten  Gleichung  auf  die  zweite  Dimension  steigen,  so  wer* 
den  auch  ad  und  dg  in  der  neuen  Gleichung  dieselbe  Dimension 
erreichen.  Dasselbe  gilt  von  drei  und  mehrern  Dimensionen.  Die 
Unbestimmten  ad  nnd  dg  in  der  zweiten  Gleiehung,  und  AD  und 
DG  in  der  ersten,  erreichen  immer  dieselbe  Anzahl  von  Dimen- 
sionen, weshalb  auch  die  Linien,  welche  durch  die  Punkte  G  und 
g  gehen,  von  einer  und  derselben  Ordnung  sind. 

Ich  behaupte  ferner,  dass  wenn  irgend  eine  Gerade  die  krumme 
Linie  in  der  ersten  Figur  berührt,  diese  Gerade,  auf  dieselbe  Weise 
mit  der  krummen  Linie  in  die  neue  Figur  übertragen,  jene  krumme 
Linie  in  der  neuen  Figur  berühren  wird,  und  umgekehrt.  Wenn 
nämlich  zwei  Punkte  einer  krummen  Linie  sich  gegenseitig  nähern, 
und  in  der  ersten  Figur  mit  einander  zusammenfallen,  so  werden 
auch  dieselben  Punkte,  wenn  sie  übertragen  sind,  sich  einander 
nähern,  und  in  der  neuen  Figur  zusammenfallen ,  weshalb  denu 
auch  die  Geraden,  welche  diese  Punkte  verbinden,  zugleich  Tan- 
genten der  krummen  Linien  in  beiden  Figuren  sein  werden.  Ks 
Hessen  sich  für  diese  Behauptungen  auch  Beweise  mehr  nach  geo- 
metrischer Art  geben,  ich  will  mich  aber  kurz  ansdrücken. 

Wenn  also  eine  geradlinige  Figur  in  eine  andere  umzuwandeln 
ist,  so  reicht  es  hin,  die  Durchscbnittspunkte  der  Geraden,  durch 
welche  sie  gebildet  wird,  zu  übertrugen,  und  dieselbe  in  der  neuen 
Figur  durch  Gerade  zu  verbinden.  Wenn  aber  eine  krummlinige 
Figur  umgewandelt  werden  soll,  so  sind  die  Punkte,  Tangenten 
und  andere  gerade  Linien,  durch  welche  die  krumme  Linie  be- 
stimmt wird,  zu  übertragen.  Dieses  Lemma  dient  zur  Auflösung 
sehr  schwieriger  Aufgaben,  indem  man  dadurch  gegebene  Figuren 
in  einfachere  umwaudelt.    Denn  irgend  welche  zusammentreffende 
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Gerade  werden  in  parallele  Gerade  umgewandelt,  indem  man  fdr 
den  ersten  Ordinatenstrabl  eine  beliebige,  durch  den  Durchschnitts- 
punkt  der  beiden  Geraden  gehende  Gerade  annimmt:  und  zwar  des- 
halb, weil  jenes  Zusammentreffen  unter  dieser  Annahme  ins  Unend- 
liche fällt,  Linien  aber,  welche  nach  einem  unendlich  entfernten 
Punkte  ihre  Richtung  haben,  mit  einander  poruljel  sind.  Die  Auf. 
gäbe  wird  alsdann  in  der  neuen  Figur  gelöst,  wenn  man  durch 
die  umgekehrten  Operationen  diese  Figur  in  die  erste  umwandelt. 

Dieses  Lemma  ist  auch  nützlich  bei  der  Auflösung  körperlicher 
Aufgaben.  So  oft  nämlich  zwei  Kegelschnitte  vorkommen,  durch 
deren  Durchschnitt  die  Aufgabe  gelöst  werden  k  ann ,  so  lässt  sich 
eine  von  ihnen,  sie  sei  nun  Hyperbel  oder  Parabel,  in  eine  Ellipse, 
und  darauf  diese  Ellipse  leicht  in  einen  Kreis  umwandeln.  Ehen  so 
lassen  sich  eine  Gerade  und  ein  Kegelschnitt,  bei  Aufgaben  der 
ebenen  Geometrie,  in  eine  Gerade  und  einen  Kreis  umwandeln. 


Diese  Methode  Newton's  für  die  Dmwandelung  von  Figuren 
in  andere  derselben  Gattung  ist  eine  Anwendung  der  gewöhnlichen 
Perspective.  Denkt  man  sich  nämlich  die  ebene  Figur  HGJ  um 
AI  als  Achse  gedreht,  so  dass  ihre  Ebene  mit  der  des  Papiers 
einen  gewissen  Winkel  bildet,  so  kommt  auch  BH  aus  der  Ebene 
des  Papiers  heraus  und  tritt  in  den  Raum  ein.  Nimmt  man  nun 
die  Ebene,  in  welcher  AI  und  Bit  alsdann  liegen,  als  Bildfläche 
fProjectiooscbene),  den  Punkt  O  ober  als  das  Auge  an,  so  ist  klar, 
dass,  da  die  Geraden  Bf  und  Ba  mit  dem  Punkte  O  in  einer 
Ebene  liegen,  die  perspectivischeo  Projectionen  aller  Punkte,  der 
Geraden  Bl  in  die  Linie  Ba  fallen  müssen,  also  z.  B.  d  die  per. 
spectivische  Projeetion  von  D  ist.  Es  sind  aber  alle  Geraden  wie 
i!Dy  welche  mit  Ba  parallel  in  der  Ebene  des  Papiers  liegen,  nach 
erfolgter  Drehung,  noch  parallel  mit  der  als  Bildfläche  angenom- 
menen Ebene,  und  müssen  daher  in  der  perspectivischen  Projcction 
ebenfalls  als  parallele  Gerade  erscheinen,  auch  muss  wegen  Aebn- 
liclikcit  der  Dreiecke  sich  DG  zu  ihrer  perspectivischen  Projeetion 
wie  DO  zu  dO  verhalten.  Der  Winkel,  welchen  die  perspectiv^ 
sehe  Projeetion  von  GD  mit  da  bildet,  ist  endlich  offenbar  gleich 
dem  constanten  Winkel,  um  welchen  GD  gedreht  wurde,  nämlich 
gleich  dem  Winkel,  welchen  das  GD  in  der  Ebene  des  Papiers 
und  das  GD  im  Räume  mit  einander  bilden.  Denkt  man  sich  nun 
die  Bildfläche  um  Ba  gedreht,  bis  sie  in  die  Ebene  des  Papiers 
fällt,  so  erhält  man  die  New  ton 'sehe  Figur,  mittelst  welcher  die 
im  Räume  anzustellenden  Operationen  in  der  Ebene  ausgeführt  wer- 
den. —  Was  die  Eigenschaften  eines  perspectivischen  Bildes  in 
Beziehung  auf  die  projicirte  Figur  betrifft,  so  lassen  sich  diese  im 
Allgemeinen  am  einfachsten  erkennen,  wenn  man  die  geometrische 
Operation  analytisch  auffasst.  Bezeichnet  man  nämlich  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  zu  projicirenden  Punktes  durch  jc,  y 
und  *,  die  des  Auges  durch  X,  Y,  Z,  und  nimmt  man,  der  Ein- 
fachheit wegen,  die  Bildfläche  der  Coordinaten -Ebene  der  jcs  pa- 
rallel nn,  so  dass  ihre  Gleichung  y=  et  wird,  durch  welche  An- 
nahme die  mathematische  Allgemeinheit  nicht  beeinträchtigt  wird, 
so  erhält  man,  wenn  a?,  y*,  *'  die  Coordinaten  des  perspectivischen 
Bildes  bedeuten: 


I 


(c-  Y)x  +  Xy-aX 

 7=*  ' 

^,_(a-Y)x+  Zy-aZ 

*  —  v=y  > 

welche  Ausdrücke  in  Beziehung  auf  ar,  y  und  2  nur  von  der  ersten 
Dimension  siod.  Daraus  gebt  aber  hervor,  dass  die  Projeclion  einer 
Curve  von  keinem  höheren  Grade  als  diese  selbst  sein  kann,  auch 
ergiebt  sich  aus  diesen  Ausdrücken,  dass,  wenn  irgend  eine  Gerade 
die  zu  projicirende  Curve  berührt,  auch  in  der  Projection  eine  Be- 
rührung Statt  findet  u.  s.  w. 

Cbasles  sagt  von  der  obigen  Methode  Newton's  in  seiner 
Geschichte  der  Geometrie  unter  dem  Artikel  Newton:*)  „Dieser 
ausgezeichnete  Geometer  gab  eine  sehr  einfache  eeometrisebe  Con- 
struetion  und  einen  eben  so  einfachen  analytischen  Ausdruck  für 
die  transformirten  Figuren*  ohne  jedoch  den  Weg  erkennen  zu 
lassen ,  auf  welchem  er  zu  dieser  Transformationsart  der  Figuren 
gekommen  war,  und  in  diesem  Umstände  liegt  vielleicht  auch  der 
Grund,  weshalb  sie  seit  jener  Zeit  wenig  bearbeitet  ist;  denn  der 
Geist  hat  immer  einige  Bedenklichkeit  und  einigen  Widerwillen 
gegen  das,  was  zwar  die  augenscheinliche  Gcwissneit  für  sich  hat, 
wobei  man  aber  Nichts  Gndet,  wodurch  das  eigentliche  Verhältnis« 
der  Sache  erklärt  und  dargetban  wird.    Wir  haben  uns  sorgfaltig 
bemüht,  diese  Methode  mit  der  des  De  La  Bire  zu  vergleichen, 
um  die  Unterschiede  aufzusuchen,  welche  sie  characterisiren  und 
vielleicht  der  einen  vor  der  andern  einen  Vorzug  geben  könnten, 
indem  wir  dadurch  den  Faden  aufzußnden  hofften,  an  welchem  New. 
ton  geleitet  wurde;  und  wir  haben  dabei  erkannt,  dass  seine  Fi- 
guren keine  andern  als  die  des  De  La  Bire  waren,  nur  in  einer 
andern  gegenseitigen  Lage,  und  dass  man  sie  auch  durch  die  Per* 
spective  erTangen  kann,  wenn  man  sie  hernach  in  eine  und  dieselbe 
Ebene  legt,  nur  in  anderer  Weise,  als  es  De  La  Bire  getban  hat. 
Diese  Art  ist  es  wahrscheinlich,  auf  welche  Newton  seine  Methode 
erdacht  bat."   Cbasles  deutet  darauf  in  Note  XIX.  die  Ableitung 
an.    Wenn  der  berühmte  Geometer  iu  dem  Umstände,  dass  New- 
ton für  seine  Transformation  der  Figuren  keinen  Beweis  gegebe u 
hat,  den  Grund  zu  Gnden  glaubt,  weshalb  sie  wenig  bearbeitet  wor- 
den sei,  so  erregt  dies  Befremden.  Wie  viele  mathematische  Wahr* 
heiten  sind  und  werden  nicht  noch  heute  bloss  als  Sätze  hinge- 
stellt, deren  Beweis  dem  Leser  überlassen  bleibt!  —  Nicht  Wider- 
wille gegen  solche  Sätze  stellt  sich  ein,  sondern  diese  Form  der 
Mittheilung  ist  für  den  Leser  gerade  anregend,  indem  er  genötbigt 
wird,  in  das  Wesen  der  Sache  selbstständig  einzudringen.  Ungleich 
wahrscheinlicher  ist  wohl  der  Grund  einer  Nichtbeachtung  der 
Newton' sehen  Transformation  der,  dass  diejenigen  Mathematiker, 
welche  sich  mit  solchen  geometrischen  Betrachtungen  beschäftigten, 
in  jenem,  der  mathematischen  Physik  gewidmeten  Werke  des  un- 
sterblichen Newton  dergleichen  nicht  suchten. 

Was  die  Methode  des  De  La  Bire  für  die  Transformation  der 
Figuren  betrifft,  so  werde  ich  zeigen,  dass  sie  als  ein  ganz  spe- 

•)  Sohncke's  Uebersetsung  S.  152. 
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cieller  Fall  der  Basrelief-Perspective  zu  betrachten  ist,  welche  letz- 
tere in'  der  That  die  allgemeinste  Quelle  verschiedener  in  der  neuem 
Geometrie  gebräuchlichen  Metboden  zu  sein  scheint    Da  die  ge- 
wöhnliche Perspective,  welche  in  diesem  Theile  der  Geometrie  mit 
so  glücklichem  Erfolge  angewandt  wird,  nur  ein  besonderer  Theil 
oder  vielmehr  ein  specieller  Fall  der  Basrelief- Perspective  ist,  so 
geht  schon  daraus  die  grosse  Allgemeinheit  dieser  hervor.  Ich  habe 
im  Jahre  1834  eine  kleine  Schrift  unter  dem  Titel:  ,,  Analytische 
Darstellung  der  Basrelief*Perspectire"  herausgegeben,  in 
welcher  ich  die  von  Breysig  in  seinem  ,, Versuch  einer  Er- 
läuterung der  Reliefs  perspective,  Magdeburg  bei  Keil 
1798"  zur  Construction  der  Basreliefs  gegebenen  Regeln  in  die 
analytische  Sprache  übertragen  und  darauf  fernere  Untersuchungen 
gegründet  habe.  Dieses  Werk  von  Breysig  war  mir  längst  bekannt, 
als  icb  Herru  Poncelet's  „Traite*  des  prop riete* s  projectives 
des  figures,  Paris  1822'*  kennen  lernte.  Ich  überzeugte  mich 
bald,  dass  die  Methode  zur  Construction  der  Basreliefs,  welche  der 
berühmte  Verfasser  in  dem  Supplement  jenes  classiseben  Werkes  mit- 
theilt, mit  den  von  Breysig  gegebenen  Vorschriften,  wenn  gleich 
nur  im  Wesentlichen,  vollkommen  übereinstimmt,  während,  die 
Darstellung,  wie  sich  erwarten  lässt,  verschieden  ist.    leb  nahm 
darauf  Gelegenheit,  Herrn  Professor  CG.  J.  Jacob i  die  Mitthei- 
lung zu  machen,  dass  die  Methode  des  Herrn  Poncet  et  schon 
früher  von  Breysig  erfunden  sei,  und  derselbe  batte  die  grosse 
Güte,  bei  seiner  ersten  Anwesenheit  in  Paris,  1829,  Herrn  Pon- 
cet et  davon  mündlich  in  Kenntniss  zu  setzen,  welcher  letztere 
denn  auch  im  Jahre  1832  die  Priorität  der  Erfindung  Breysig'e 
öffentlich  anerkannte,  indem  er  in  seiner  Abhandlung:  „Analyse 
des  transversales",  welche  im  Cre Neschen  Journal,  Band  VIII, 
enthalten  ist,  S.  397  sich  wörtlich  wie  folgt  darüber  ausspricht: 
„Je  profiterai  en  meine  tems  de  cette  occasion,  ponr  prlvenir  qu'en 
rldigeant  la  matiere  des  No.  584  et  suivans  du  suppUment  du 
m£me  ouvrage,  concernant  la  perspective  des  bas -reliefs,  j'igno- 
rait  comple*tement  qu'il  existät  en  Allemagne,  sur  cet  objet,  un 
e*crit  rres  bien  fait  ayant  pour  titre:  Essai  d'uue  tbe*orie  de 
la  perspective  des  reliefs,  disposde  de  maniere  ä  servir 
en,  rngme  tems  aux  peintres,  par  J.  A.  Breysig,  professeur 
des  beaux  arts  a  Pecole  royale  et  provinciale  de  Magdeburg,  im- 
prime*  dons  cette  meme  ville,  cbez  Georg  Christian  Keil  (annle  1798)." 

„Ce  petit  ouvrage  qui  meriterait  d'dtre  traduit  dans  notre 
langue,  forme  un  vol.  in  8vo  de  134  pages,  accompagnl  de 
11  planches,  et  qui  contient,  sur  le  trace*  des  bas- reliefs,  des  pr£- 
ceptes  qui,  pour  le  fond,  se  trouvent  d'aecord  avec  ceux  que  j'ai 
moi  meme  Itablis  ä  l'endroit  cite\  Je  dois  la  connaissance  de  ce 
livre  a  Tamitie*  du  celebre  Docteur  Jacob i  de  Koenigsberg,  qui, 
lors  de  son  voynge  en  France  dans  l'unn£e  1829,  m'en  toueba 
quelques  mots,  et  naigna  m'en  adresser  un  exemplaire  au  commen- 
cement  de  l'annee  suivante,  ce  dont  je  le  prie  de  vouloir  bien 
agreer  ici  l'expression  de  ma  vive  et  sincere  reconnoissance." 

Mit  dieser  Erklärung  steht  eine,  nngefäbr  11  Jahre  spätere 
Erklärung  des  berühmten  französischen  Geometers,  welche  sich  im 
Compte  rendu  des  seances  de  l'academie  des  sciences,  vom  8.  Mai 
1843,  S.  952  befindet,  im  Widerspruche;  sie  lautet  wörtlich  so: 
„Voyez  les  endroits  deja  citea  du  Supplement  du  Tratte  des 
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propriltls  projektives,  notamment  ceux  qui  concernentla  per- 
spective ou  projection  centrale  des  reliefs,  que  nous  ovons 
gdneValement  nommee  homologie  des  figures.  Je  saisirai  cette 
occasion  pour  präsenter,  au  sujet  de  la  the'orie  de  la  perspective 
des  reliefs  doonee  dans  ce  meme  endroit,  une  remnrque  concernant 
la  preiendue  conformite*  qui  ex  Uterai  t  eotre  cette  the'orie  et  Ies  m£- 
tbodes  pratiques  exposees  daos  la  Perspective  des  reliefs  pu- 
blice ä  Magdebourg,  en  1798,  par  J.  A.  Breysig,  cooforraite'  que  je 
ne  suis  trop  einpresse*  de  reconnuitre  dans  uae  Note  inserce  a  la 
page  397  du  Tome  VIII  du  Journal  mathe*matique  de  M.  Crelle 
(1832).  Une  traduction  exacte  de  cet  ouvroge  diftus,  entreprise  a 
ma  reconioiandution,  pnr  51.  Polke,  sous  la  direction  de  M.  Bardin, 
ancien  professeur  aux  Lcoles  d'nrtillerie,  a  convaincu  cet  estimable 
prqfesseur  que  l'analogie  des  m&hodes  n'exigte  absolument  que 
daos  le  titre.  J'ai  d'autant  plus  de  regret  d'avoir  coromis  a  mon 
prejudice  cette  erreur,  quelle  a  iti  depuis  reproduit  dans  1' Apergu 
historiquc  sur  l'origine  des  mlthodes  en  Glomlfrie,  pu- 
blik par  M.  Chasles,  lequel,  je  dois  le  reconoaitre,  se  trouvait,  moine 
que  moi,  a  m&me  d'en  constater  Pexistence." 

Wir  können  nur  bedauern,  dass  die  Herren  Polke  und  Bardin 
nicbt  tief  genug  in  die  beiden  Methoden  von  Breysig  und  Poo- 
celet  eingedrungen  sind,  um  sich  zu  überzeugen,  dass  dieselben 
in  der  That  identisch  sind.  Die  analytische  Auffassung  der  Brey- 
sigschen  Construction  lässt  dies  leicht  genug  erkennen.  Herr 
Poncet  et  hat  sich  nicbt  im  Irrthume  befunden,  als  er  im  Jabre 
1832  die  (jebereinstimmung  beider  Methoden  auerkannte.  —  Da 
meine  im  Jahre  1834  erschienene  analytische  Darstellung  nur  in 
einer  kleinen  Auflage  vorhanden  war,  und  wahrscheinlich  kein 
grosses  Publicum  gefunden  bat,  so  erlaube  ich  mir  eine  Stelle  dar- 
aus  hier  mitzutbeueo. 

Der  Raum,  in  welchem  das  Bild  (das  Basrelief)  dargestellt  wer- 
den soll,  ist  zwar  nach  drei  Dimensionen  ausgedehnt,  jedoch  nach 
einer  hin  beschränkt;  wir  wollen  ihn  daher  ansehen,  als  zwischen 
zwei  parallelen  unbegrenzten  Ebenen  enthalten.  Ferner  wird  an- 
genommen, dass  man  das  Relief  für  einen  bestimmten  Gesichts- 
punkt, dessen  rechtwinklige  Coordinaten  X,  y,  Z  sein  mögen, 
construiren  will.  Diejeuige  von  jenen  beiden  parallelen  Ebenen, 
welche  dem  Auge  am  nächsten  liegt,  wollen  wir  die  Bildfläcbe, 
die  andere,  aus  einem  sich  später  ergebenden  Grunde,  die  Ver- 
sen wiudu  ngsfläche  nennen;  der  Kürze  wegen  seien  diese  Ebe- 
nen einer  Coordinaten -Ebeoe  parallel. 

Alle  in  der  Bildfläcbe  befindliche  abzubildende  Punkte  erleiden 
durch  die  Projection  keine  ürtsveränderung,  indem  hier  Gegenstand 
uud  Bild  zusammenfallen. 

Der  Kaum  in  welchem  das  Basrelief  dargestellt  werden  soll, 
ist  durch  die  Bildfläche  und  die  Verschwindungsfläclie  begrenzt, 
demnach  werden  alle  in  uuendlicber  Entfernung  von  der  Bildfläcbe 
befindliche  Punkte  in  der  Verschwindungsfläclie  abzubilden  sein; 
die  Bilder  aller  endlich  entfernten  Punkte  fallen  in  den  zwischen 
jenen  beiden  Ebenen  enthaltenen  Raum. 

Das  baarelief-perspectivische  Bild  liegt  in  der  geraden  Linie, 
welche  das  Auge  mit  dem  abzubildenden  Punkte  verbindet. 

Bezeichnet  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  zu  proji- 
cirenden  Punktes  durch  or,  y,  a,  seiner  basrelief -  perspectivischen 
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Projektion  durch  jr/,  e/,  a\  und  nimmt  man  die  Bildfläche  und  die 

Verschwindungsfläche  der  Coordinateo- Ebene  der  xx  parallel  an, 
so  hat  man,  wenn  y=a,  y  —  ß  respective  die  Gleichungen  jener 
Flachen  sind,  für  die  Coordinaten  des  gesuchten»  Basreliefs  fol- 
ge u de  Ausdrücke: 

■ 

,_0*-  Y)x  +  Xy  —  aX 

,        (ß  —  Y)x  +  Zy  —  aZ 

~       ß-a-Y+y  ' 

f 

und  umgekehrt: 

 (ß-a)*-Xy'+aX 

 (ß-a-X)y-  +  aY 

—  /J-y- 
Setat  man  a  unendlich  gross,  so  ergiebt  sich: 

*'=*-, 

d.  h.  das  basrelief- perspektivische  Bild  hört  in  diesem  Falle  auf,  ein 
solches  zu  sein,  und  wird  mit  dem  abzubildenden  Gegenstande 
identisch. 

Aus  jenen  Gleichungen  habe  ich  in  der  angeführten  Schrift 
nnter  andern  folgende  Satze  abgeleitet: 

„Die  basrelief- perspectivi  sehe  n  Bilder  aller  paral- 
lelen Linien  treffen  in  der  Verschwindnngsfläche  in 
einem  Punkte  zusammen,  und  zwar  da.  wo  eine  ans  dem 
Auge  mit  jener  Linie  parallel  gezogene  die  Verschwin- 
dungsfläche  trifft." 

„Ein  jedes  System  von  geraden  Linien  im  Räume, 
welche  einen  gemeinschaftlichen  Durchschnittspnnkt 
haben,  kann  als  die  basrelief-perspectivische  Projek- 
tion eben  so  vieler  unter  einander  paralleler  Linien 
betrachtet  werden.4* 

„Die  Form  der  Gleichung  lässt  ohne  Weiteres  erkennen:  dass 
die  basrelief-perspectivische  Protection  einer  Ebene 
wieder  eine  Ebene  ist,  und  überhaupt,  dass  die  basre- 
lief-perspectivische Projection  einer  Oberfläche  der 
»teo  Ordnung  eine  Oberfläche  derselben  Ordnung  ist, 
und  dass,  wenn  zwei  Linien  oder  Oberflächen  einander 
berühren,  auch  ihre  basrelief-perspectivische  Pro- 
jectionen  einander  berühren  müssen." 

„Die  Projectionen  aller  parallelen  Ebenen  haben  in 
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der  Verschwind ongifläch e  eine  gemeinschaftliche  Durch- 
schnittslinie." 

„Kin  jedes  System  von  Ebenen,  welche  eine  gemein- 
schaftliche Durchschnittslinie  haben,  kann  als  die  bas- 
relief •  perspectivische  Protection  eben  so  vieler  unter 
einander  parullelen  Ebenen  betrachtet  werden." 

„Die  Kugel  ist  fiTr  das  Basrelief  dasselbe,,  was  der 
Kreis  für  das  gewöhnliche  perspectivische  Bild  auf  einer 
Ebene  ist.  So  wie  nämlich  die  perspectivische  Projec- 
tion  eines  Kreise*  im  Allgemeinen  eine  Linie  der  zwei- 
ten Ordnung  ist,  so  ist  die  busrelie f- perspectivische  Pro- 
jection  einer  Kugel  eine  Oberfläche  der  zweiten  Ord- 
nung u.  s.  w.  » 

Von  diesem  letzten  Satze  habe  ich  sowohl  in  der  angeführten, 
als  in  einer  spätem,  im  Jahre  1836  erschienenen  Schritt,  welche 
den  Titel:  „Beiträge  zur  analytischen  Basrelief  - Perspec- 
tive" führt,  auf  die  Oberflächen  der  zweiten  Ordnung  verschiedene 
Anwendungen  gemacht. 

Was  die  geometrische  Construction  des  Basreliefs  betrifft,  aus 
welcher  jene  analytischen  Ausdrücke  abgeleitet  sind,  so  ist  sie  in 
der  Form  vorgetragen,  dass  der  Künstler,  welcher  ein  solches  Werk 
auszuführen  beabsichtigen  sollte,  dazu  vollständige  Anleitung  er- 
hält, nämlich  nach  der  in  der  beschreibenden  Geometrie  (mittelst 
des  sogenannten  Grund-  und  Aufrisses)  üblichen  .Methode.  Sie 
wird  aus  dem  Folgenden  deutlich  hervorgehen: 

Es  sei  (Taf.  V.  Fig.  2.)  im  Grundrisse  A  der  zu  projictrende 
Punkt,  O  das  Auge,  im  Aufrisse  A'  und  (f\  TQ  der  Grundriss 
der  Bildfläcbe,  TP  deren  Aufriss  und  US  und  VR  seien  dasselbe 
für  die  Verschwindungsfläche. 

Um  den  Grundriss  des  gesuchten  basrelief-perspectivischen  Bil- 
des zu  linden,  ziehe  man  OA,  in  welcher  er  liegen  muss,  alsdann 
AB  beliebig,  OC  mit  ihr  parallel,  und  BCt  so  ist  der  Punkt  a, 
in  welchem  AO  und  BC  einander  schneiden,  der  gesuchte  Grund- 
riss. J?ür  den  Aufriss  könnte  man  den  Punkt  a',  wie  die  Figur 
zeigt,  auf  dieselbe  Weise  bestimmendes  ist  aber  einfacher,  ihn  aus 
dem  Grundrisse  auf  die  in  der  beschreibenden  Geometrie  gewöhn- 
liche Weise  zu  übertragen,  da  man  weiss,  dass  er  in  der  Linie  A'if 
vorkommen  muss.  Für  die  Praxis  ist  es  einfacher  AB  senkrecht 
auf  TQ  zu  ziehen. 

Nach  dieser  Abschweifung  kommen  wir  auf  die  Metbode  für  die 
Erzeugung  der  Kegelschnitte  in  der  Ebene  durch  den  Kreis  zurück, 
welche  De  La  Hire  in  seiner  Schrift:  „Nouvelles  methode  en 
Ge'omltrie,  pour  les  sections  des  superficies  coniques  et 
cy lindriques,  1673,"  und  zwar  im  zweiten  Theile,  welcher  den 
Titel  führt:  „Planiconiques",  angegeben  hat.  Ks  iat  mir  nicht 
gelungen,  dieses  Werk  hier  am  Orte  aufzutreiben,  obgleich  du« 
grössere  desselben  Verfassers,  die  Sectiooes  conicae,  1685,  in 
zwei  Exemplaren  hier  vorhanden  ist;  ich  beziehe  mich  daher  auf 
die  betreffenden  Mittheilungen  von  Chasles  in  seiner  Geschichte 
der  neuern  Geometrie. 

Man  denke  sich  in  einer  Ebene  (Taf.  V.  Fig.  3.}  zwei  parallele 
Gerade  BS,  PQ  und  einen  Punkt  0.    Durch  einen  beliebigen 


Punkt  a  einer  gegebenen  zu  traosformirenden  Curve  ziehe  man  die 
Gerade  Oa  und  eine  beliebige  Gerade  ßCt  welche  die  PQ  in  S 
and  die  HS  in  C  schneidet.  Darauf  ziehe  mau  CO  und  durch  ß 
mit  dieser  eine  Parallele,  welche  die  Oa  in  A  schneidet,  so  ist  A 
der  Punkt,  welcher  durch  den  Punkt  a  gebildet  wird,  d.h.  der, 
dem  Punkte  a  in  der  ersten  Curve  entsprechende  der  neuen.  Die 
Curven  selbst  in  der  Figur  zu  ziehen,  schien  überflüssig.  De  La 
Hire  nennt  die  Gerade  HS  die  Directrix  und  PQ  die  Formatrix. 

Um  die  Uebereinstimmung  dieser  Construction  mit  einem  ganz 
speciellen  Falle  der  Basrelief-Perspective  einzusehen,  überlege  man, 
dass  wenn  ein  Kreis  basrelief-perspectiviscb  gezeichnet  werden  soll, 
dessen  Ebene  durch  das  Auge  geht,  die  basrelief-perspectivische 
Projection  desselben  auch  in  diesem  Falle  ein  Kegelschnitt  werden 
müsse.  Die  Geraden,  in  welchen  jene  verlängerte  Ebene  des  Krei- 
ses die  beiden  Ebenen,  welche  wir  Bildfläche  und  Verschwindungs- 
fläche  nennen,  schneidet,  sind  keine  andern ,  als  die  Directrix  HS 
und  die  Formatrix  PQy  während  bei  De  ^a  Bire  das  Basrelief  a 
als  gegeben,  und  der  zu  projicirende  Punkt  A  als  der  zu  suchende 
Punkt  erscheint,  wodurch  im  Wesentlichen  nichts  geändert  wird. 

Die  analytischen  Ausdrücke,  welche  ich  in  meiner  Schrift: 
,. Heitrage  zur  analytischen  Basre  lief  perspective.  1836" 
für  die  Aufgabe:  diejenige  Kugel  zu  finden,  von  welcher 
eine  gegeoene  Oberfläche  der  zweiten  Ordnung  die  bas- 
relief-perspectivische Projection  ist,  führen  unmittel- 
bar zur  Auflösung  der  Aufgabe:  denjenigen  Kreis  zu 
finden,  von  welchem  eine  gegebene  Linie  der  zweiten 
Ordnung  die  basrelief-perspectivische  Projection  ist, 
indem  man  nur  dort  eine  Coordinate,  das  *,  gleich  Null  zu  setzen 
hat.  Setzt  man  nämlich  das  Auge  in  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten,  und  zieht  mit  der  Axe  der  x  zwei  parallele  Gerade,  von 
denen  die  eine  um  a  von  jener  Axe  entfernt  ist,  und  welche 
von  einander  um  h  abstehen,  und  ist  die  Gleichung  des  gesuchten 
Kreises 

•  ■  ■ 

so  handelt  es  sich  nur  um  eine  solche  Bestimmung  der  Grössen  «r, 
6,  a,  ß  und  r,  dass  die  gegebene  Linie  der  zweiten  Ordnung  als 
basrelief-perspectivische  Projection  jenes  Kreises  erscheine. 
Wenn  nun  erstens  eine  Ellipse  durch  die  Gleichung: 

&7a:%-t-g*y*=g*** 

gegeben  ißt,  wo  g  die  halbe  grosse  und  k  die  halbe  kleine  Axe 
bedeuten,  so  findet  sich  (Taf.  V.  Fig.  ,4.)  öz=k=  UT\  a  = 

=  OT,  «=0;  ß=  <£+«£=£>=  OM,  r=fl/^p 

=  MA. 

Ist  zweitens  eine  Hyperbel  durch  die  Gleichung: 

gegeben,  so  findet  sich  (Taf.  V.  Fig.  5.)  0=*=  UT\  a=z^^L^ 
Tkdl  iv.  19 
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=  OT;  «  =  0;  ß  =  -»+SL  =  OM;  r=^**+*'  = 

wo  dat  negative  Zeichen  von  ß  leicht  seine  Erklärung  findet. 

Ist  endlich  drittens  die  gegebene  Linie  eine  Parabel«  deren 
Gleichung 

so  kann  (Taf.  V.  Fig.  6.)  £  =  VT  willkührlich  angenommen  wer- 
den, nnd  man  erhält  a  =  —  p  =  OT\  a  =  0;  /*  =  —  i.=  0Jf; 

Man  sieht  deranoch,  wie  die  Erzeugung  der  Kegelschnitte  in 

Kreises,  als  eine  spezielle  Aufgabe  der 


der  Rhene,  mittelst  eines 
Basrelief- Perspective  hervorgeht 

Bei  dem  grossen  Reichthum  der  neuem  Geometrie  scheint  es 
nicht  überflüssig,  verwandte  Methoden  unter  einen  Gesichtspunkt  so 
bringen,  welcher  einen  möglichst  grossen  Ueberhlick  gewährt 
Möchte  dieser  Aufsats  als  ein,  wenn  auch  nur  kleiner,  Beitrag  zu 
jener  Aufgabe  betrachtet  werden  dürfen! 


0  XXXII. 

I 

In  integrationem  aequationis  Derivatarum  par- 
tialium  superficiei,  cujus  in  puncto  unoquoque 
principales  ambo  radii  curvedinis  aequales 
sunt  signoque  contrario. 

Dr.  E.  G.  Björling, 

— — 

ad  Acad.  Upsaliens.  Docens 


P  r  o  o  e  m  1 


lneunte  vis  anno  1842  praecedente  opnseulum  quoddam  ,,Cal- 
cnli  Variationnm  Integralium  duplicium  exercitationes" 
intitulatum  typia  Upsaliensihus  exscribendum  curaveram,  in  quo  pro- 
positum  (inter  alia)  mihi  fuerat  aequationem  (furmae  fioitae)  su- 


secum  fert  functiooea  determinari  unqnam  I leeret.  Scilicet,  ut  con- 
stat,  Integrale  nequationis  derivutarum  partialium  superficiei  illiua  — 
•  Cel.  Monge  primo  (et  quidem  duobus  modis)  *)  nec  non  a  Cel. 
Legendre**)  loventam  —  arbitraria*  contsnet  duaa  funetiones  «In- 
gularno  auaatilatum  (ai  via)  iodetenninataruu ,  quas  determinatis 
(dum  fieri  polest)  formis  fuoctionum  eliminari  ex  syatemate  trium 
Integralia  aequationum  oportebit,  quo  optata  proveniat  relatio  coor- 
dinatarum  xy  y  et  ».  At  in  eo  ipso  eardo  rei  vertitur,  ut  iovenia- 
tur  modus  quid  »in  determinandi  fuoctiones  arbitrarias.  Quem  qui- 
dem  antea  non  fuisse  inventum,  in  caussa  (nt  mibi  videtur)  ipsae 
sunt  methodi  Integralis  dedacendi  adhibitae.  —  Contigit  mihi  ex 
seoteotia  rem  gerer«,  ita  ut  postbaec  liceat  arbitrariaa  illas  funetio- 
nes  in  casu  admödum  generali  determioari. 

At  praeterquam  quod  rem  in  genere,  quae  circa  inveniendum 
aptiori  quadam  via  integrale  bocce  veraatur,  tractare  conatua  fue- 
rum,  singularia  aliquot  geoera  ,,  superiieierum  minimarum"  exami- 
nare  nd^ressus  responsuui  tuli  quaestioni,  quaenam  aint  in  numero 
superficierum  revolutionia  earumque,  quae  rectä  ad  pla- 
num quoddam  parallele  mota  generantur,  eae  quibus  contin- 
grat  idioma  superficiei  mioimae;  quam  quidem  rem  com  pa  rata  aequa- 
tione  illa,  derivatarum  partialium  superficiei  mtnimae  successive  cum 
uequationibus  superficierum  modo  coromemoratarum  perduxi. 

IS oper  admodum  ex  ephemeride  illä  „l'Iostitut",  eadem  fere 
de  re  in  Societate  illa  Parisiensi  „Soci^te*  Pb ilo matique"  {et 
quidem  nun  solum  priori  aed  hoc  etiam  ipso  anno)  agi  coeptum 
tuisse,  cognovi.    Scilicet,  ut  ex  verbis  iofra  citatia  ***)  opparet, 


ticiei  minimae,  dederunt. 

Quae  cum  ita  aint,  tempori  ne  ut  par  est  cedere  duxi,  ai  ex 
opere  in  primis  liners  hujus  prooemii  citato  ea,  quae  problema  illud 


*)  Monge,  Appl.  de  l'Anal.  a  la  Geom.  (Paris,  1809),  pag.  192;  La- 
croix,  Traue  du  Calc.  Diff.  et  du  Calc  Int.  2.  edit.  T.  II.  pag.  627. 

**)  Hist.  de  l'Acad.  Roy.  des  Sciences  (Paris,  1789),  pag.  313. 

**)  L'Institut,  No.  448 (an.  1842).  —  Verba  formalia  baec  sunt:  „M.  Ca- 
talan cotniuunique  le  resultat  d'une  reeberebe  qu'il  vient  de  faire 
„sur  les  surfaees  minimum." . . . .  „Le  resultat  de  son  travail  peut 
„s'.enoncer  ainsi:  De  toutes  les  surfaees  reglees  1'beJicoide 
„ä  plan  directeur  est  la  seule  qui  soit  une  surfaee  mini- 
„in  um." 

L'Institut,  No.  479  (an.  1843).—  „11  est  donne  comnranleation 
„d'une  note  de  Mr.  Wantzel  sur  la  surfaee  dont  l'aire  est  un  mini- 
„inuin  pour  certaina  cas  ])articuliers.  Mr.  Ca  talan  a  cberche  la  sur- 
faee dont  l'aire  est  un  miniinuin  pour  le  cas  ob  cette  surfaee  devrait 
„etre  regle»."....  „Dans  le  cas  traitepar  Catalan  on  coinbine 
„cette  {»quation  differentielle"  (seil,  aequationum  derivatarum  partia- 
lium auperfieiei  minimae)  „avec  les  equations  de  la  droits  variable  quo 
„1a  surfaee  doit  renfermer.  On  retrouve  ainsi  presque  immediatement 
„la  surfaee  helicoidale  qu'il  (Mr.  Catalan)  a  obtenue  par  un  calcul 
„  assez  long." ....  „  Pour  les  surfaees  de  revolotion  on  combine  l'equ. 
„aux  diff.  partielles  <Je  ces  surfaees  avec  celle  de  la  surfaee  en  question, 
„et  le  calcul  s'aeheve  sans  difficulte." 
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superficial  minimae  spectant,  excerpta  eademqne  retractata  pau Ho- 
lum atque  aucta  prodire  jam  in  celebritatem  bominum  Matbeseoa 
studiis  eruditorum  curarem. 

Horum,  quac  in  sequentibus  ex  calculo  Variationum  (et  quidem 
uod  nisiin  notulis)  citavi,  demonatrationem  —  si  placet  —  ex  opere 
supra  allato  „Calculi  Variatioonm  Integralium  etc.***)  re- 
cognoscere  licet. 

Upsaliae,  mensc  Jul.  1843. 


1.  Uti  omnibus  constat  —  p  et  q  deootantibus  partiales  ipsiua 
s  derivatas  1'  ordinia  reap.  ad  a?  et  y  (coordioatas  indepcudcntea) 
atque  r,  #  et  t  derivatas  V  ordinia  —  aequatio,  de  qua  qoaeri- 
tur,  est: 

(l+?i)<-2w,  +  (l  +  ?»)r=:0  (1) 

Nec  minus  constat**)  aimpHcissimam ,  quam  integrali  illina  (a  Cel. 
Monge  primum  invento)  reddi  liceat,  formam  esae 

y=y(«r) -§-*(*), 

quo  ex  systemate,  determinatia  demum  <p  et  %y  eliminando  iodeter- 
minatas  a  et  6  babebitur  rclatio  ipaarum  *,  &  et  y.  ***) 

Attamcn  non  tanti  refert  formam  utiquc  aimpliciaaimam  integra» 
Iis  expetere,  quanti  candcm  —  si  ficri  posait  —  tali  quadam  via 
consequi,  qua  arbitrnriaa  illas  functiunes  dcterminari  umquam  liceat. 
Porsitan  ea,  quae  sequuntur,  ad  bunc  finem  apta  quodammodo  diju- 
dicabuntur. 

2.  Loco  variabilium  «  et  y  aliae  duae  u  et  t»  indepeodentes 
inferaniur,  nimirum 

«>....|"— 

\v  =  jc  —  yV —  1. 


°)  Paucorum,  quae  medio  anno  priori  bibliopolae  cuidam  Lipaiae  tra- 

denda  curabam,  cxemplariuin  fortasse  aliquot  usque  suiiersuut. 
°°)  Lacroix,  Traite  du  Calc  Diff.  et  du  Calc.  Int.  2.  edit.  Paria.  1814. 
T.  II.  pag.  630. 

*•*)  In  opere  „Appl.  de  PAnal.  k  la  Geom."  (Paria,  1809),  p.  192,  Mc 
formula  idein  exhibuit  integrale: 

ar  =  -.9'<«) -♦-*'(*), 

x  =/\r .  daV—\—a*  -f- J\fT .  db\S—  1  —  61, 

quam  utique  eandem  aiiä  sui  via  Cel.  Legen dre  in  Riem,  aur  l'in- 
tegr.  de  quelques  Iqu.  aux  diff.  partiellea  (Hiat.  de  l'Acad. 
Roy.  des  sciencea.  An.  1787.  Paria.  1789.  p.  SIS.)  invenit. 
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Solitia  ex  formulis  *)  partiales  functionis  *  derivatas  resp.  od 
et  y  transformaudi  in  derivatas  resp.  ad  u  et  v  heic  ernnt: 


p  —  du 


dx 

dv> 


-^i/=T=  *  _  * 


du  dv" 


*)  Quas  Urnen,  ut  in  promtu  «int,  breviter  beic  attuliase  juvabit.  Scilicet 
positi» 

Hu^i/dx  +  u^, 
dv  =  v'dx  +  vl<fy, 


ent 


,tdx  ,    ,  dx  .dx   ,     dx  ...       .dx        dx    .  . 


ideoque 


(«) 


dx 


Tunc  poaitis 


« -  \  .1 


rf"'  =  w"<£r  -t~u\dy, 
dux=*iixdx-\-u,4yt 
dt/  =  t/'dx^t/ldyi 
dvl*szi/ \djc-*-\f'dy\ 

erit  differentiatione  prioris  (ö) 

,    *5>  .    «TJ  .    dx.,    dx  . 

* 

i.  e.  —  quouiam  aquationi  huic  (o)  convententer 


d(~ ) 


dx 

d*x    ,    d^dt)      tPx    ,     it*x  , 


~du- 

coDsimilique  ratione 

d*%  .         d*x  .  .  d*x  .        dx   ,      dx  .      .  . 

* =5Ü     + SÄ^'  +"•"> + ST» +  s  "  ■   (c) 
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Uuibus  iropositis  aequatio  illa  (l)  abit  in 

.dz*d*x     (l     grfs  dz  d*z       (dzfd'z  ft 

W  du*     1        du  dv'dudv  ~*~  [du'  dv*  ~~  ' 

seu  brcviter 

f.V,— (l  +  ^.r.^+Jt.'«.»*  (4) 

Si  lieic  pt  et  <yt  ipsae  esseut  variables  independentes,  —  auoniam 
tunc  ista  aequatio  formae  esset  cognitae  linearis  /fr* -+-  Ss  Tt 

-+-07-4-  A»  =        denotaotibus  Ä,  £  AT  fuoctiones 

Solarum  variabilium  independentium  — ;  traasformari  eam  liceret  in 
aliam  formae  illius 

(Ä  JD  denot.  fuoctiooes  solarom  a  et  /*),  cujus  io  integrali 

torniae  fioitae  (siquidem  ioveniri  tnle  liceat)  fuoctiooum  nrbitraria- 
ruiu  altera  o  solarn  altera  ß  solam,  earumque  autem  modo  alter» 

utram  sub  signo        contineret. *)     Et  quidem  tunc  via,  quam  in 

dissertatione  infra  citata  munivit  Laplace,  fuoctiones  istas  arbi- 
trarias  determinari  in  cusu  aduiodum  generali  liceret. 


°)  Sufficit  heic  verba  attulisse  lllustr.  Laplace  sub  finem  (pag.  395)  dis. 
sertationis  Rechercbes  sur  le  Calc.  Int.  aux  Diff.  partielles 
(Hist.  de  l'Acad.  Roy.  des  Sciences,  An.  1773.  Paris,  1777)  sequentia: 

„  on  doit  en  conclure  gtMieraleinent,  que  toutes  les  fois  que  Tin- 

„tegrale  complete  de  l'equ."  Ar -|- e  t  c.  (vid.  supra)  „est  possible 

„en  termes  finis,  eile  est  necessairement  debarrassee  du  signe  f*  par 

„rapport  ä  l'une  ou  a  l'autre  des  fonetions  arbitr.  «•(«)  et  yM),  et 
„dans  ce  cas  on  peut  toujours  obtenir  cette  integrale  par  la  inethode 

„de  l'art.  VII.  "  —  transformatione  aequatioois  in  fermam  + 

dadß 

dz 

Sl^r*  -f»  etc.  tarn  integratione  bujus  secundum  metbodum  in  art.  UIo  VII 

praeced.  expositam  — ;  „on  voit  ainsi  que  cette  methode  donne  gene- 
y„ralement  les  integrales  completes  des  equations  Unfaires  aux  diff.  par- 
tiel les,  lorsqu'elles  sont  possibles  en  termes  finis;  ayant  une  fois  ces 
„integrales,  il  ne  peut  rester  de  difliculte  que  dans  la  determination 
„des  fonetions  arbitraires;  of  la  metbode  derart.  VII  a  eneore  l'a?an- 
„tage  de  donner  un  moyen  tres  simple  pour  cet  objet,  dans  un  cas 
„trcs-general,  et  qui  parait  eure  celui  de  presque  tous  les  probT 
„  pbysico  -  matbematiques." 


3.  Qoae  cum  ita  sint,  primo  transforaietar  aequ.  (4),  ex  me- 
tbodo  Cel.  Legendre*),  in  aliam  cujus  variabiles  independentes 
ipiae  Hint  pl  et  qx.   Scilicet  est 

=zpxu-\-  qtv  —  tt>.  (6) 

positä 


dw  dw 


si  modo  fr  im 
econdum  locom  cit.  babebitur  traosformata  haecce; 

fl.^+(l  +  Wl)^.+„.^-0....  (8, 


(ideoqoe  cognita  erit  s,  ei  modo  w  innotuertt. 
S 


Quo  facto  jam  istam,  ut  modo  monuimus,  traosformari  decet  in 
uliam  formae  (5)  et  quidcm  formulis  sub  No.  2  allatis  (6),  (c),  (d). 
Ponendo  in  iis 

Wy  pk  et  qx  loco  *,  x  et  y, 
a  et  ß  loco  u  et  v, 
tf,  •„  o",  o'M  a„  loco      *%i  V,  «\,  «„, 

/^i>  f*//  loCO   f/f  ff,,  ff",  t»„, 

c.l.  aY,  «„  «,  «„  «„  denot.^-,  -j-,  ^  35-, 

tque  ß>,  ßt  etc.  denot.  |£,  Jjl  etc.  J 

aequatio  (8)  primo  abit  in 

l^*«'a  +  (l  +  2/^7iy«i  ^-7lXM^-4- 


dadfl 

dß*~  ^ 


+  b,^+a+ w.  y .  +      ^  *+■ 


•)  Vid.  Laeroix 

it.  ; 

sur  1  inte 
aub  No.  1.  cft 


1 

ix,  in  opere  cit.  T.  II.  p.  622;  conf.  Legendre,  Mem. 
gr.  de  quelques  £quattons  aux  diff.  partielle*» 


Jamque  u  et  ß  snmtis  talibu«  ut  antiifiat  qualiUrcumqoe  conditio- 

aequatiooi  transformatae  oplota  cootioget  forma:  id  quod  fiet  po- 
neodo 

a=z  /'  ) 

Ooibus  in  aequ.  (9)  adhibitis  ista'  comparatur  loco  aequatio- 
nis  (8)  transformata*"): 

1      £w    2p,   dw 

.  2l>.  \      ^  =  0, 

•)  Seil,  poaitis  a*  =  »ta.  j  aequationibug  (10)  satisfaciendo  huic 

unde     ^ 

*•  =  2^?  V,* 

Meoque  aequationibut  (10)  fiet  satis  sumendo  a«j»  talea  nt  fiat  aati« 
qualitercuiiique  bisce: 

quod  (ut  jam  facile  est  probatu)  fit  positionc  illa  (11). 
••)  Scilicet  habentur  ex  (11): 

» 

a^Ä(l+Vl1f,)lal4Vl^^,f,]•,p/^a4^»f.)^li-^l+^»f.1, 
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nh 


i.  e.  —  quoniam  secund.  (11) 


""«-♦-  /»' 

rf***'    ,       2«  2/3        dw  ft 

V*)  dadß~*~  7*=?  '  da~~  a*-fl*  dJ-*-U 

s 

4.   Et  qnidem  formae  finita«  integrale  hajua  aequa* 
tionis  secundum  methodum  111.  Laplace  invenire  licet, 
ut  jam  erit  probandum: 
Etenim  posita 

dw         2a  /tAX 
(13)  redigitur  in  ' 

2w  2ß  dwt  itK\ 

quae  ipsam  tc  dabit  cognita  modo  wt.  —  At  sumtis  ex  noviisima 
valoribus  luv  w  et  ~  tum  Substitut»  in  (14),  ista  abit  in  no- 
vam  banc: 

tT*wx 


V      dwx         'Iß      dwx  \ßw1  n  nR 


n,i'.;    ....r  )-•  .     n  'itxii  .  >  .:  mj;'<>i 

dw, 


Jamque  posita 

^-?rtbi^  =  »,,,....  (17) 

•P/z  tandem  quaeri  licebit  ex  Lac  1*  ordinis  aeqnatione  lineari: 
-da--^—^  »//  =  <>  (18) 

Ex  bac  conclnditur  ty'"  denot.  fnnctionem  arbitr.) 

r 

z±i u>„=r'(ßh 0») 
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tum  sccuudum  (17) 

I 

[const.  arbitr.  in  jp(a)  incItnA],  atque  Mcundon  (15)  Undem 

(2i)  ....(«+««-= ,.(«)  +  f  (« -  ßrrww 

■ 

quod  igitnr  quaesitum  est  integrale  aequationia  (8)  datia  o  et  ß 

ex  (11). 

Huic,  ai  placet,  simpliciorem  reddi  licet  form  am  integrando  p.  p. 
terminos  aigno  /  affectoa.   Soilicet  posttis 

- 

(»)....  |yv*«f. 

habebitar 

(23)  ....  (a  +  /})»  =  a>(«)     2*(fl  -  ^  l9P'(«)  -  W)]. 

5.  Detern* inati s  in  singuluri  quodam  probleraate  functionibus  <jp 
et  ex  uequatione  (21)  ant  (23)  ope  aequationum  (6)  et  (7)  ex« 
primi  licebit  ipsas  tt,  v  et  %  functionibus  ipsarum  px  et  qx  (?el 
etiam,  ai  ita  conveniet,  ipsarum  a  et  ß).  Tum  /»,  et  qx  (rel  etiam 
a  et  ß)  eUmioatia  ex  hisce  —  dum  fieri  poteit  —  relatio  proveniet 
ipsarum  a,  v  et  sc  denique  *  exprimetur  fnnctione  ipsarum  x  et 
y  ope  aequationum  (3)  aeu 

6.  Antequam  viam,  quÄ  in  genere  ad  deterroinationcm  fünctio- 
oum  arbitrariarum  perveniri  Hceat,  indicamua;  juvabit  —  quo  accu- 
ratiua  de  bac  re  quodammodo  ait  diaputatum  —  ayateme  illud  finale 
integralis  («,  v%  %)  aeu  {x>  y,  %)  deduxiase  et  quidem  ex  formulis 

(*3),  («),  (?)  et  (24). 
Est  quidem 

 dw_  ito  ifa       i/m/  dß_  2(a  -h  /?)   .  ,  dw  ~t  dw.  # 

V~dg[~"  da  iüf,       d{i  (ü/,""  a  —  ß  '  {a  da  P  dß)y 
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at  secuDdutn  (23) 

«K*  ^ 

«  J       i  * 

(a  +  W  ^  =  ~  fr  *     ■+•  ^ + W-r-  («' -  /*»)*" ; 

unde  concluditur  integrale  bocee: 

■  •      •  "'  ,\. .  •  * 

(25)  ....  )  »  =  —  2(sP-f-2^)-f-2(ay'-f-2/JvO—(aV-f-2/?V), 

(2*=:— (y'-h  V)-f-^"^- 

«  •    :     ?■  ,*  *  ■  •  .  »»  ■ 

i  (24): 

2a:  =  w  ^(y 2?)      2(ay'  -f-  2ßy') 

— 4a*)y"H- (1  — 4/?»)V|, 

(26)   \%yV^l  =  2(9?      2v>)  —  2(ay'  +  2/fy1) 

-+-^11-*-  4a»)g/'-r-  (1  +  4/S»)2V»"l, 

;  (*»  =  -  fr'  +  V)  +  V  +  W- 

•   ''»..,    • .        ■ »» ■  ■ .     t  -  , 

De  caetera  ljcere  (si  place!)  huic  •ystemeti  foraam  reddi  sim* 
plicem  illam  (2),  perfacili  equidem  negotio  patebit: 
Nimirum  positis  6  * 

» 

-2Sp-h2aSp'  +  Ul-4a>)y"  =  2ii,  j 

-2V-f-W-*-iO-4/J*)^=     f  "  "  \f) 

habebitur:  *z=a  +  6 

tum  positis 

j29-2«9'+'(lH-4«^==2<P(a).»^rT, 

W  ' i2v»~2^'+i(H-4/?«)v»/'=  <?(<*).  i/=r; 

habebitur :  y  =  0(a)  -f-  ; 

porro  ex  (26)  sequitur 

2d*  =  a.<pm.da-h%ß.tffM.  dß; 

■  •  .. 

at  differeotiando  (/)  habetur 

,  j(l-4a»)9>".<fa=t&Ä», 

U(i -*/*•)<.«#=  ^; 

aique  differentiaiido  (^): 


t 


J(l  +  4o»)gJ"' .  rfa  3=  21/—  1 . 


unde 

a .  9"'da  =  Ida .  V=\  .  VT+W\ 


%ß .  tfTdß  =  <Ldtr.  V=l .  l/i+W; 
atque  habebitur 

* 

Douique  systemate  (26)  satiaficri  propositae  (1),  facili  usqne  ne- 
ffotio  licet  probari.  —  Etenim  <  o,,  /f,  ßx  deootantibna  parttales 
lpsarum  a  et  ß  derivatas  reap.  ad  x  et  y,  tertia  systematis  aequatio 
praeatat 

ilp^zaaY'  +  ßpW, 
{*}    '   '  \2a  =  aul9'"+ßßl.2r> 

at  priores  ambae 

0=  (1— 4a»)o,^H-  (1—  hß*)ßx.ty", 
0=  (l-+-4a*)ay,r-r-  (1-H  V, 


«  •  •  •  \'f 

1  —  40*     •>  r   «    1—  4g*  |/*~~f. 

atque  (4)  abeunt  in 

2p  =  -  !=Ä 

r  a-i-ß  ■ 

tum  harum  differentiatione  adhibitiaquc  (*)  comparantur 

(1  -  4g')V '  -  (1  -         .  V 
W'la*  -  P)  (a     ß)*  ' 
|y   (1  -      )  (1  -h  4c»  V-  (1  -  40»)  (1  -f-  V») .  V 

—  1  —  —  ß*)  (« -+-  ' 

per  quas  acquatioui  (1)  fieri  sali»,  facillimum  est  probatu. 
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7.  In  determination em  functionum  arbitrariarum. 
Determinentur  iatae  «x  eo  quod  tranaeat  auperficiea 

per  curvam  | %     /^(«2)  1  *  &m^^uil>  cuj°B  auper- 

ficiei p=/%(ar). 

Conditionea  istas  io  «  et  v  transformari  licet  secundum  (24), 

u  =  f[p),  \ 

»  =  f,(r),|  ..  (2  7) 

Patet  equidem  iff"  (ß)  determinari  Heere  ex  (19),  si  modo  cogni- 
tura  sit,  u  auperficiei  quaenam  ait  fuactio  ipaiua  ß  in  ambitu  enrvae 
(27)  nee  non 

Prius  quaeratnr.   Est  quidem 


—  Ei 


dz  dz 

pt  et       denot  —  et  %  Quaerantur /»,  et  qx  in  ambitu  (27). 

du  dv 

Quoninm   auperficiei   d%  =  ptdu  -+-  7,</tf,  at  in  ambitu 

jj£  jff  f'^(i)  **dv  \ ?  e"k  ip9aruni  Pt  et  ?i  auperficiei  in  ambitu  al- 
tera haecce  relatio: 

i-M=p,.r(v)+9l. 

Tum  qnonia«  .operfeUi  ,-£„+S„-,.  +  fl  «.„.,  (3, 
altera  erit 

ex  quibua  aequitur  esse  in  ambitu  (27) 
(28)....  1  f 

\„   *  t  -  »  * »  r  (*\ 

[9i  —  i_f  — 1  iW 

Jam  o  et  /S  in  ambitu  exprimi  licet  in  v  ope  aequat.  (11)  vel  (12), 
elimioataque  v  habebitur  ibidem 

(29)  a  =  Jf(/?). 

Porro  w,t  auperficiei  quaenam  ait  funetio  ipaiua  ß  in 
ambitu  quaeratur.  —  Eat  quidem  aec  (17)  et  (14)  aupferficiei 

/%n\  m„    2       dw  d*w 

(30) ....  «,„  —  —  .  ^-f-^r, 
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1 


ideoque  i„  „mkitb  cogni«.  erit  i»  ft  .i  „odo  %  »tq„e  %  ibi- 
dem  inootuerint. 

At  ~  facite  invenietur  cognitä  modo  w  in  ambitu.    Kst  au- 
tem  secuod.  (6)  superficiei 

cujus  membri  posterioris  onnes  termini,  quales  surft  in  ambitu  cur- 
vae,  cognitae  sunt  in  ß  ex  antecedentibus;  sitque  in  ambitu 

(31)  ....  w  =  Fl{ß). 

Jam  quoniam  superficiei  dw  =  ^  da  -f-  ^       at  in  ambitu 

««.  ap 

erit  ibidem  UDa  re,ati0  i^,8ttru,,l  s£  ct  ^ista: 

i.  c  =  (^_ffe).— i  secuud.  (*)> 

alteram  baec  dat  relationem  ipsarum  ~  et  ^  in  ambitu;  uude 

««  «p 

coocluditur 

i  i 

et  ~  io  ambitu  sss  cogoitis  funct.  (32) 

Restat  p.  -  Gstautem  superficiei  d{p  =  ^ßda  +  p  dß; 
ideoque  cogoita  erit        io  ambitu  secund.  (29)  et  (32),  si  modo 

quam  vero  dat.  (13) 

Itaque  jam  w„  in  ambitu  cognita  est  in  ß;  ideoque  etiam  coo-  , 
stitutio  functionis  y"'(ß). 

Qua  deinde  substitutä  in  (20)  tum  perfecta  integratioue  illa 

jT\ [a — ß)*yf"{ß)dß,  perfacili  negotio  determinari  qi[a)  Licebit. 

8.  Quibus  peractis  babebitur  (modo«  quem  io  No.  5.  indicavi- 
mos)  superficierum,  quarum  in  puncto  unoquoque  princi- 
pales  ambo  radii  curvedinia  aequales  siot  siguoquc  con- 
trario, ea  quae  per  datam  curvam  dataque  p  transeat*). 


•)  Haec  quoque  —  ut  ex  Calculo  illo  Variationuin  innotescit  —  est  oin* 
nium,  quas  per  datam  curvam  perimetruoi  »juci  liceat,  su- 
perficierum ea  cui  minima  sit  area  iftterclusa  perimetro 
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Nota. 

Licebit  etiam  (ut  facile  patet)  functiooes  arbitrariaa 
ex  eo  determinari  quodammodo,  ut  io  ambitu  inter- 
sectionia  superficiei  qnaeaitae  atque  cy liudri  y=/(ar) 
«int  i 

p  =/.w, 

quae  quidem  conditiones^  etimiuatis  x  et  y,  abeaot  in 

!«  =  f(*), 
?=U*).. 

■ 

Scilicet,  ut  aupra,  primo  quaeratur  a  qaaenam  sit  fanctio 
ipsiui  ß  in  ambitu  lntenectioni*.   Quoniam  superficiei 

crunt  in  ambitu 


ideoque 


l2,l=f1  +  f,.l/-li 

ex  quibus,  ut  in  casu  praecedentj,  a  licet  exprimi  in  ß. 

Tum  w  in  ambitu  cou-nifta  erit  in  8  aecund.  f6l«  si  i 
superfi« 
ideoqu« 

(35)  ....  I  x  =  E(v)  +  c, 
manente  <?  conat  arbitrarift. 


x  quibua,  ut  in  casu  praecedentj,  a  licet  exprimi  in  ß.  " 

Tum  w  in  ambitu  cogoita  erit  in  ß  aecund.  (6),  ai  modo  * 
uperficiei  ibidem  innotuerit.  Bat  aotem  d% p xdm  -\-  q xdv\ 
deoque  secund.  (34)  et  (33)  erit  per  totum  ambitum 


data  aliaque  in  eadem  superficie  ducta,  perimetria  carte 
quarum  in  oryplano  projectionum  aHera  alteri  sit  circum* 
acripta:  scilicet iis  solis  in  comparatioaeaavocatia  soperficiebus,  quarum 

aream  perimetria  bisce  definitam  formula  illa  f* J* dxdj^l  -f-jt> 7  -f-y* 

(couimunibus  integrationis  limitibus)  exprimi  liceat. 
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Caetera  sequuntur,  ut  in  casa  praecedeoti;  attainen,  uti 
—  juitum,  arbitraria  heic  remanebit  constans  c,  nisi  praeterea 
editum  sit  punctum  per  quod  traosire  superficiem  lubeat. 

Porro  ex  eo  determinari  licebit  funetionea  arbi- 
traria», ut  in  ambitu  intersectionis  superficiei  quae- 
sitae  cum  superficie  x,  =  /(^r,  y)  sint 


quae  tunc  aequatio  est  diflerentialis  ambitus,  cui  igitur  licet 
coocludi 

* 

(denot.  e  const.  arbitr.).  —  Caetera  patent. 

Jamque  ut  (corroborandi  quodammodo  calculi  causä)  paueorum«  in 
quibug  calculum  ad  finem  usque  sine  maximis  tricis  perduci  liceat, 
uoicum  offeratur  exemplum  et  quidem  (uti  videtur)  admodum  sim- 
plex;  postuletur  ut  in  ambitu  perimetri  sint 


T>=fA*,  y) 
et  y  =/,(.*,  y). 


Scilicet  tunc  erit  in  ambitu 


[dz  +  &dy  =/,  dx+Jxdy. 


•  «  •  . 


{A  et  B  const.  reales). 


Eliminotia  x  et  y  habetur  definitio  ista  perimetri: 


Erunt  igitur  in  ambitu  secundum  (28) 


B 


atque  aequationes  (11)  dant 

Bv  v  B 


Ideoqne  erit  io  ambilu 


—  ji  -ß*  •  •  •  •  (m) 


C 
A*B 
„  __A*B* 

Vi — "<w..  » 


tlndc 


V\-\-\pxqx=z  V\+\A*B*  =  C—  D>, 

dw  _A*BC{C—D) 
da. —        Dß  9 

dw          A*B(C—Q  •) 

äß~  ß 
d*w  _IA*BC* 

«,„  =       (C-  D -%C[C+  />]), 

  A'B 

 ~W' 

- 


atqoe 

f(a  -  ß)> .  r>(ß) .  dß  =  -  ^  (2l^£!  +  &»  log  ß), 

(log  deoot.  logarithm.  naturalem); 

uode  (20)  abit  io 

(«»  -         =  y(a)  -  J^(il=£  +2«  log  fl, 


ex  qua  jam  5p(a)  est  dcterminanda. 
Io  ambim  est 


a  -  C 


*)  Quoniam  ex  positis 


8C=  1  -h  V^T-f-4J»Ä», 

2Z»a  1  -Vi +  4*»/?'  aequitur  C-+-2?  =  I. 
IV.  20 
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atque  secund.  (14) 


uiide 


(«.)....  9(a)  =  -  2a  (1  -  J^|0g|a). 


Quae  quum  ita  siot,  integrale  (21)  abit  io 
A*B  )2(«-/J)    .     Ca)  t 

seu,  repositis  jam  valoribus  (11)  ipsarum  a  et  ß. 
Ex  quo  consequuntur 


C—D' 


(.  )  #B  V\+Kpxqx 

(7)  .  .  .  .  \  v  _  ^t--^  .   ^-"-» 

ex  qua  novissima  eliminari  licet  4/»,^,  ope  duarum  praecedeotium, 
quae  qoidem  dant  multiplicando 

.  hA*B*  kA*B*  

Pl7i  -~{C-D)*.uv-kA*B*  ~{\+hA*ß*).uv  —  *A*B*% 


ldeoquc  quouiam  nunc 

v-n 


seu  repositis  valoribus  tüJv  C  et  J0, 


■  ' 
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cui  quideni  superficiei  revolutionis  circa  s-axim  Neridianus  est 
Catennrin,  cujus  vertex  (punctum  axi  revol.  proximum),  in  acy  - 
plann  situs,  ab  axi  distat  unitate  longitudinia. 

9.    Ex  eo  tnndem  dcterminari  licet  functiones  illas  arbitrarias, 

quod  transeat  superficies  per  curvam  datÄ 

insuper  relatione  quädam  ipsarum  p  et  7  superficiei,  in 
genere 

(36)  /t(jr,  y,  x,  p,  q)  =  0. 

Qua  quideni,  ut  patet,  perfecta  determinatione  responsum  erit  ad 
quaestiönem,  an  per  dalam  curvam  duci  liceat  superficiem  quamdam 
illius  generis,  quod  in  uequatione  (36)  derivatarum  1'  ordinis  par- 
tialium  coraprebenditur,  eandernque  talem  cujus  in  puncto  unoquoque 
principalcs  ambo  etc.  °) 

Scilicet  loco  couditiunum  (27)  beic  postnlatur,  ut  per  ambitum 
cnrvac  sit 

«  =  f(t>),  » 
*  =  f,(r), 

In  detcrminationem  ipsarum  p,  et  q,  superficiei  in  ambitu  habetur, 
ut  in  casu  priori,  altera  baecce  relatio: 

■ 

Et  quoniam  superficiei 

^  =  ^«'-f-^/  =  /»,+71  secund.  (3), 

babebitur,  conjunetä  hii  quidem  relatione  illa 

f,(v,piql)  =  0t 
altera  relatio  ipsarum  pt,  qt  et  v. 

Quo  facto  comparabitur  in  genere,  ut  in  casu  priori, 

«  =  *W 

Caetera,  ut  in  casu  priori,  sequuntur. 

*)  Ideoque  etiain  hoc  modo  responsum  erit  ad  quaestiönem,  an  per  da* 
tarn  curvam  duci  liceat  superficiem  generis  ($6),  cui  con- 
tjngat  esse  omni u in,  quas  per  datam  curvam  duci  liceat,  su- 
perficierum  eam  cui  minima  sit  area  interclusa  periraetro 
data  aliaque  in  eadem  superficie  duetä,  perimetris  certe 
quarum  in  xyplano  projeetionyin  altera  alteri  sit  circum- 
scripta; —  adhibita  equidem  reservatione  in  notula  sub  No.  8.  iu- 
dicata. 
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At  quaestio,  quonam  demum  modo  liceat  arbitrarias  illas  iunctio- 
nes  ex  eo  determioari,  (|aod  per  datas  duas  curvas  transeat 
superficies,  —  quaestio  (inquam)  quae  fere  omniuui  prima  in  su- 
perficiebus  tractandis,  quarum  natura  aequatione  derivatarum  2»  or- 
dinis  partialium  rieiinita  est,  sub  sensu m  cndere  solet  —  bucusque 
in  medio  est  relicia.  Ncc  in  sequentibus  responsum  illi  concilinre 
conabiraur.  Scilicet  per  se  patet,  quaevis  olim  in  genere  metbodns 
hujusce  rei  explicandae  forsnn  fuerit  inventa,  perrnro  tarnen  fore 
ut  revera  usui  sit  ista  metbodus:  et  quidem  cum  jpsam  ob  canssam 
quod  tantum  abest  ut  per  datas  doas  curvas  quascumque  duci 
iiceat  superficiem  generis  heic  considerati,  ut  maxiroa  sane  opus  sit 
circumspectione,  quo  inveniantur  umquam  dune  curvac,  nuarum  et 
naturae  et  positioni  inter  se  conveniat  bucce  idioraa.  —  Quae  cum 
ita  sint,  re  ista  in  praeseoti  relicta  unam  vcl  alteram  quaestionem 
latius  patentem  mugisque  delectabilem  propositaeque  nobis  materiei 
intime  conjunctam  in  sequentibus  pagellis  tractabimus. 

10.  Quaeratur,  an  et  quaenam  sint  superficies  revolutio- 
nis  tales,  quarum  in  puncto  uooquoque  principales  aoibo  radii  cor- 
vedinis  etc. 

Tali  superGciei  (si  exsistat)  erit 

aequatio  (1), 

deoolantihus  tunc  (si  axis  revol.  sumatur  s-axis)  p,  q%  r,  s,  t 

(»artiales  ipsius  %  derivatas  eas,  quae  aequationi  superGcierum  revo- 
utionis  circa  *  -  axim  contingunt.    Quae  autem  cum  sit 


%  =  9(V  .r*  -f-  y»)  = 

ideoque  commoostret  %  puncti  superficiei  band  pendere  ab  0  (au- 
gulo  radii  vectoris  puncti  ejusdem,  in  xy  piano  projecti,  cum  ipso 
47-axi);  transformetur  hac  suppositione  aequatio  (1)  secundum 
formulas  notissimas 

x  =  p  cos  0,  y  =  q  sin  0. 

i 

Qnoniam  *  beic  functio  solius  q  putetur,  ideoque 

—  =  p  cos  0  -f-  q  sin  0, 

(? 

^  =  0  =     cos  0  —  pQ  sin  0 ; 

erunt 

■ 

(/)....  /,  =  ^cos0,  7  =  ^sin0. 

Tum  quoniam 

^  =  r  cos  0  -f-  #  sio  0,  ^  =  sq  cos  0  —  rQ  sin  0, 


■ 


■ 
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ideoque 

d9  de  9  >       dt *'UK*^d&  Q  » 

erunt  secund.  (t): 

^df>      Q  > 

s  =  d2l  Bin  ©  coa0  -  *  ™££2if . 
codernque  modo  Labebitur 

/  =  ^sin'0-r-£c-^. 


Quibus  impositis  (1)  abit  in 

^  +  ^^(1-*-V)==  '  (37) 

* 

•eu,  C  denotante  breviter  ipsam  * 

nodc  integrale 
seu 

^  —  ^V^^i  <38> 

denotante  igitur  consr.  arbitr.  a  ipaum  (>  punetorum,  in  quibus  pla- 
num tangens  superfieni  (seu  linea  tangens  Meridiani  iusius)  nor- 
male sit  ad  planum  projectionis  (3  =  0);  tum 

a  =  a  log  £  (?  =•=  1/^*  — «'), 
seu,  quod  idem  yolet, 

*  =  c+a\og(Z±[/l2-ai)  (39) 

denotantibus  beic  a  et  c  in  genere  i  et  *  punetorum  modo  com. 
memoratorum. 

Est  quidem  Catenariae  —  y  -  axi  horizontali  atque  per 

punctum  curvae  inümum  dueto,  x  -  axi  positivo  sursum  verticnle   

aequatio  notissima 


ideoque,  posita  origine  alieubt  in  recU  (^  =  —  w)  seu  mutaU  x 
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dy  !_  m 


atque 


y  =  n  +  -log(^^H^!),  ....  („) 

■  r 

*  et  m  denotantibus  ipsas  y  et  sc  puncti  ordtnatae  ac  minima«. 

Itaque  collatis  ex  aequationibus  (39)  et  («)  facillimo  utique 
negotio  perspicitur  proposiiae  quaestioni,  ao  superiiciem  revolutio- 
nis  (circa  datam  axim)  taleni,  cujus  in  puncto  unoquoque  prin- 
cipales  ambo  etc. ,  du(i  liceat  per  data  duo  puncta  seu  (quod  beic 
idem  valet)  per  datos  duos  circulos 


(axi  revol.  sumto  %  -  axi),  boc  modo  esse  respondendum:*  Quo 
ducatur  meridianus  illius,  Catenariam  coostrui  oportet, 
cujus  constantibus  a  et  c  —  i.  e.  q  et  x  punctorum  axi 
revol.  proxiraorum  —  fiat  satis  conditonibus 


(41)  .... 


«V  =  c  •+■  a  log  (  /. 


Quod  si  quando  fieri  nequeat;  ex  eo  indicatur,  nulluni 
per  datos  illos  circulos  duci  licere  bujusce  generis  su- 
perficiem  revolutionis  circa  datum  axim.*) 
Si  ex.  gr.  perimetri  tlatac  torent 

C  =  l^  (2ö  =  tf+i)' 


(41)  prior  daret 


0  =  <?  -f-  „log  (l^U-^Lf!)  ••) 


•)  In  dfcctrina  illa  maximorum  minimorumque  ideui  Tbcoreina  boc 
.  fere  modo  expritni  decet:  Quo  ducatur  meridianus  superficiei 
revol.  circa  datum  axim,  qua e  in  omni bus  (nec  solis  —  uti  antea 
fuit  pronuntiatum  boc  Tbeorema  —  superficiebus  revol.],  quas  per 
datas  duas  perimetros  (40)  duci  liceat,  superficiebus  mini- 
mam  babeat  aream  bisce  limitibus  definitam;  Catenariam 
eonstrui  oportet  etc.  (ut  supra).  Quod  si  quando  fieri  ne* 
queat;  ex  eo  indicatur,  miuimam  quam  per  datas  perime- 
tros  duci  liceat  superficiem  non  esse  revolutionis  circa 
datum  axim.  —  Seil,  apponatur  praeterea  necesse  est  reservatio  in 
notula  sub  No.  8.  expostta.  — 

••)  Scilicet,  ut  patet,  solo  signo  superiori  boc  loco  opus  erit. 
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unde  aequatio  (39)  superficiei  abit  in 


.  *  • 


determinandd  0  ex 

*-f-^  =  (H-V/l -+-(1  — l/l  — 

xui  cum  üat  satis  assumendo  «  =  1 ,  concludi  licet  conditioni,  de 
qua  heic  quaeritur,  satisfieri  superticie  il)a 


=  e;  (•) 


quod  equidem  exemplo  codcm  aliter  tractaodo  in  Nr.  8.  supra  fuit 
inventum  ♦). 

De  cactero  ex  aolecedentibus  patet,  in  auperficiebus  revo- 
lutionis  io  geoere  unicam,  cujus  in  puncto  unoquoque 
principales  ambo  radii  curvediuis  aequales  sint  siguo- 


•)  Quam  sit  necessaria  reservatio  illa  in  notulis  praecedentibus  iudicata, 
Tel  ex  hoc  solo  exemplo  (si  placet)  satis  liquet.  Scilicet  si  superva- 
canea  esset;  pronuntiari  liceret  ex  gr.  areaai  superficiei  (w)  perimetris 

determinatam  minorem  esse  area  convexa  cylindri  recti,  cujus 
axis  (et  qua  situtn  et  qua  longitudinem)  est  recta  per  centra  circulo. 
rum  modo  commemoratorum  ducta  atque  radius  baseos  r  pars  quae-» 
libet  radii  q,  additis  areis  annulnrum  rircularioruni  extra 
bases  cylindri  ambas  res  tan  t  iu  in;  quod  quidem  evidenter  ab- 
surdum. 

Altera  equidem  est 

- 


altera  autein  est 


2n.[2r-r> +  &  + 


quae  ut  ex.  gr.  quantitate  n(J  —  ~)  minor  sie  priori,  sufficit  sumi 
rs0,2  circitcr. 
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que  contrario,  eam  esse  qua  fiat  aatia  aequationi  (39), 
ad  axim  revol.  ut  *  -  axim  relatae"). 

11.  Quaeratur  denique,  an  et  quaenam  auit  superficies,  quae 
recta  ad  planum  quoddam  parallele  mota  generantur, 
tnlea  quarum  in  puncto  unoquoque  principales  ombo  etc.  —  Tali  su- 
pcrficiei  (si  exiatat)  erit 

aequatio  (1), 

denotantibus  —  si  planum  dir  ige  na  aumatur  azy  planum  — p% 
q%  r,  #,  t  partiales  ipsius  *  derivatas  eaa,  quae  in  aequatione  bujua 
generia  auperficierum  generali  occurrunt.    Quae  autem  cum  sit") 

q*r—2pgs-t-p*t  =  0i  ....  (42) 

erit,  eliminatd  t,  aequatio  quaeaitae  auperficiei  ist a : 

Zp?,-(7*-p*)r  =  0, 

aeu  (poaita  y  conat.) 

2^-(^-^»)*<p  =  0, 

cujus  equidem  bomogcneae  aequationia  integrale  hoc  est: 

p*  -\-q*  z=zp.tp(y)  (43) 

At  perfecte  non  est  arbitraria  isla  ip.  Eliminata  enim  r  ex  (44) 
et  (1)  quae  sitae  erit  superficiei 

2W-h(7'  -p  )t  =  0, 
aeu  (posita  a:  conat.). 

cujus  integrale 

P*  ■+-  9*  =  9  -   (44) 

Quae  jam  (43)  et  (44),  quoniam  eandem  repraesentabunt  au- 
perficiem,  combinatae  dant  i Iii 

~  «,*  _|_  y,*'  9       ^.i  _j_  » 


*)  Et  quid  ein  manifestum  est,  si  —  valoribus  ex  arbitrio  datis  ipsis  a  et 
C  —  constructa  fuerit  superficies  (39),  haue  esse  omni  um,  quas  |ier 
duas  in  eadem  ex  arbitrio  iluctas  perituetros  duci  liccat,  superHcieruin 
eam  cui  minima  sit  area  hisce  perim'etris  determinata,  —  perimetris 
certe,  quarum  in  piano  ad  axim  revol.  norinali  projectionum  altera  al- 
teri  sit  circumscripta:  —  debitA  ratione  habitä  reservatiunis  jam  plu- 


")  Vid.  ex.  gr.  Lee.  du  Calc.  Diff.  p.  Moigno  p.  446;  conf.  Monge 
appl.  de  fAnal.  a  la  Geoni.  (1809)  pag.  64.  - 
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ideoque,  ut  sit  ^  =  4,  erit 


y»  — 

quae  tarnen,  uullä  exsistente  relatione  ipsarum  et  y,  bis  .indeüoi- 
tis  aüter  obtineri  nequit,.  nisi  sit 

■2-  =  const.  arbitr.  -  =  —  — . 

Integrando  babebitur 

—  a  a 


unde  superGciei 

g(y-c)  _g(.r-A)  

— (*-*)» -f-(y-c)»'  ^  —  (*-A)'-My-<:)" 

,   a(y  —  c)dx  —  g(jr  —  />)rfy 

—     (x-Ä)'H-(y  — c)' 

atque  integrando,  quontam 
habetur 

*  -  r/=  « .  Are  (Tang=         ;  ....  (45) 

quae  quidem,  ut  liquet,  superficies!  deootat  generis  beic  conside- 
rali,  quippe  cujus  aequationem  generalein  (ut  coostat)  ita  licet 
describi 

•r=y$p(*)-r-v(*); 

nostra  vero  dat 

.r=(y-c)TaDg(i-^)      0   (46) 

Ex  aequ.  novisstma,  quoniam  qunttuor  eontioet  enn  Staates  ar- 
bitrarios,  patet  in  geoere  inveniri  licere  superGciem  generis  beic 
considerati,  quae  per  data  quattuor  puneta  trauseat.  —  Cujus  ut 
breviter  investigetur  natura,  baec  fere  notentnr. 

Comparatis  inter  se  intersectionibns  superficiei  cum  oey  piano 
atque  piano  (y  =  2c),  nimirum 


Are  (Tang  = 
*  —  rf=  a .  Are  (Tang  =  ^Z-^) 


....  (47) 


uiyinzeo 
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iovenitur  esse  %  alterius,  pro  a:  quacumque  §,  aequalem  ipst  % 
alterius  pro  x  =  26  —  £.  Ejusdem  igitur  sunt  uuturae  Lue 
in tersectio nes  at  (ut  ita  dicam)  directionis  reciprocae. 
Itaqoe  ioveoto  — '  determinatis  io  problemate  quodam  siogulari 
punctis,  per  quae  transire  lubeat  superficiem  —  valore  coaatautium 

«,  6y  c,  d  atque  coostrocta  io  <xx  piano  cunra  ülä  Heliee  *)  ^       ^ ; 

curvam  (  0gJer)  *°  P^ano  (y  =  2tf)  fecillimo  negotio  constroi  lice- 

bit;  quo  facto  superficies  generabitur  motA  generatrici  super  has 
ambas,  ita  ut  assidue  ad  xy  planum  parallele  maneat:  atque  habe- 
"■  bitur  superficies  illa  „Heligoide  (gauche)  ä  plan  direc- 
teur"*8):  quae  igi^ur  superficierum,  recta  ad  planum  quoddam 
parallele  mota  geoeratarom,  unica  est  cui  contiugant  in  puncto 
unoouoque  priocipales  ambo  radii  curvedinis  aequales  signcnjue  con« 
trario  ***).  —  Observes  tandem,  si  quando  a  =  0 ,  supcriiciem  in 
planum  (*  =  d)  abire. 

At  —  numne  ista  in  omoibus  superficiebus  rectä  ge- 
neratis  (surfaces  reglfas)  sola  est,  cui  in  puncto  uooquo- 
que  contingant  aequales  signique  contrarii  priocipales 
ambo  radii  curvedinis?  —  Mr.  Catalan  primus  et  deiode  Mr. 
Wantzel  (ut  in  prooemio  ex  Ephemerida  illa  „l'lnstitut"  cita- 
vimus)  suä  uterque  via  respoasum  buic  quacstioni  dederunt:  quod  ut 
quamprimum  promulgatum  facere  iis  placeat,  est  quod  vehementer 
optamus. 


•)  Vid.  ex.  gr.  Moigoo  Calc.  DuT.  pag.  294. 

••)  Vid.  tx.  gr.  Moigno  ibid.,  Leroy  Gt-ora.  descript.  No.  4JI6  etc.  — 
Patet,  axem  directricis  (prforis)  es»e  jji'jj»  teil,  intersectionem 
superficiei  cum  piano  (y  =  c)  aut  piano  (•?=£). 

***)  Atque  sumtts  ita  4  punctis,  ut  per  ea  duci  liceat  superfi* 
ciem  hujusce  geoeris;  pars  illius  quaelibet  perimetro  cir- 
cumscripta omnium  per  eandem  perimetrum  transeunti 
superficierum  ininiraain  ista  praebebit  aream,  nimirum 


limitibus  a  perimetro  modo  dicta  daiis:  —  (debita  ratione  reservatio, 
nis  nostrae  nabita).  —  Denique  superficierum  generis  nunc  considerati 
aliam  non  esse,  cui  contingat  esse  „super ficiem  ininiuiam,"  patet. 
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XXXIII. 

Ueber  die  Zerlegung  der  bestimmten  Integrale 
in  andere  von  kleineren  Integrations- 

intervallen. 

VOD  •  , 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch 

zu  Weimar. 

■ 


§  1. 

Es  seicu  a  und  b  die  Grenzen  eines  bestimmten  Integrales, 
cc,  ß,  y,  .  .  .  X,  /u  eioe  Reihe  von  Grössen,  welche  sämmtlich  zwischen 
a  und  b  liegen  und  von  denen  jede  folgende  grösser  als  die  vor- 
hergehende ist,  daon  hat  man 

fhK*)dx  =f{af{x)da:  +f*f{a:)da:  -f- ....  + ffa)** 

Von  der  Richtigkeit  dieses  sehr  bekannten  Satzes  überzeugt  man 
sich  sogleich  ilurcb  die  Bemerkung,  dass  ein  bestimmtes  Integral, 
wie 

- 

nichts  anderes  ist,  als  die  Fläche,  welche  von  den  zu  den  Abscissen 
•z*  =  <»,  j?=.b  gehörenden  rechtwinkligen  Ordinalen,  dem  Stücke 
b — a  der  Ahscissenochse  und  der  Curve,  deren  Gleichung  yz=zf\jc) 
ist,  begranzt  wird. 

Der  oben  ausgesprochene  Satz  kann  oft  dazu  benutzt  werden, 
die  Wcrthe  bestimmter  Integrale  aufzufinden,  sobald  die  Mittelsjrös- 
sen  a,  ß,  y  .  .  .  fi  auf  eine  zweckmässige,  der  Natur  der  Function 
f{&)  entsprechende  Weise  gewählt  werden.    Einige  sehr  gefügige 
Integrale  dieser  Art  mögen  dies  darthun. 

*  2. 

Es  sei  folgendes  Integral  gegeben: 
J*^  /{&)  Arctan  jc  . 
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Theilen  wir  daB  Intervall  0  bis  ao  in  zwei  andere  von  0  bis  1 

und  von  du  bis  oo,  so  ist  uniter  Integral  auch 

=./>-)  ^~  ^ 

Setzen  wir  im  ersten  Integrale  .r  =  z,  im  zweiten  ar  =  — ,  so  an- 

dert  jenes  seinen  Werth  nicht,  für  dieses  aber  wird~=—  — , 
*  x  % 

und  wenn  a:  die  Werthe  1  und  ac  angenommen  hat,  ist  x  =  l  und 
x  =  0  geworden  (weil  aus  x  =  —  folgt  *  =  — ).    Wollen  wir 

aber  die  Gränzen  1  und  0  vertauschen,  also  1  zur  oberen  Gränze 
machen,  so  haben  wir  dem  Integral  das  entgegengesetzte  Zeichen 
zu  geben,  wodurch  es  wieder  positiv  wird.    Es  ist  also: 

fr  ^  ans* 

Beide  Integrale  auf  der  rechten  Seite  könoen  jetzt  wegen  der  glei- 
chen Gränzen  in  eines  zusammengezogen  werden,  und  dies  gäbe 

eine  sehr  gute  Reduction,  wenn  noch  f\— )  =/(*)  wäre,  weil  man  . 

dx 

dann  /(*)—  als  gemeinschaftlichen  Factor  der  beiden  Kreisbogen 
absondern  könnte. 

Der  Bedingung  /(—)=/(»)  kann  aber  sehr  leicht  genügt 

werden,  wenn  man  f{% )  ==  y(* -+- -j-)  setzt,  wo  gp  eine  beliebige 

Function  bedeutet;  es  ist  dann  durch  Vereinigung  der  beiden  In- 
tegrale 


1  .  Arctan  x  . 
x  +  -)——dx 


o  [Arctan  *  -+-  Arctan  —  J  y(a  -+-  — ) 

Nun  gilt  aber  für  jedes  *  die  Formel: 

Arctan  %     Arctan     =  Arctan  oo  =  -|. 

Dadurch  verwandelt  sich  die  obige  Gleichung  in  die  folgende,  in 
welcher  wieder  ar  für  %  gesetzt  worden  ist: 

/^Arctan  ar.yfcr-t--)  — 

/«  yx  jr        2./o  or'  x  w 


■  - 
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Durch  eine  ganz  analoge  Betrachtung  wird  man  aocb  folgende 

Gleichung  finden: 

/0*SP(*  +  i:)|^«/"t,IÄ  +  4jf(»  +  |)*, 


d.  h. 


/J^.9(.r  +  1)^==0....(2) 


weil  U~\-/±-  =  Q  ist. 

x 


Jede  der  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  kann  zur  Auffindung- 
bestimmter  Integrale  von  aogebbaren  Wertben  dienen,  die  erste, 
wenn  man  die  Function  y  so  wählt,  doss  sich  die  Integration  auf 
der  rechten  Seite  durch  die  gewöhnlichen  Mittel  bewerkstelligen 
lässt,  die  zweite  dadurch,  dass  man  in  ihr  eine  neue  Veränderliche 
für  je  einführt. 


§•  3. 

Nimmt  man  für  die  Anwendung  der  Formel  (1) 
so  wird 

./o  (Tf^  Arc',n  (i+P?  - W 

wobei  das  Integral  ein  rein  algebraisches  für  jedes  rationale  p 
ausführbares  ist.    Z.B.  für     =  1,  2: 

/"*  Arctan  x    ,  n1 
f^x  Arctan  ar    ,         ti       /f.  y 


Setzt  man 


ar7  — oi"  -h  J_  ~  l-nar^» 


so  ergicbt  sich 

wobei  es  ebenfalls  nicht  schwer  ist,  den  Werth  des  Integrales  rechts 
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nach  den  gewöhnlichen  Regeln  zu  bestimmen.  Man  findet  z.B. 
für  die  Fälle    =  !  und 

/**Arctanar     da:       ,tt\*  /~\ 
/o  T+Tr~  "  iT^^T'  ••••(') 

Nehmen  wir  für  die  Anwendung  des  Theoremes  (2) 
ho  ist  wieder 

/  o   x   1  -r-x" 

Von  diesem  Integrale  können  wir  uns  zu  einem  allgemeineren  von 
ähnlicher  Form  erheben,  wenn  wir  für  &  eine  neue  Veränderliche 

—  einführen,  wodurch  sich  die  Grämen  nicht  ändern ;  es  muss  daun 

« 

auch  sein: 

f  /o  arlo»-|-x»' 

oder,  wenn  wir  den  Factor  aV  +  i  weglassen  und  Ix  —  ltt  für 
schreiben, 

Es  handelt  sich  jetzt  noch  um  die  Ausführung_des  Integrales  auf. 
der  rechten  Seite.    Es  wird  aber  für  .r  =  u  [/* 

und  unter  dieser  Form  kann  man  den  Werth  des  Integrales  nach . 
der  bekannten  Formel: 

/»»  %p-Ux          r(p)  r(y) 
o  (i-t-s)^      r(p ■+- 

für  ^r=^=^-4-|  leicht  bestimmen.  Führt  man  diesen  in  die 
Gleicbnng  (9)  ein,  so  ergiebt  sich: 


320 

Ein  Paar  bemerkenswerthe  spezielle  Fälle  dieser  Formel  liefern 
die  Annahmen  /*  =  n  —  \  und  f*  =  »,  wobei  »  eine  positive  ganze 
Zahl  bedeutet.    Vermöge  der  Gleichungen 

r(«t)=r'1.2.3....(«  —  1), 

r(m-r-i)=];3-s- ']^i2m~l)y/Z, 

welche  für  jedes  ganze  positive  m  gehen,  erhält  man  nämlich 


f*.,  1.2.$. ...(n  —  1)        /«  { 

V  /<(nH_j)....(2n  —  1)*  — 


or     *H-l     _1.3.S....(2«-1)      rtfr  . 
./o    xV-i-j:^  2.4.6....(2w)     '  2cti*+\""y  ' 

Für  /t*  =  0  erhält  man  unmittelbar  aus  (10) 

—  .  -=- — ;<*r=  —  .  — ....(13) 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  Formeln  (10)  bis  (13)  bloss  für 
positive  a,  welche  weder  =0  noch  unendlich  gross  genommen 
werden  dürfen,  Gültigkeit  besitzen.  Denn  die  Herleitung  dieser 
Integrale  beruht  auf  der  Voraussetzung,  dass  die  Gränzen  des  frü- 
her "betrachteten  Integrales 

/  o  *  vi  -t-  *rs  7 

sieb  nicht  ändern,  wenn  man  — für  a:  setzt.    Dies  würde  aber  der 

a 

Fall  sein,  wenn  a  =  0,  oc  oder  negativ  genommen  würde. 

Bevor  wir  weiter  gehen,  mögen  noch  ein  Paar  Anwendungen 
der  Formeln  (12)  und  (13)  Platz  finden. 

Man  setze  in  (12)  «  =  0,  1.  2,  3  etc.,  multiplicir«  die  entste- 
henden Glieder  mit  /?,  £/?',  ±ßg  etc.  und  addire  Alles,  so  kommt: 

Bevor  von  einer  Summirung  dieser  Reiben  die  Hede  sein  kann, 
müssen  wir  wissen,  in  welchen  Fällen  dieselben  convergiren.  Dies 
ist  auf  der  rechten  Seite  der  Fall,  wenn  der  absolute  Werth  des 

Quotienten  A  die  Einheit  nicht  übersteigt,  oder  wenn  2<*>/J  ist. 
In  diesem  Falle  ist  die  Summe  der  Reihe  =  Aresin  Ferner 

2« 
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haben  wir  füf  jedes  a  und  jt,  aa-har»>2<ur,  weil  u* — 2cwrH-^r», 
als  Quadrat  von  a  —  .r,  imoier  eine  positive  Grösse  sein  tnuss.  Du 
wir  nun  schon  die  Bedingung  2a>/S  gefunden  haben,  so  ist  um 

so  mehr  a»  -f-      >  /?.r,  folglich  ein  ächter  Bruch,  für  je- 

den  beliebigen  Werth  von  x.  In  diesem  Falle  convergirt  die  Reihe 
unter  dem  Integralzeichen  für  alle  Werthe,  welche  innerhalb 
des  Intervalles  0  bis  oo  annehmen  kann,  und  hat  zur  Summe  den 
Ausdruck 

*•  < 

j  .  ß* 


Führen  wir  diese  Summe  nebst  der  vorhergehenden  in  die  Gleichung 
(14)  ein,  so  ergiebt  sich: 

Setzen  wir  noch  2/J  für  /?,  wo  nun  sein  muss,  so  ist  auch 

rXi£/«2J±L2^_+£!</a:==2^/a.Arctani.  a>  8  U5> 

Ein  ähnliches  Resultat  ergiebt  sich  aus  Formel  (13)  auf  folgende 
Weise.  Alan  nehme  a  veränderlich  =tf,  multiplicire  beiderseits 
mit  ludu  und  integrire  zwischen  den  Gränzen  u  =  « —  g> 
so  ist 

[h%udu[*-J±--da:  =  nrb  ludu.  (16) 

/  a  /  0  «*      X*  /a  V  ' 

Hier  kann  man  auf  der  linken  Seite  die  Ordnung  der  Integrationen 
umkehren  und  zuerst  nach  u  integriren,  wodurch  man  erhält: 

Auf  der  rechten  Seite  von  (16)  ist 

j 

i 

jludu  =  ufa  —  t/  =  /(««)  —  tt, 

folglich 

Führen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  (16)  ein,  so  erscheint 
das  Resultat: 

V 

f<lx  ■  'SmHt'  ^  =  "(ä-i)  +  nl  (17) 
Tbdl  nr.  "  21 


- 
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Die  Grössen  a  und  h  sind  nur  in  so  weit  beliebig,  als  sie  weder 
=  0,  oe  noch  negativ  genommen  werden  dürfen.  Denn  a  und  L 
waren  die  Gränzwcrthe  für  u.  d.  b.  für  das  frühere  o;  daher  gelten 
die  Determinationen  für  a  auch  für  a  und  h. 

* 

§.  5. 

• 

Die  Zerlegung  eines  bestimmten  Integrals  in  andere  von  klei- 
neren Intervallen  ist  auch  mit  grossem  Vortheil  auf  Integrale  von 
der  Form 

f*f(*\n*:t  cos*)^ 

7  0  X 

anwendbar.  Man  denke  sieb  nämlich  die  obere  Gräuze  als  ein  un- 
endlich hohes  Vielfache  von  und  zerlege  dr  in  gemäss  das  Inte- 
gral in  eine  unendliche  Reihe  anderer,  welche  sämmtlich  nach  dem 

Intervall-^-  fortschreiten.  Es  wird  dann ,  /"(sin  jr^  cos^r)  kurz. mit 
f(jc)  bezeichnet, 


Ein  Paar  auf  einander  folgende  Glieder  dieser  Reibe  mit  dem  all- 
gemeinen Index  r  würden  sein: 


I  fix) —  und/  fix) — . 

Im  ersten  setze  man  x^rn  —  x,  im  zweiten  x  =  m-+-x,  so  wer- 
den dieselben 

n 

Will  man  im  ersten  dieser  Integrale  die  Gränzen  vertauschen,  so' 
bat  man  demselben  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  zu  gehen;  da- 
durch wird  es  wieder  nositiv  und  stellt  sich  mit  dem  zweiten  unter 
die  gemeinschaftliche  Form 

/  o     m±  = 

Wenden  wir  diese  Transformation  auf  die  Gleichung  (18)  an,  indem 
wir  r  der  Reihe  nach  =  1,  2,  3,  u.s.  w.  nehmen  und  im  erbten  Inte- 
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grale*  für  x  setzen,  so  erbalteo  sämmtlicke  Integrale  auf  der 

rechten  Seite  die  gleichen  G  ranzen  0  bis  i  und  können  daTier  in 
ein  einsiges  zusammengezogen  werden,  nämlich  in  das  folgende: 


(19) 


«/o1  x  7i—*  ^   tx-j-s  2n  —  x  "+*  *  *** 

Ks  kommt  jetzt  auf  die  besondere  Beschaffenheit  der  Funktion 
f{j?)  an,  wenn  die  unter  dem  Integralzeichen  eingeklammerte  Reih« 
summ.rhar  sein  soll.    Dass  hierbef  die  Funktion  immer  noch  ziem 
lieh  allgemein  bleiben  kann,  wird  man  sogleich  sehen. 


§•  6. 


Man  nehme  erstlich /U)  =  sin  * .  y(sin'*,  cos»*),  wobei  m 
eine  neue  beliebige  Funktion  bedeutet.    |)tt  dieselbe  nur  die  Qaa^ 
drate  von  sin.  und  cos.  enthält,  so  ändert  sie  ihren  Werth  rieht 
wenn  man  n  -  a,  „  -f-  *,  2*-»-  *  u. s.w.  für     setzt.  Die  Zeic U 
folge  in  der  Reihe   IM  hängt  jetzt  bloss  noch  von  sin^  ^  uod" 
da  dieser  positiv  von  6  bis  «r,  negativ  von  *  bis  2*  »d l  so  ab 
wechselnd  ist,  so  wird  das  erste  Paar  Glieder  jener  Reihe  oositiv 

dllier      *  negatiV'         80  PaarWCi8  ^Citer-  WirPhabeu 

n  x 
=/oIT+  JT3^-;n^-2^rr~*~ lsin  cos**)*. 

Die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe  ist  aber  nach  einem  be- 
kannten Satze  =r  J-,  folglich  wird 

&in  s 

n 

f\xu  x .  spfsiu'o:,  cos'.r)  £  =y^(sio'*,  Cos'*)<fc.  (20) 

Da  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  viel  einfacher  als  jenes  auf 
der  linken  ist,  so  wird  es  leicht  sein,  die  Funktion  w  so  zu  wäl, 

toUT^B**  WCfth        ,n,egra,e8  recbts  •■g*ben  kann. 

y(8in»^r,  cos»^)  =  (sin*.r)*.  (cos».r)«, 
so  ist  die  rechte  Seite 


A 


n 

sin2«« .  cos2"«  dx. 
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Für  sin  x  =  a:  gebt  dieses  Integral  in  das  folgende  über: 


5*»— 1 


flx*»{\-x*)  3  dx 

'S  0 

und  dieses  verwandelt  sich  für  x9=y  in 

0 

*./>  *  (l-y)  *  ^ 

dessen  Werth  sich  uach  der  bekannten  Formel 

leicht  angeben  lässt,  wenn  man  p  =  m -\-  \ >  q  —  n-\- {  nimmt. 
Wir  haben  daher 

n 

f\\***x  .  cos**  dx  =  ; .  r(*»-H)r(*»-M) 

und 

/"sin*"+i  *  .  CO»*»  * .  **  ==  ; .  r<»  +  *> r(w  +  *>.  (21) 

Für  ganze  positive  m  und  n  erhält  man  hieraus 

/•^^^■^■■'■'^-'^'•'■•»-'»f  (22) 
«/  0  ^  2.4.6......(2tft-f-2ft)  2  7 

Für  »  =  0  scheint  die  Formel  unbrauchbar  zu  sein.  Man  erhält 
für  diesen  Fall  unmittelbar  aus  (21): 

«/o  ^  2.4.6.. ..(2//i)      2      v  7 

Man  darf  die  Formel  (21)  auch  für  gebrochene  i»  und  n  benutzen, 
sobald  die  Nenner  dieser  Brüche  ungerade  Zahlen  sind.  Denn  wäre 

im  Gegentbeil  z.B.  tn=  £  so  würde 

L  »' 
gp(sina.r,  cos*/r)  =  sin  7x .  cos?\r 

sein,  und  diese  Funktion  hat  im  Allgemeinen  nicht  mehr  die  Eigen- 
schaft, ihren  Werth  zu  behalten,  wenn  man  rir+zx  für  x  setzt, 
wie  dies  cur  Aufstellung  des  Theoremes  (20)  nöthig  war. 

Ein  anderes  bemerkenswerthes  Beispiel  für  die  Anwendung  des 
Satzes  (20)  liefert  die  Annahme: 

y(sm*.r,  cos'a:)  =  ^  +     _  # s\u*x  ~  l  +  2i  <:os  2x  +  i*' 
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Auf  der  rechten  Seite  steht  dann  das  Integral 


/»  dz 
welches  für  *  =  |r  »«        folgende  übergeht: 

dessen  Werth  nach  der  bekannten  Formel 

- — ^-  =  —7==  Arctan    ,  y         .-,  «  » 

a  h-  A  cos  x       V/«*— K«J— b* 

gefunden  werden  kann.    Für  jedes  beliebige  k  ist  hier  1  -f-  A-2 
>  2*,,  folglich  a  >     ferner  l/V— 1>*  ==  l/l  —2**  •+•**,  wofür 
man  l  —  >t*  oder  /:*  —  1  setzen  wird,  jenachdem  fc  «<  oder>  1  ist. 
Wir  erhalten  zuletzt 

y 'x  sin  x  dx  |_2L        *  {241 

0  l  +  2*coa2x-*-Aa  *  x  2  *  1-*' 

wobei  das  obere  Zeichen  für  den  Fall  *  <  l  und  das  uotere  für 
den  Fall  *>1  gilt. 

f  7. 

In  dem  allgemeinen  Theorem  (19)  nehmen  wir  jetzt 

,  /(ar)  =  taD^.y(siti*^r,  cos'ar). 

Die  Zeichenfolge  in  der  dortigen  Reihe  richtet  sich  jetzt  nach 
der  tan.,  und  da  diese  in  jedem  Quadranten  ihr  Vorzeichen  wech- 
selt, so  ergiebt  sich: 

/»*  dx 
tan  x .  9»(sina^r,  cos3.*-)— - 

71 

  f*\ 1         1      I     1   h  ltan*.«>(sin•*,  coa**)<&. 

—Jolx      7i  — s      t* -t- *  2*—* 

Die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe  ist  aber  =cot*  =  -— , 
folglich  haben  wir: 

y^tanar.tfsin'ar,  cos'ar)^  =/jo(sin>*,  cos**)«*»-  (25) 

Vergleichen  wir  dies  mit  dem  früher  gewonnenen  Resultate  (20), 
so  ergiebt  sich:    (  . 

y,o*ton^.y(9in»^cos^)^^%inar.9(«o^  cos'*)^  (26) 
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so  dass  man  also  in  den  Gleichungen  des  vorigen  Paragrnpheo,  ohne 

sie  zu  stören,  den  Faktor  tan  ar  für  sin  ar  »ubstituiren  darf.    Z  H 


y"°sm2w-M  «.  on^-l   1.3.5...  (2ffl-l).l  .3.5 ...  (2»-l )  «  , 
0                                  X  2.4.6  (2«Hh2«)  n-Vn 

Ebenso  folgt  aus 
auch 

/*-;-«-=§  <*> 

uud  aus  dem  Integral  (24): 

y"°  ,tan*  1 

*  8. 

..  WäJ'^nd  wir  bisher  in  der  allgemeinen  Reduktionsformel  für  / 
die  Funktion  y  einmal  mit  dem  Faktor  sin  a:,  das  andere  Mal  mit 
dem  Faktor  tan  x  multiplicirt  gesetzt  haben,  können  wir  auch 

/(sin  x,  cos  x)  =  -4_  y(sin\r,  cos**)  und=  JL. »(.i^, c08'ar) 


nehmen.  Die  Zeichenfolgen  in  der  Reihe  (10)  sind  dann  die  näm- 
hälMeicht*  ^         Beisp'clen  dcr  ParoSrap*»en  5.  und  6.;  man  er- 

n 

y~*  <f{s\n*x,  cos'g)    <Lc       /•2y(s>na*,  cos»»)  . 
0  sin*        •  T  — o/ o   sTn^-  Ä  <30) 

y""  y(sin»ar,  cos»jr)    dx        /^qjsm*x,  cos's)  . 
0          tan  #      *  *  x      J  o  tan»s 

oder,  weil  — —  -i  1  i8t. 

tan«s  sina3 


^  cotx.tt(8in»x,  cos'x)^ 


.  (31) 


Zu  diesen  Säteen  (30)  und  (3!>  wird  man  eben  so  leicht  passende 
Beispiele  finden,  wie  sie  sich  für  das  Theorem  (20)  früher  darboten. 


■ 
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Ein  anderes  bemerkenswerthes  Beispiel  für  die  Anwendung  der 
Gleichung  (19)  liefert  die  Annahme: 

,         '       M  —  tan  x' 

Man  findet  nämlich 

/(*)  H-  *)  =/(2w  -f-  *)  =/(3tt  -f-  x), 

f(n  -  *)  =f(U  _  *)  =fßn -*)....  =  Aj^7a^)x=-/t*), 

mithin 

y"M  »1  -+-  tan  j^aafar 
o     1  —  tan  x'  x 

=  f*{l  +   _»_  +  |  /(i+^jv, 

«/  o    *      n  —  s      rc-f-x     2«  —  s  J—  tanx' 

oder,  weil  die  Summe  der  eingeklammerten  Reibe  =  ist, 

n 

•/o    M-tano:'   x      J  0    ll— tanx'  taus     1  ' 

Setzt  man  in  dem  Integrale  rechts  tau*  =  «,  also  x  =  Arctan  w, 
so  wird  dx  =  j—— — j,  und  wenn  x  =  0,  *  =  —  geworden  ist,  bat 
u  die  Wertbe  0  und  oo  angenommen.  Also: 

/'*  /rL±J^L*P   /"/(1+M>.     du  (33) 
0    ll  — tanx'  tanx      i/q    v1  —  «'  + 

Wollen  wir  jetzt  den  Logarithmus  in  eine  Reibe  verwandeln,  so 
müssen  wir  dieselbe  so  einrichten,  dass  sie  für  alle  Wertbe  von 
«  =  0  bis  u  =  oo  convergirt.  Dies  geschieht  leicht  durch  die  Be- 
merkung, dass 

1     — — 

*  1  —  u  2u 

I  — 

2« 

ist.    Denn  die  vorstehende  Reihe  convergirt  immer,  wenn 

ein  ächter  Bruch,  d.  b.  l+»l>2«  ist,  was  aber  für  jedes  belie- 
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bige  »  stattfindet.  Substituten  wir  diese  Reihe  io  das  Integral  (33) 
und  integriren  jedes  einreine  Glied,  so  ergicbt  sich: 


/"Ar") 

«/  0       1  —  U 


%_dvL 


tt(1"4-w')  \  m\ 

# 

Ein  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  wäre,  abgesehen  vom  Coef- 
fizienten, 

o  (1  -^.w2)^-H^, 
welches  für  «  =  Vü  in  das  folgende  übergeht : 

dessen  Werth  sich  nach  der  in  §.  2.  angeführten  Formel  von  den 
Gammafunktionen  angeben  lässt.  Oerselbe  ist  nämlich  für  p  = 
p -f- 7  =  2*  H- 2,  also  7  =  »-|-  {: 

l.S.5....(2»-l)ly/„   1.3. 5..  ..{In  + 

,   r(w-h4)n«-t-4)  _  ,  2"  2»-H  

112» +2)  * '  1.2.3  (2* -Hl)  ' 

  7f       1.3.5....(2»  — 1)  , 

~~  2*»-«  •     2.4.6. ...(2»)  * 

Für  »=^0  hat  man  unmittelbar 

,    r(i)r(j)_  ,    Vn.\Vn  _  n 

*'    r(2)     **'      l  —2*' 

Substituten  wir  diese  Werth e  für  n  =  0,  1,  2,  3  . . .  in  die  Glei- 
chung  (34),  so  ergiebt  sich 

folglich  vermöge  der  Gleichungen  (33)  und  (32): 
Nimmt  mun  ähnlich 
so  findet  sich 
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4 

wie  man  auch  mit  Hülfe  der  Formel  (23)  ableiten  kann,  wenn  man 
den  Logarithmus  in  eine  Reihe  verwandelt  und  jedes  einzelne  Glied 
integrjrt.  Man  darf  hier  eine  solche  Reibenentwickelung  anneh- 
men, weil  die  Reihe 

^l  —  sinar  "  ' 

convergirt,  indem  sin  ar  ein  ächter  Bruch  ist.  Wollte  man  dage- 
gen in  der  Formel  (35)  für  den  Logarithmus  die  Reihe 

t 

4|tan tou,a?-f-|tan,.r-T-  ....{ 

setzen,  so  würde  ein  ganz  falsches  Resultat  erscheinen,  weil  die 
Reihe  nicht  für  alle  Werthe,  welche  x  in  dem 'Intervalle  0  bis  oo 
erhalten  kann,  convergirt. 

Ebenso  unrichtig  würde  es  sein,  den  Werth  des  Integrales 

dadurch  finden  zu  wollen,  dass  man  für  taoor  die  Reibe 

setzte  und  jedes  einzelne  Glied  integrirte.   Man  wurde  finden 

/""tan*  .  2»(2*-P  D   <*>    l   2«(2«-l)  „   oe » 
0   —d*—      1.2     *'T  +  1.2.3.4  Ä»-T"*"  - 

d.  b.  =oo,  weil  alle  Glieder  positiv  sind.  Dos  Resultat  erweist 
sieb,  mit  Formel  (28)  verglichen,  als  falsch;  was  daher  rührt,  dass 

jene 'Reihe  nur  dann  tan  x  zur  Summe  hat,  wenn  a:  nicht  >>  - 
ist.    Für  ar  =  —  divergirt  sie,  darüber  Linaus  um  so  mehr,  während 


tan  (J-t-^r)  =  —  cot^r  ist.  —  Wieder  ein  Beispiel,  wie 
tig  man  beim  Gebrauch  unendlicher  Reihen  sein  muss! 
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Geometrischer  Lehrsatz. 

Von 

Herrn  L.  Mossbrugger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonsschule  tu  Aarau. 


In  dem  Dreieck  BAC  (Tuf.  IV.  Fig.  6.)  balbireo  die 
Linien  BE  und  CD  die  Winkel  ABC  un&ACß,  überdies 
\stBE=CD;  man  aoJl  beweisen»  dass  AB  =  AC,  also 
das  Dreieck  BAC  gleichschenklich  ist*). 

Setzen  wir  AB  =  c,  AC—b,  BC=a,  BC=iß,  BE  =  y, 
so  ist  nach  einem  bekanuten  geometrischen  Satze: 

oy         ac\a+b+c\  \a-j-{c-b)\ 

,          ab\m-\-b+c\  \a— (c— A)( 

,  '  —  {a+J>y 

Weil  nach  der  Voraussetzung  ß=yt  so  ist,  wenn  wir  c — h  mit  jc 
bezeichnen,  a-+-(c — b)=a~\-a:  y  a — (c  —  b)=za —  ar,  c=i+j; 
a-{-c=.a-\*b-\-x,  und  daher: 

(Ä-hx)  (a-+-ar)    6(at— 

(a+A-f-*)'    —  (*h-A)" 

woraus  wir  die  Gleichung 

|(a+Ä)»(«+^)-f-(o-f-^)(«-f-3Ä)^H-^|«-=0  ...  (1) 
erhalteo. 

Dieser  Gleichung  wird  Genüge  geleistet 

a)  wenn  :  or  =  0,  oder  c  —  £  =  0; 

„    „  (a-r-^)M«H-^)  +  («+Ä)(«-T-3Ä)^+^=0 

ist.    Aus  a)  folgt  c  =  £,  was  zu  beweisen  war.    Aus  b)  folgt, 
auch 

ba:*  +  (a-\-b){a-*-M)ar+{a-\-by{a+U)=0. 


"*)  Der  Herr  Verfasser  des  -vorliegenden  Aufsatzes  schreibt  mir  bei  des- 
sen Uebersendung,  dass  ihm  der  obige  Lehrsatz  von  Herrn  Prof.  Steiner 
zu  Berlin,  als  derselbe  ihn  auf  seiner  letzten  Sch weizenreise  besuchte,  mit 
der  Bemerkung  mitgetheilt  worden  sei,  dass  der  Beweis  dieses  Lehrsatzes, 
ungeachtet  dessen  scheinbarer  Geringfügigkeit,  doch  mit  einigen  Schwierig- 
keiten verbunden  sei.  Herrn  Professor  Steiner  sei  aber  der  Lehrsatz  vor 
zwei  Jahren  von  Herrn  Prof.  Lehinus  in  Berlin  vorgelegt  worden.  G. 
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Sind  a/  und  a?'  die  Wurzele  dieser  Gleichung,  so  ist  nach  einigen 
Reductionen: 

a?  =  —  (a-*-6)  .  (2) 

Es  folgt  also  aus  (2)  nach  den  obigen  Annahmen,  dass 
—        —  («r+6)  wl«r  c  =  —  a  .  .  s .  (4) 
sei,  und  aus  (3),  dass 

c-*  =  -("-'»"^>  «I..  c  =  - ...  (5) 

Aus  (4)  geht  aber  hervor,  dass,  wenn  w\rAß'=BC  machen  und 
mit  C  verbinden ,  alsdann  die  Winkel  ß'BC  und  ZI'£Ä  durch 
die  Linien  /M?  und  CD'  halbiren,  endlich  diese  bis  zu  ihren  re- 
spectiven  Durchschnittspunkten  E  und  D'  mit  CB  und  BB  ver- 
längern, auch  in  diesem  Fall 

Zf£T  =  CD' 


Endlich  folgt  noch  aus  (5),  dass,  wenn  wir  zu  b  u.  X/(a-\-b)--\-ab 
die  dritte  Proportionale  suchen,  und  diese  auf  die  Verlängerung  der 

Linie  BA  von  A  nach  Ä"  tragen,  so  dass  also  AB'  =  K«+*)'+«*< 

ist,  alsdann  Ä"  mit  C  verbinden,  und  die  Winkel  /TtfC,  B'CB 
durch  die  Linien  2Tß"  und  £ZT,  welche  .///?  und  .^Cin  ZT  und 

treffen,  halbiren,  auch  in  diesem  Fall  BE'  =  CD'  sei. 

Eine  zweite  mehr  elementare,  aber  nur  den  einzigen  verlangten 
Fall  beweisende  Deduction  des  Satzes  ist  folgende: 

Wir  setzen  folgende  geometrische  Sätze  als  bekannt  voraus: 

BC  :  AB  =  EC\  AE  (1) 

BC:  AC=z  BD  :  AD  (2) 

und  BE*=zBCxAC—BDxAD  (3) 

CD*  =  BCxAß-ECxAE  (4) 

Da  nun  BEz=  CD,  so  folgt  aus  (3)  und  (4) 

BCXAC—BDXAD=BCXAB-ECXAE  ...  (5) 

Weil  aber  Aß  =  BD  +  AD,  und  AC=  EC-{-  AE  ist,  so  er- 
halten wir  leicht  aus  (1),  (2)  und  (5)^ 

B  CX  EC+  BCX  AE-  BDxADz=BCxBD+BCxAD 

—  ECX  AE  (6) 

BCx  AE=  EC  (BD  -f-  AD), 
BCxAD  =  BD(CE+AE)\ 
folglich  wird  auch  No.  6  zu: 

BCxEC+ADxEC+-AExEC=BCxBD+AExBD+ 

ADxBD  oder 
ECx\BC+AD+AE\=BDx\ßC-{-AD-i-AE\  oder 

EC=  BD, 

In  den  Dreiecken  BEC  und  BDC  sind  daher  alle  Seiten  gleich, 
mithin  diese  congruent,  und  daher  <ECB-=<.DBC,  folglich 
auch  Aß  =  AC,  was  zu  beweisen  war. 
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XXXV. 

« 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Ein  geometrischer  und  ein  arithmetischer  Satz. 

Von  dem  Herrn  Professor  Pross  an  der  polytechnischen 

Schule  zu  Stuttgart. 

Satz  1. 

Kennt  man  von  einem  geradlinigen  Dreieck  den  Halbmesser  r 
des  einbeschriebenen,  den  11  des  umschriebenen  Kreises  und  den 
q  eines  der  äussern  Berüliruogskrcise,  und  setzt  der  Kürze  wegen 

\;  f*"*?*^ — £  =  «•,  so  findet  man  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  durch 

die  Gleichung: 

—  2mgx3  +  (m9Q*  +  r»  -f-  \Rr)j?  —  AmqRr  =  0. 

Satz  2. 

* 

Eine  decadische  Zahl  ist  durch  10.»  +  «  tbeilbar,  wenn  der 
Unterschied  zwischen  dem  »fachen  der  letzten  und  dem  «fachen 
der  übrigen  Ziffern  durch  10.  »-|-«  theilbar  ist;  oder  sie  ist  durch 
10«  — «  theilbar,  wenn  die  Summe  aus  dem  «fachen  der  letzten 
und  dem  «fachen  der  übrigen  Ziffern  durch  10 . « —  «  tbeilbar  ist. 
(In  beiden  Fällen  bezeichnet  «  jede  beliebige  gunze  Zahl  von  0  an 
und  «  die  einfachen  Ziffern  von  0  bis  9.) 

So  ist  z.  B. 

301  tbeilbar  durch  43  =  40      3  =  10  .  4  -|-  3,  weil 

30  .  3  —  4  .  1  =  86  durch  43  theilbar  ist. 
261  theilbar  durch  29  =  30  —  1  ==  3  .  10  —  1,  weil 

3  .  1  -T-  26  .  1  =  29  durch  29  theilbar  ist. 
1157  theilbar  durch  89  =  90—  1=9.10  —  1,  weil 

7  .  9  -f-  1  .  115  =  178  durch  89  theilbar  ist. 
816  theilbar  durch  68  =  70  —  2  =  7  .  10  —  2,  weil 

7  .  6  +  2  .  81  =  204  durch  68  theilbar  iBt. 


■ 
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Lehrsatz  von  den  Binomialkoeffizienten. 

Voo  dem  Berrn  Doctor  0.  Schlömilch  zu  Weimar. 

Bezeichnet  /*  eine  beliebige  Grösse,  n  eioe  ganze  positive  Zahl, 
ist  die  Summe  der  (*-+-  I)gliedrigen  Reibe 


p9n0  plnt  A<t»>  

if4  —  n)a  ift  —  »-I-2), 

=  für  ein  gerades  n 

und  =  0  für  ein  ungerades  n. 

Wie  lässt  «ich  dieser  Satz,  der  gelegentlich  gefunden  wurde, 
auf  elementarem  Wege  beweisen? 


M  i  s  c  e  1 1  e  n. 


>  - 


Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Professor  Steichen 
an  der  Ecole  militaire  de  Belgique  zu  Brüssel  an  den 

Herausgeber. 

JVi  lu  dans  le  deroier  No.  de  votre  estiinable  Jourual  •)  rinonce* 
d'un  principe  geueVal  de  mecanique,  qui  nc  me  parait  gueres  nou- 
veau  (si  toutes  fois  j'en  ai  bieii  compris  le  sens),  et  que  j'e'tablis 
de  la  nianiere  suivante  dans  mon  cour«  de  mecanique,  que  je  pro- 
fuse ä  l'Ecole  militaire.  Quand  des  forces  appliquees  a  un  Systeme 
quelconque  de  corps  ne  se  font  pas  equilibre,  il  y  aura  mouveiuent 
apres  un  temps  quelconque  t,  et  pendant  l'instnnt  suivant  <//,  ces 
forces  modiJieront  iußuiinent  peu  les  vitesses  des  differeutes  masses 
du  Systeme;  mais  ces  aecroissements  de  vitesse  instantancs  donne- 
ront  lieu  ä  des  reactions,  et  Pequilibre  subsiste  entre  les  forces 
soliieitantes  et  ces  forces  de  reaction  dues  ä  l'inertie  de  la  maticre: 
En  eflet  les  forces  modificatrices  transmettent  par  leur  action  im- 
roldiate  ou  par  le  moyen  des  lois  de  liaison  des  efforts,  les  quels, 
s'ils  Itaient  pris  en  sens  contraire,  feraient  equilibre  aux  forces  pro» 
pose*cs,  puisqu'ils  empeclieraicnt  ces  modifications  de  vitesse:  mais 


•)  Literarischer  Beriebt.  Nr.  XII.  S.  184.  G. 
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ces  efforts  ainsi  envisage*s,  sont  precisement  la  mesure  des  rlactiona 
d'inertie.  Donc  il  y  a  equilibre  eotre  les  forcea  sollicitantes  et  les 
reactions  d'inertie.  On  voit  que  le  principe  est  la  generalisation 
naturelle  d'uu  principe  qui  date  de  Newton,  et  qui  eBt  connn  sous 
le  nom  d'e'galite'  de  l'action  et  de  la  rlaction;  l'idee  de  cette  v('n6- 
ralisation,  je  ne  hate  de  le  dire,  ne  m'appartient  meme  pas;  je  Tai 
puisde  dans  le  cours  de  mecanique  malheureusement  trop  neu  rlpandu 
encore  de  Monsieur  Poncelet;  mais  ie  pars  de  la  pour  e"tablir  eo- 
suite  toutes  les  autres  notions  de  dynamique  et  pour  montrer  le 
moyen  de  mettre  en  equations  tous  les  problemes  possibles;  ce  qui 
dispense  du  fameux  principe  de  D'Alembert  qui  me  parait  moins 
clair,  moins  dircct,  etsurtout  plus  embarrassunt  dans  les  applications. 
Traduisons  maintenant  l'enonce  en  formule.  Soient  P,  P  P' .  .  .  '. 
les  forces  applique*es  a  de  certains  points  A,  A*,  A",  !...'d*un  Sy- 
steme de  masses  m,  m',  m\  m"f . . . .;  «,  v'.  t/\  v"'....  les  vitesses  de 

celles- ci  apres  le  temps  t,  et  dv,  dd,  dtf,  dtT  les  accroisse- 

ments  de  vitesse  instantanes  engendes  par  les  forces  donnees-  la 
masse  m  e"prouve  donc  de  la  part  de  ees  forces  un  effbrt  de  pres- 

sion  dans  Ie  sens  de  v  donne*  par  I'equntion  <p  =zm .      En  admet- 

tant  une  notation  analogue  pour  les  autres  masses,  on  voitevidem- 
ment  que  l'equilibre  doit  subsister  entre  les  forces  P,  P,  P' .  . . . 
et  entre  les  forces  —9,  —  g>',  —  y",  —  9p"'....,  qui  seraient  ap^ 
pliquecs  ä  **,  *»',  *r",  «■'"....,  puisqu'ainsi  les  impressions  eprouvees 
par  ces  masses  seraient  deiruites  par  des  forces  Igales,  et  oppos^es: 
donc  en  nommaut  de,  de*,  de",  de'"  ....  les  cbemins  decrits  en 

vertu  des  vitesses  aetjuises  v%  v'  ,  pendant  le  temps  dt,  on  aura 

par  le  principe  des  vitesses  virtuelles  efiectives: 

Pdp -\-Pdp'+P'dp"+... -9.de- 9'. de* — 9" . de" — 9'»de"'. .. e tc.  ==  0 

ou  abreViativement,  et  a  cause  de  de=zvdt,  de'=t/<h  , 

Z.Pdp-2.m.^.vdl=2.Pdp-Z.m.^.de=zO, 

equatioo  qui  exprime  le  principe  des  forces  vives  instantanles;  qui 
conduit  aussi  par  Pinte"gration  a  celui  des  forces  vives  finies,  et 
qui  se  trouve  aussi  deroonfree  deja  dans  le  cours  de  Mr.  Poncelet. 
Conime  on  a,  en  nommant  (t  •  •  •  •  les  poids  des  masses  m, 

m'm  «•"....,  amenees  ä  la  surface  terrestre,  00  evalucra  ces  der- 

nieres  par  les  equations:  «*  = — ,  «j'=  — . g  exprimant  la  vi- 
tesse acquisc  par  un  grave  pendant  une  seconde:  ce  qui  pernio t 
d'ecrire  aussi: 

Qz=2.Pdp-2-^.de.dv=2.Pdp--±.t.2.Q.dv.deJ.... 

equation  qui  exprime  saus  doute  l'enoucä  mdrne  du  principe  eo 
question:  mais  supposons  maintenant  qu'apres  le  temps  /  on  puisse 

aneantir  fout-a-coup  les  Vitesses  des  masses  m%  m\  m"  «uns 

troubler  toutefois  la  ligure  du  Systeme;  des  lors  on  pourra  lui  im« 
primer  un  deplacement  arbitraire,  dans  lequel  les  points  d'application 
A,  A\  A"  decrivent  les  cbemins  dp,  (f//,  <$>''....  suivant  les 
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ligoes  ri'uction  des  forces  P,  /*,  P™ . . . .,  et  ceox  des  points 
d'npplication  wr,  »»',  «»"....  des  forces  —  9,  —  9/,  —  9",  —  9'"  . . . . 
decriront  uussi  des  cherains  arbitraires  Se,  ÖV,  de",  Se"'  et  Ton 


2 .  PSp  —  Z.<p.Se  =  0, oul  PSp  L.v  Q.dv.Se  =  0 

gat 

et  cette  eVjuatton  est  plas  generale  que  celle  donne*e  ti'obord.  Au 
reste  ce-ci  ne  Baurait  en  rien  porter  atteinte  au  merite  de  l'ouvrage 
annonce^,  et  it  n'y  a  sans  doute  pas  d'inconvenient,  Monsieur,  de 
voir  presente'  quelques  Observation«  a  cet  e'gard. 

Si  k  I'avenir  les  remarques  de  01a  part,  sur  la  mecanique  ra- 
tionoelle  et  appliquee,  ayaut  quelque  meVite  de  nouveaute*  peuvent 
faire  plaisir  ä  vos  lecteurs,  je  prendrai  la  libcrte"  de  vous  eo  com- 
muoiquer  plusieurs;  nour  le  moment  je  me  bornerai  ä  ce  qui  suit. 
Depuis  long-temps  je  m'£tais  apperc,u  de  la  faute  commise  par 
Poisson  aux  sujet  des  axes  prineipaux  et  qui  a  6te  signalee  daus 
votre  journal.  Kn  effet  dans  la  theorie  gdoeVale  que  j'e'tablis  sur 
les  axes  prineipaux  des  corps,  et  qui  comprend  daos  les  coosequen- 
ces  tous  les  resultats,  trouves  anterieurement  par  Poisson,  Bi- 
net  et  Ampere,  se  demontre  la  proprilte*  suivaote:  Toutes  les 
fois  qu'uo  solide  est  pourvu  d'uu  point  fixe,  situe*  daos 
l'un  de  ses  trois  plaos  prineipaux  du  centre;l'un  des  trois 
axes  perroaoents  de  rotation  cn  ce  point  est  normal  au 
plan,  et  les  deux  autres  se  trouvent  dans  ce  memo  plan 
ou  ils  occupent  une  position  qu'uo  peut  calculer.  Ce 
tbeoreme  conduit  ä  une  conclusion  en  etfet  opposle  a  celle  de  Poisson, 
comme  on  Pa  remarque.  Voici  un  autre  tbeoreme  sur  cette  raatiere, 
qui  parait  egalement  nouveau:  Les  trois  axes  permanents  de 
rotation,  relatifs  a  uo  point  fixe,  quelconque  d'un  solide 
de  rlvolution,  sont  l'un  perpendiculaire  au  plan,  de*ter« 
mine*  par  ce  point  et  par  Taxe  de  re*volution,  et  les  deux 
autres  occupent  daus  ce  plan  une  position  que  notre 
theorie  permet  de  calculer.  Dans  un  solide  homogene 
de  lere  classe  un  point  fixe  quelconque  (0),  inte'ricurou 
extlrieur,  et  difierent  du  centre  d'inertie  (/)  est  ce 
que  je  nomine  un  centre  de  radiation  plane  normale 
a'axes  prineipaux:  c'est-ä-dire  que  tous  les  axes  en  ce 
point  situls  dans  un  plan  normal  k  la  Hgne  centrale  Ol 
sont  des  axes  permanents  de  rotation  du  solide,  et  ils 
correspondent  tous  k  des  moments  d'inertie  du  corps, 
Igaux  entr'euz. 

Pour  le  moment  je  ne  pousscrui  pas  plus  loin  cette  enumeration. 
Mais  si  des  resultats  de  ce  genre  pourront  vous  faire  plaisir,  Moo- 
sieur,  et  etre  utiles  a  vos  lecteurs,  je  vous  prierai  de  bien  vouloir 
ra'en  donner  avis,  et  des  lors  je  mettrai  tout  mon  travatl  en  ordre, 
et  m'empresserai  de  vous  le  communiquer  * ).  Je  termine  par  une 
derniere  remarque;  eile  se  rapporte  k  la  3eme  loi  de  Kepler.  Kn 
admettant  cette  loi  comme  un  rdsultat  d'observation,  les  auteurs 


)  Ich  sehe  mit  Vergnügen  diesen  Mittheilungen  entgegen  und  werde  sie 
sehr  gern  in  das  Archiv  aufnehmen,  so  weit  es  irgend  der  Raum  ge. 
stattet.  Gr. 
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de  mlcaoique  en  concluent  que  la  force  attractive  du  soleil  sur  deux 
planetes  de  meine  müsse  et  a  meme  distance,  est  la  meme,  partaot 
que  l'nttraction  inberente  ä  la  matiere  inerte  est  indlpeudante  de 
la  nature  cliimique  des  corps  nttirls.  Pour  notre  part,  nous  pensooa 
qu'il  vaudrait  mieux  reoverser  la  tbese,  et  raisouner  de  la.maniere 
suivante:  Dans  la  maniere  de  roesurer  Icb  forces  on  peut  et  Ton  doit 
deja  admettre  tacitemeot  que  l'intensite'  d'uue  force  £valuee  en  com- 
bre,  est  proportionnclle  ä  la  quantite"  de  raouvement  qu'elle  engendre 

en  Tunit^  de  temps,  et  qu'on  a  en  glnlral  gp  = »» equation  oü 

l'on  fait  abstractiou  de  la  nature  ebimique  de  la  masse,  puisque 
celle-ci  u'entre  dans  la  formule  que  par  sa  quanlile'.  Pour  prouver 
inaiotenant  qu'il  en  doit  ßtre  aiosi,  on  a  ä  faire  voir  que  toutes  les 
forces  sont  comparablea  a  des  poids;  car  Texplrieoce  prouve  que 
Facceldration  terrestre  est  la  inline  pour  tous  les  corps  que  nous 
manious  ici  bas,  et  que  par  suite  eile  est  indlpendaute  de  la  nature 
ebimique  de  ces  corps.  Donc  puisque  Pinduction  nous  porte  ä  con- 
sidlrer  la  pesaoteur  terrestre  commc  un  cas  particulier  de  la  gravi- 
tation  universelle,  il  fout  qu'en  glneral  celle-ci  snit  independante 
de  la  nature  des  corps  attire's;  donc  il  devicut  Evident  aiosi  qu'a 
distances  Egales  et  sur  des  masses  egales  l'action  du  centre  attrnetif 
est  la  mdme.  Mais  en  nnmmant  P%  l'acce'le'ration  d'unc  planete  pla- 
cee  a  une  distance  initiale  r, ,  T  la  dure*e  de  sa  revolutiou  sy<te- 
rale,  a  le  demi-grand  axe  de  son  orbile,  on  a  par  la  tblorie  con- 

nue:  Pt  =  I     1   jri:  pour  une  outre  planete,  place'e  a  une  di- 

jt y     ^rri  partant: 


Mais  puisque  les  nccdllrations  Px  ,  sont  inddpendantes  de  la 
nature  des  masses  plane'iaires,  la  loi  des  forces  inversement  propor- 
tionnelles  aux  quarres  des  diatances  s'observe,  et  Pou  aura  parsuite 
/",.*•','  =  iV,5:  partaot:  T3  :  T'*  =  a*  :  «'» ,  ce  qui  demontre 
rigourcusement  la  troisieme  loi  de  Kepler. 


Berichtigung. 


Seite  240  ganz  am  Ende  setze  man  kömmt  statt  könnte.  — 
Auf  Seite  266,  Zeile  17  und  35,  und  auf  Seite  267,  Zeile  10  und  25, 
setze  man  statt  der  Nummern  1),  2),  3),  4)  die  Nummern  l.,2.,  3.,  4. 


XXXVII. 

• 

Mittheilungen  über  die  Construction  von  Tan- 
genten, Krümmungshalbmessern  und  Normalen 
an  Curven,  deren  Natur  völlig  unbekannt  ist. 
Rectification  und  Quadratur  der  Kreisevolvente 
und  der  entwickelbaren  Schraubenflache. 

Von 

Herrn  Wilhelm  Pressel, 

Ingenieur -Eleven  auf  «1er  polytechnischen  Schule  zu  Stuttgart. 


Ehe  ich  auf  die  Sache  seibat  eingehe,  glaube  ich  Folgendes 
aber  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Curven  vorausschicken  zu 
müssen. 

Ich  denke  mir  eine  jede  Curve  zusammengesetzt  ans  einer  Reihe 
von  anendlich  kleinen,  gleich  langen  geradlinigen  Elementen;  als- 
dann wird  bei  jedem  Punkte  die  Verlängerung  des  zunächstliegen- 
den Elements  die  Richtung  der  Curve  in  besagtem  Punkte  angeben 
und  diese  Verlängerung  beisst  alsdann  die  Tangente.  Man  kann 
zur  Tangente  auch  auf  folgende  Art  gelangen:  man  zieht  durch  den 
auf  der  Curve  angenommenen  Punkt  eine  Anzahl  Secanten,  so  wer- 
den auf  denselben  Sehnen  von  verschiedener  Länge  abgeschnitten, 
und  man  kann  alsdann  diejeuige  Secante  die  Tangente  für  den  ge- 
gebenen Punkt  nennen,  auf  welcher  eine  unendlich  kleine  Sehne 
abgeschnitten  wird. 

Denkt  man  sich  nun  eine  Curve  als  zusammengesetzt  aus  un- 
endlich vielen  gleich  grossen  geradlinigen  Elementen,  so  werden 
diese  Elemente  Winkel  mit  eioander  bilden,  die  mun  Contingenz* 
winkel  nennt,  und  welche  dazu  dienen,  die  Krümmung  der  Curve 
in  jedem  beliebigen  Punkte  zu  messen.  Da  nämlich  die  Elemente 
der  Curve  gleich  lang  sind,  so  werden  im  Allgemeinen  die  Contin- 
enzwinkel  verschieden  sein,  und  man  kann  die  Krümmung  einer 
urve  in  einem  gegebenen  Punkte  dem  zugehörigen  Contingenz- 

H*od  IV.  22 
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wiokel  proportional  setzen;  denn  man  sieht,  dass  die  Curve  «ich 
desto  raebr  biegt,  je  grösser  der  Contingenzwiokel  ist. 

Die  Krümmung  einer  Curve  in  einem  beliebigen  Punkte  wird 
aber  gewöhnlich  durch  den  Halbmesser  eines  Kreises  geinessen, 
welcher  in  dem  angenommenen  Punkte  die  zwei  zunächstliegenden 
Elemente  mit  der  Curve  gemeinschaftlich  bat,  oder  zwischen  weU 
,  chem  Kreise  und  der  gegebenen  Curve  eine  Osculation  der  zweiten 
Ordnung  Statt  findet.  Diesen  Kreis  nennt  man  den  Krümmungs- 
kreis,  seineu  Halbmesser  den  Krümmungshalbmesser  und  sei« 
nen  Mittelpunkt  den  Krümmungrmi ttelpunkt  für  den  angenom- 
menen Punkt  auf  der  gegebenen  Curve. 

Es  seien  nun  AB  und  AC  (Taf.  VI.  Fig.  1.)  die  Elemente  einer 
Curve,  welche  sich  in  dem  Punkte  A  begegnen,  der  Contingenz- 
winkel  //^//==m,  so  muss  mau  also,  um  den  Krümmungshalbmes- 
ser zu  erhalten,  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  bestimmen,  von  wel- 
chem AB  und  AC  zwei  Elemente,  d.  h.  zwei  unendlich  kleine 
Sehnen  sind.  Man  halbire  beide  Elemente  in  /^und  G  und  errichte 
in  diesen  Punktetr  auf  denselben  Perpendikel,  so  wird  der  Punkt  B% 
in  welchem  sich  dieselben  schneiden,  der  Mittelpunkt  des  krüm- 
mungskreises  und  also  EA  der  Krümmungshalbmesser  sein.  Mau 
sieht  nun  leicht,  dass  der  Winkel  FEG  dem  Contingenzwinkel  <f> 
gleich  ist,  nnd  man  hat  demnach 

FA  —  EA  sin  £,  AB  =  2FA—2EA  sin  f. 

Da  aber  y  ein  unendlich  kleiner  Winkel  ist,  so  kann  man  statt  sei- 
nes Sinus  den  Bogen  selbst  setzen,  also: 

AB=:2EA.£  =  EA.9. 

Mezeichnet  man  nun  die  Länge  der  Elemente  AC  und  AB  mit  d», 
den  Krümmungshalbmesser  mit  /},  so  hat  man  nach  dem  Obigen 

Da  aber  nach  der  Annahme  die  Krümmung  eioer  Curve  dem  Con-  ' 
tingenzwinkel  proportiooirt  ist,  so  sieht  man  aus  No.  2,  dass  die- 
selbe auch  umgekehrt  proportiooirt  ist  dem  Krümmungshalbmesser. 

Erste  Aufgabe. 

Es  ist  eine  Curve  UV  (Taf.  VI.  Fig.  2.)  gegeben  (ver- 
zeichnet), deren  geometrische  Eigenschaften  unbekannt 
sind,  es  soll  für  einen  beliebigen  Punkt  M  derselben 
die  Tangente  und  der  Krümmungshalbmesser  construirt 
werden. 

(I.eroy,  Geometrie  discriptive.   f.  572  ,  676.) 
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Krste  Auflösung. 

Man  ziehe  durch  den  Punkt  M  verschiedene  Seimen  MJ,MB% 
MC..,.  MDy  ME....,  verlängere  dieselben  und  mache  Aa  = 
Bb  =  Cc  = ....  =  Dd  =  z=  ....  alle  gleich  einer  beliebig  an- 
genommenen Länge  /,  nnd  verbinde  die  Punkte  a.b^c ....  d\e.... 
durch  eine  stetige  Curve  (J'V.  Bezeichnet  nun  (Taf.  VI.  Fig.  3. 
und  Fig.  4.)  P  einen  beliebig  auf  der  Curve  UV  angenommenen 
Punkt  und  p  seinen  entsprechenden  Punkt  auf  (J'V ',  m  die  Länge  4 
der  Sehne  MP%  so  hat  man: 

Mp  =  i  +  *  (Taf.  VI.  Fig.  3.),  Mp  =  /-  #  (Taf.  VI.  Fig.  4.) 

\immt  man  nun  den  Punkt  p  uueudlicb  nahe  bei  M,  so  wird  .»  im 
Yerhältniss  zu  /  unendlich  klein  und  kann  also  vernachlässigt  wer- 
den. Bezeichnet  nun  (Taf.  VI.  Fig. 2.)  m  den  dem  Punkt  M  ent- 
sprechenden Punkt  auf  V  V\  so  hat  mau  Mm  =  /-f-  d»  oder  ss  /. 
Man  erhält  also  den  Punkt  m,  indem  man  von  M  aus  mit  dem 
Halbmesser  /  einen  Kreis  beschreibt;  alsdann  wird  der  Punkt,  in 
welchem  dieser  V  V  schneidet,  der  gesuchte  Punkt  m  sein,  und 
verbindet  man  diesen  Punkt  mit  Mt  so  ist  diees  die  Tangente  für 
letzteren  Punkt. 

Bs  seien  nun  MA  =  MB  =  dt  (Taf.  VI.  Fig.  5.)  die  Elemente 
der  Curve  £/P,  welche  sich  in  dem  Punkte  M  begegnen,  so  erhält 
man  die  entsprechenden  Punkte  a  und  b  der  Curve  V  V\  indem 
man  Aa  =  ab  =  /  macht,  so  dass  also  die  Linie  ab  die  Richtung 
der  Tangente  des  Punktes  m  der  Curve  Ii'  V  angibt.  Fällt  man 
von  b  aus  doB  Perpendikel  6b'  auf  Aa,  so  hat  man: 

bb  zszMb  sin  y,  Mb'  =  Mb  cos  9. 

Da  aber  m  ein  unendlich  kleiner  Winkel  ist,  so  kann  mau  statt  sei- 
nen Sinus  den  Bogen  «elbst  und  statt  seines  Cosinus  den  Werth 
1  setzen,  so  dass  also: 

Mb'  =  Mb     \    °  Cr    |  Mb'  =  /—  dt. 
Ferner  ist  alt  =  Ma  —  Mb'  =  (l ds)  -  {l  -  dt)  =  1d*  und: 
tnn„  „_!^L_         t  _  h      <rd*  _  fr  <r 

lang  O  —  jjjr —      «j^ —   ;y  ,    —  ;ry 


'2ds       1dl  2' 

Da  aber  der  Krümmungshalbmesser  ß  des  Punktes  M  =  — ,  so 
1 

ist  J£  =  —  und  also,  wenn  man  dieas  substituirt: 

- 

tang  «=5jj  —  |  oder  (da  £  unendlich  klein  ist) 

22* 
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Diese  Formel  kann  dazu  dienen,  den  Krümmungshalbmesser  des 
Punktes  M  der  Curve  UV  zu  bestimmen  (Taf.  VI.  Fig.  6.). 

Construirt  man  nämlich  die  Tangente  mT  der  Curve  U'V 
(ganz  auf  dieselbe  Art,  wie  diess  bei  der  Construction  der  Tangeote 
Mm  gesehenen  ist),  kalbirt  Mm  in  E,  fällt  von  E  aus  ein  Per- 
pendikel EF  auf  die  Tangente  m  T  und  verlängert  dieses,  bis  es 
die  Normale  des  Punktes  M  in  O  trifft,  so  ist  dieser  Punkt  O  der 
Krümmungsmittelpunkt  für  den  Punkt  VW  der  Curve  UV»  denn  es  ist: 

MO  =  .**  =  ' 


tang  «       2  tang  a 

Anmerkung.  Da  die  Länge  /  ganz  beliebig  ist,  so  kann  man 
sich  dieselbe  ändern  lassen,  und  man  wird  auf  diese  Art  ein  System 
von  Curven  U'V  erhalten,  welche  sich  alle  in  dem  Punkt  Ar*  schnei- 
den, hbenso  erhält  man  alsdann  auf  jeder  dieser  Curven  einen 
Punkt,  welcher  dem  Punkte  m  entspricht.  Construirt  man  nun  für 
alle  Curven  U'V  in  den  Punkten  m  die  Tangenten,  so  werden 
diese  eine  neue  Curve  einhüllen,  leb  habe  die  Gleichung  derselben 
gesucht  und  gefunden,  dass  es  eine  apollonische  Parabel  ist,  deren 
Axe  die  Normale  des  Punktes  M,  deren  Scheitel  dieser  Punkt  M 
selbst  ist,  und  deren  Brennpunkt  die  Entfernung  Zß  von  dem  Schei- 
tel M  hat,  so  dass  also  der  Krümmungshalbmesser  dieser  Parabel 
für  ihren  Scheitel  M  4mal  so  gross  ist,  als  der  der  Curve  UV 
für  denselben  Punkt. 


Zweite  Auflösung. 

Man  ziehe  Sehnen  durch  den  Punkt  M  (Taf.  VI.  Fig.  7.)  und 
verlängere  dieselben,  bis  sie  eine  beliebig  angenommene  gerade  oder 
krumme  Linie  X  Y  schneiden;  alsdann  mache  man: 

A  a  =  Aa  =  MA  I?'dz=  Ddz=  MD 

BTb  =  B6  =  MB  E"e  =  Ee  =  ME 

C'c  =  Cc  =  MC  und 


verbinde  die  Punkte 

Al  ,  B ,  C  , , , .  D  t  E .... 
A'yB\C ....  tr.E- .... 

durch  zwei  stetige  Curven  U  V  und  U"  V' ,  so  werden  sich  diese 
in  einem  Punkte  m  der  Curve  X  Y  schneiden  und  dieser  Punkt,  mit 
M  verbunden,  gibt  alsdann  die  Tangente  dieses  letzteren  Punkts. 

Dritte  Auflösung. 
Durch  die  Punkte  «,  4,  c. ...  r/,  «... .  (Taf.  VI.  Fig.  8.),  in 
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welche»  die  willkürlich  unbenommene  X  Y  durch  die  Sehnen  des 
Punkts  M  geschnitten  wird,  ziehe  man  Linien  parallel  unter  sich, 
jedoch  in  einer  ganz  beliebigen  Richtung,  und  mache: 


Aa  =  A'a  =  MA 
Bb  =  Bb  =  MB 

Cc  —  C'c—  MC 


Dd  3=  D'd  =  MD 
Ee  —  Ee  =  ME 


und 


verbinde  alsdann  die  Punkte 

At  B,  C  ....  B,E  .... 
.  A'\  B\  C' ....  B"y  E' .... 

durch  zwei  stetige  Curven  V  V  und  U"  V'\  so  werden  sich  diese  in 
einem  Punkte  m  der  X  Y  schneiden  und  Mm  ist  alsdann  die  ge- 
«uchte  Tangente.  (Diese  beiden  Auflösungsarten  geben  wieder  Mit- 
tel, den  Krümmungshalbmesser  des  Punktes  M  zu  bestimmen,  wel- 
che jedoch  etwas  verwickelter  sind,  als  die  erste.) 


Zweite  Aufgabe. 

Es  ist  eine  ebene  Curve  /7P(Tuf.  VI.  Fig.  9.)  gegeben 
und  ausserhalb  derselben  ein  Punkt/1,  man  soll  von  die- 
sem Punkte  aus  eine  Normale  an  die  Curve  £7Fziehen. 

(Leroy,  Geometrie  descr.  f.  324,  325  ,  326.) 


Auflösung. 

Man  beschreibe  von  dem  Punkte  P  aus  Kreise,  welche  die  ge- 
gebene Curve  in  den  Punkten  A,  ß.  C ....  a,  6,  c  ....  schneiden. 
Durch  diese  Punkte  ziehe  man  Linien  nach  P  und  mache: 


A'A 
BB' 

CC 


ArA  aa' 
:BB"z=zbb' 
CC"  =  cd 


=  aa"  = 
=  bb"  = 
=  cc"  = 


der  Sehne  Aa 
der  Sehne  Bb 
der  Sehne  Cc 


Verbindet  man  nun  die  Punkte 


A'i&y    C  b\  C  ... 

A',  B',  C"  ....  a" \b" \<f  . . 
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durch  zwei  stetige  Curvea  U'  V  und  U"  V,  so  werden  sieh  diese 
in  eiuem  Punkte  M  der  gegebenen  Curve  schneiden,  und  diess  ist 
alsdann  der  Fusspunkt  der  verlangten  Normale. 

Anmerkung.  Man  könnte  auch  auf  den  nach  P  gezogenen 
Geraden  Stücke  auftragen,  welche  so  gross  sind  als  die  halben  ent- 
.  sprechenden  Sehneu.  Auf  diese  Art  würde  man  wieder  zwei  Curven 
erhalten,  welche  sich  in  dem  verlangten  Fusspunkte  3/ schneiden, 
und  zwar  so,  dass  jede  dieser  neuen  Curven  die  gegebene  Curve  un- 
ter einem  Winkel  von  45°  und  dieselben  einander  selbst  unter  einem 
Winkel  von  90°  schneiden;  ferner  haben  die  beiden  Hilfscurven  in 
dem  Punkte  M  gleiche  Krümmungshalbmesser,  und  zwar  erhält  mau 
die  Länge  ß  dieser  Krümmungshalbmesser  als  die  Diagonale  eines 
Quadrats,  dessen  Seite  gleich  dem  doppelten  Krümmungshalbmesser 
r  der  Curve  UV  für  den  Punkt  M  ist.  d.  h.  ß  =  lr\/2. 


Dritte  Aufgabe. 

Es  sei  eine  Curve  UV  von  doppelter  Krümmung  ge- 
geben, deren  geometrische  Eigenschaften  unbekannt 
sind;  es  soll  für  einen  beliebigen  Punkt  ./(/derselben  die 
Tangente  und  die  Osculationsebene  bestimmt  werden. 

(Leroy,  Geom.  descr.  %.  572,  654.) 
(Da  die  gegebene  Curve  windschief  ist,  so  denke  ick  mir  dieselbe 
auf  zwei  Projectionsebenen  bezogen  und  sämmtliche  Constrnctionen 
nach  den  Lehren  der  beschreibenden  Geometrie  ausgeführt.) 

Erste  Auflösung. 

* 

Man  ziehe  durch  den  Punkt  M  (Taf.  VI.  Fig.  10.)  verschiedene 

Sehnen  MA,  MB,  MC  MDt  ME....t  verlängere  dieselben, 

und  mache  < 

Ja  =  Bt>=z  Cc7=.  =  Dd=  Ee  

alle  gleich  einer  beliebig  angenommenen  Länge  /;  alsdann  werden 
die  Punkte  «,  6,  c  ....  </,  e  .  .  .  .  mit  einander  verbunden 
eine  neue  windschiefe  Curve  U'V  bilden.  Um  nnn  den  Punkt  der 
Curve  V  V  zu  erhalten,  welcher  einem  unendlich  nahe  bei  M  ge- 
legenen der  Curve  UV  entspricht,  beschreibe  man  von  M  aus  mit 
dem  Halbmesser  /  eine  Kugel  und  bestimme  den  Punkt  «w,  in  wel- 
chem dieselbe  von  der  Curve  U' V  durchbohrt  wird,  alsdann  wird 
die&s  der  gesuchte  Punkt  und  also  Mm  die  verlangte  Tangente 
sein,  woraus  sich  leicht  die  Normalebeoe  des  Punktes  M  er- 
gibt. Bestimmt  man  nun  auf  dieselbe  Art  die  Tangente  mT  des 
Puuktes  m  der  Curve  U'V  und  legt  durch  diese  Tangente  mT 
und  die  Mm  eine  Ebene,  so  sieht  man  leicht,  dass  dieses  die  Oscu- 
lationsebene der  Curve  UV  für  den  Punkt  M  ist.  (Projicirt  man 
nun  die  gegebene  Curve  UV  auf  diese  Osculationsebene  und  be- 
stimmt den  Krümmungshalbmesser  für  den  Punkt  M  dieser  Pro- 
jection,  so  ist  dicss  zugleich  auch  der  Krümmungshalbmesser  für 
den  Punkt  M  der  gegebenen  Curve.) 
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Zweite  Auflösung. 

Mau  nehme  ganz  beliebig  eine  Ebene  FF  (Taf.  VII.  Fig.  1.) 
an,  ziehe  Sehnen  durch  den  Punkt  M  der  gegebenen  Curve,.  und 
verlängere  dieselben,  bis  sie  die  Ebene  F  durchbohren;  es  gesehene 

diess  in  den  Punkten  a,  6,  c  d,  e  ....    Nun  verbinde  man 

diese  Punkte  durch  eine  stetige  Curve  X  Y;  ferner  ziehe  mau  in 
der  Ebene  FF  durch  die  Punkte  a>  bt  c  ....  </,  e . . . .  Linien  pa- 
rallel unter  sich,  jedoch  in  einer  ganz  beliebigen  Richtung,  uud 
maclie  alsdann 

ee>  —  e<t>z=L  ME 

dtP=zdd"=:MD 


aa'=aa=LMA 
h»  =  bb»=MB 
cc  =cS  =  MC 


verbinde  alsdann  die  Punkte 

$  j  &  « •  •  •     ,  b  ,  ff .... 

durch  zwei  stetige  Curven  L  'V  und  U"V'\  so  werden  sich  diese  in 
einem  Punkte  »der  X  Y  schneiden,  und  dieser  Punkt  gibt  alsdann, 
mit  M  verbunden,  die  Tangente  des  Punktes  M  der  Curve  UV. 
Die  Sehuen,  welche  man  durch  den  Punkt  jV  gesogen  hat,  bilden 
eine  Kegelfläcbc,  deren  Spitze  der  Punkt  M  und  deren  Leitlinie 
die  Curve  UV  ist,  und  welche  die  Ebene  FF  -in  der  Curve  XY 
durchdringt.  Man  sieht  nun,  dass  eine  Ebene,  welche  die  Kegel» 
fläche  längs  der  Seite  Mm  berührt,  zugleich  die  Oscnlatioosebene 
der  Curve  fiir  den  Punkt  M  ist.  Construirt  man  also  die  Tangente 
m T  der  Curve  X  Y  und  legi  durch  dieselbe  und  die  Tangente  Mm 
eine  Ebene,  so  wird  dieses  die  Berührungsebene  der  kegelfläche 
längs  der  Seite  Mm  und  also  auch  die  Oaculationsebene  der  Curve 
UV  für  den  Punkt  M  sein.  " 


Vierte  Aufgabe. 
Die  Länge  der  Kreisevolvente  zu  bestimmen. 

r 

A  u  f  I  ö  s  u  n  g. 
Der  Kreisbogen  JM=s  =  ra  (Taf.  VII.  Fig.  2.)  sei  in  eine 
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unendlich  grosse  Anzahl  m  gleich  langer  Kiemeute  von  der  Länge 
ds  getheilt.  Die  Contingenzwinkel  dieser  Elemente  Werden  einan- 
der gleich  sem  ;  man  setze  jeden  derselben  =  9.  Man  hat  demnach 

—  =  r;  9P  =  — ;  mtU  =  ra  =  AM.  Man  6ndet  nun  die  Längen 
der  Evolventenelemente  Ab,  6c,  ed....  als  die  Längen  von  klei. 
neu  Kreisbogen,  deren  Halbmesser  die  Linien  AB,  bC,  cD,  dB .... 

=  • : *\,  V4A'V  *ind'  und  deren  Zentriwinkel  immer 
=  y  ist.    Alan  hat  also  Bogen 

AA=.dß.9-i-2di.9  +  Zdi.9  +  ....  +m<ü.<p 
=  d*.  y  (H-2-H3-f-  .... 

=  d*.<p  (1  H-  y. 

Da  aber  «  unendlich  gross  ist,  so  verschwindet  in  der  Parenthese 
die  Zahl  1  gegen  m,  und  man  hat  also: 

AX=d*.9?£;  es  ist  y  =  ~,  also  diess  substituirt: 

=    2r    '  dli  aber  ""^  =       =  ra»  so  ist  auch 

2r  2 

Die  Länge  eines  Umlaufs  der  Evolvente  findet  man,  indem  man  io 
dem  Werthe  für  /  a  =  2w  setzt,  alsdann  ist 

L  =  — —  =  2r7ia 

oder  gleich  dem  Umfange  eines  Kreises,  dessen  Durchmesser  gleich 
dem  Lmfange  des  gegebenen  Kreises  ist. 


Fünfte  Aufgabe. 

Den  Inhalt  des  Muckt»  zwischen  dem  Kreise  und  sei 
ner  Evolvente  zu  bestimmen. 

I 

Auflösung. 

Dieser  Inhalt  wird  erhalten  durch  die  Summation  der  Kreisaus. 
schnitte  ABb,  bCc,  cDd . ...  ' 
Es  sei  dEe  der       Ausschnitt,  so  ist  sein  Inhalt: 

q  =  \de .  dE=  \*d*.  (p.*tü  =  \»*dt*  .  y. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  j»=1,  *  =  2  bis  n  =  m  und 

summirt  die  hiedurch  entstandenen  Werthe,  so  erhält  man  den  In- 
halt Q  des  StückB  zwischen  dem  Kreise,  und  der  Evolvente,  so  dass 
alsd: 
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Q  =  \iU*  .  if  {  .  2* ds*(p  -4- 1 .  3V#»  .  y  -h  . . . .  -f-  A»?  oder 
Q  =  \ds*<p  (I  —|-  2*  —|-  3*  -f-  -|-  *»* ). 

Es  ist  aber  die  Summe  dieser  Reihe  =  ^j-  ■+-  ^-  H-  also: 

Setzt  mau  für  gp  seinen  Werth  *  uod  dividirt  sämmtliche  Glieder 

in  der  Parenthese  durch  m* ,  während  man  die  Grösse  ausserhalb 
derselben  mit  m*  multiplicirt,  so  bat  man: 

U~    2r     W  ~*~  2m*  ~*~  ton'' 


Da  aber  *v  unendlich  gross  ist,  so  kann  man  in  der  Parenthese 
die  Brüche  gjjj  und  vernachlässigen,  uod  ferner  kann  man  statt 
m*d**  die  Länge  AM*  oder  r»a*  setzen,  so  dass  also:  • 

ö=-67"  oder  ö= 


Sechste  Aufgabe. 

Den  Inhalt  der  entwickelbaren  Schraubenfläcbe  zu 
finden.   (Leroy  f.  456.) 


Auflösung. 

Diese  Fläche  entsteht  durch  die  Verlängerung  der  Elemente 
einer  Schraubenlinie  uod  ist  also  eine  entwickelbare  Fläche.  Nimmt 
man  die  Axe  der  Schraubenlinie  senkrecht  an  und  schneidet  die 
Fläche  durch  zwei  Horizontalebenen,  welche  um  eine  Ganghöhe  von 
einander  entfernt  sind,  so  wird  hiednreh  die  Fläche  nach  zwei  Kreis- 
evolventen geschnitten,  zwischen  welchen  beiden  Grenzen  die  Flä- 
che nun  berechnet  werden  soll.  Wickelt  man  die  Fläche  ab,  so 
bleiben  biebei  die  Cootingenzwinkel  der  Wendecurve  unveränder- 
lich, weil  die  Drehung  um  die  Verlängerungen  der  Elemente  vor 
sich  geht.  Die  Wendecurve  wird  sich  also  nach  einer  Curve  ab- 
wickeln, welche  bei  gleich  grossen  Elementen  gleich  grosse  Con- 
tiDgenzwinkel  bat,  das  beisst  nach  einem  Kreisstück,  dessen  Länge 
gleich  der  Länge  der  gegebenen  Wendecurve  und  dessen  Halbmes- 
ser gleich  dem  Krümmungshalbmesser  derselben  ist.  Die  Kreisevol- 
venten, durch  welche  unsere  Fläche  begrenzt  ist,  wickeln  sich  nach 
Kreisevolventen  an  der  abgewickelten  Wendecurve  ab,  so  dass  man 
also  den  Inhalt  des  einen  Mantels  der  gegebenen  Fläche  als  den 
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Inhalt  des  Stücks  zwischen  der  verwandelten  Wendecurve  nod 
ihrer  Evolvente  berechnen  kann.  Man  bezeichne  den  Halbmesser 
des  Grundkreises  mit  r  und  den  des  Krtimmungskreises  der 
Schraubenliuie  mit  ß. 

Es  seien  nun  Aß  =  ßC=  tü'  (Taf.  Vif.  Fig.  3.)  zwei  Ele- 
mente der  Schraubenlinie,  welche  den  Winkel  a  mit  der  Grundfläche 
bilden;  ihre  Projectionen  ab=bcz=tü  sind  alsdann  zwei  Elemente 
des  Grundkreises.  Der  Contingenzwinkel  B BC  werde  mit  9'  und 

Hs 

der  Contingenzwinkel  BbC  m\t  9  bezeichnet,  alsdann  ist  r  =  — 

und  ß  =  y.  In  den  gleichschenkligen  Dreiecken  BBC  und  BbC 
hat  man  nun: 

BC—1BB  sin  §' ==  **Y  .  md  |' 
BC  =  2Bb  sin  |  =  &/#  .  sinf. 

Da  aber  7-  und  ~  unendlich  kleine  Winkel  sind,  so  kann  man  statt 
ihrer  Sinus  die  Bugen  selbst  setzen,  so  duss 

1 

BC—tU.y  und 
BC=zd* .  9,  also  auch 

<Is  .  9'  =  (U  .9,  oder  da     =        «o     auch        =  9» 

hieraus  9'  =  9  cos  a  (I) 

Nun  ist  weiter  /?  x=  — substituirt  man  fqr  dt'  und  9'  ihre  Werthc, 
so  hat  man: 


a  COS«  //* 

900s«- ~  9 cos*«' 


Es  ist  aber  —  =  r,  also 


2>  P=Zn*Z' 


Bezeichnet  man  nun  mit  L  die  Länge  eines  Gangs  der  Schrauben- 
linie,  so  dass  also  //  =  ,  so  hat  man  (nach  der  Formel  für 


cosrr 


Inhalt  des  Stücks  zwischen  dem  Kreis  und '  seiner  Evolvente)  für 
die  Oberflache  Q  eines  Mantels 

0  LS  £acos*«        8r»««cos»«  kr**1 


6/9  6r  6rcos*«  Scos«' 

und  also  die  Oberfläche  heider  Mantel  =  =  . 

3coj>  n 


Ml 


Anmerkung.  Aus  der  Formel  2)  gebt  bervor,  dass  (da 
cos  45°  =  \/\ ,  cos  60*  ss=  \  )  der  Krümmungshalbmesser  einer 
Schraubenlinie  bei  einer  Steigung  von  45°  das  Doppelte  und  bei 
einer  Steigung  von  60°  das  Vierfache  von  dem  Halbmesser  der 
Grundfläche  beträgt. 


Andere  Auflösungsart. 

Sämmtlicbe  Elemente  unserer  Fläche  haben  dieselbe  Neigung 
gegen  die  Grundfläche,  wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  die  Be- 


rührungsebenen  coostruirt,  und  zwar  ist  dieser  Neigungswinkel 
gleich  dem  Winkel  a,  den  die  Schraubenlinie  selbst  mit  der  Gründ- 
liche bildet.  Man  findet  aber  den  luhalt  einer  ebenen  Figur,  wenn 
man  den  Inhalt  inrer  Protection  mit  dem  Cosinus  ihres  Neigungs- 
Winkels  dividirt.  Du  aber  alle  Elemente  unserer  Fläche  dieselbe 
Neigung  haben^  so  findet  man  den  Inhalt  derselben,  indem  man  den 
Inhalt  der  Protection  durch  Cosa  dividirt.  Es  ist  aber  die  Pro- 
jection  des  unteren  Mauteis  der  Fläche  das  Stick  zwischen  dem 
Grundkreise  und  eines  Umgangs  seiner  Evolvente,  so  dass  also  der 

Inhalt  dieses  Mantels  =  =  und  man  erhält  folglich 

den  ganzen  Inhalt  unserer  Fläche: 
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XXXVIII. 

Einige  Bemerkungen  über  fehlerzeigende 

Dreiecke. 

Von  dem 

dem  Herausgeber. 


Wenn  man  durch  drei  Punkte  in  einer  Ebene  mit  denselben, 
die  wir  im  Folgenden  als  Ebene  der  aey  annehmen  werden,  drei 
beliebige  gerade  Linien  legt,  so  werden  diese  drei  geraden  Linien 
im  AJI  gemeinen  ein  Dreieck  mit  einander  einseht iesseu,  welches  wir 
im  Folgenden  nach  einem  in  der  Geodäsie  gebräuchlichen  Ausdrucke 
ein  fehlerzeigendes  Dreieck  nennen  wollen;  und  über  solche 
Dreiecke  sollen  die  folgenden  Blätter  einige  Betrachtungen  ent- 
halten. 

Die  Coordinaten  der  drei  in  Rede  stehenden  Punkte  sollen 

*n  yr>      y»;  y, 

und  die  Gleichungen  der  drei  durch  diese  Punkte  gelegten  geraden 
Linien  sollen 

( y— y,  =      (.r  —  .r,), 

U  \y—y*  =  A*  — 
'y  —  y»  =  At  (■*  —  ■*•) 

sein;  die  Coordinaten  der  Durcbschnittspunkte  der  lsten  und  2len, 
2ten  und  3ten,  3ten  und  lsten  Linie  wollen  wir  aber  respective 
durch 

£i>  Vt\  £»»     Si»  Vi 

bezeichnen.  Bestimmt  man  nun  diese  Coordinaten  auf  bekannte 
Weise,  so  erhält  man 


2) 


3) 


4) 


t   ^i'vi         —  (yi  — y») 

—  Ax-A% 

 AtAt  frr,  —  rt)  -4-         -  /,y, . 

Vl  -  At-A, 

t  _  At —  A, x,  —  (y,  -  y , ) 

^      A2At  {x^-xJ+Atft  —  Aty, . 

v  _Atxt  -A^S-iy'—  y.) 
5»  —  ^         j  » 
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•  - 

Setzen  wir  jetzt  der  Kürte  wegen 

-f-^,(y,  —  ya)H-^.  (y.  — y.)-*-^*  (y«— y.)> 

so  erhallen  wir  ohoe  alle  Schwierigkeit 

JE 
A*R 

t!*  —  {Ax-A1){At-Aty 
\  * 



«'-(il-i1)(i1-^Ir 

It^^-AMAt-Aj 

Bezeichnet  A  den  Flächeninhalt  des  fehlerzeigenden  Dreiecks, 
so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geometrie  * ) 

9)  qp2A  =&—£.)?,+(£.  —  ?i)9i-f-(5,  -S,)^, 

wenn  man  nur  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nimmt,  jenachdem  man  sich,  nm  von  dem  Punkte  durch  den 

Punkt  (5,1?,)  zu  dem  Punkte  ($,17,)  zu  gelangen,  nach  derselben 
Richtung,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  a:  durch  den  Coordinatenwinkel  hin- 
durch zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen  \  oder 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegen  muss.  Also  ist 
nach  dem  Vorhergehenden,  wie  mau  leicht  findet,  wenn  man  immer 
dieselbe  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher  festhält: 

Setzt  man 

!At  =tanga,, 
^,  =  tango„ 
^,  =  tang«,; 

so  ist 

(Xxa\nax  —  y.cos« ,)  cos«ca  —  (:fasui<ta  —  yacosca)  cos«, 

sin(«, — et,)  ' 

(xtsina,  — ytconttx)  s\naa  —  (jra»in«a  --yacosga)  sing, 
»  sin  (a, — ct)  ' 


•)  Archiv.  Tbl.  III.  S.  26J. 


5.r- 
(  Vi  — 

8) 
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und 
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£a  _  (Xasin«,  -^yscosg^cosg,  —(.g,»ing,  —  y,cosg,)  cos«, 

'  sin(g,  —  g,)  ' 

^    __  (xasin«ra  —y2rosa9)jina,  —  (jr,sing,  —  y^osg.)  sina, 

*in(gt  —  g,)  ; 

j    _  (x,sing,  —  y,cosg,)  cosa,  —  (x.süia,  —  y.coag,)  cosa, 

sin(g,  —  g.) 

^    =  (^sing,  —  y,cosg,)  ging,  —  (x.sing,  —  y.cosc,)  sing, 

sin  (a,  —  «,)  ' 

15)  R  =  (^r,  — .arjtanga,  tanga, 
-h(ar,  —  ,*,)  tanga,  tanga, 
-f-  Cr,  —  xx)  tang  a,  tatig  a , 

-My«  —  y»)  t*nga, 
+  (yi  —  yiM»ng«. 

16)   cos  a,  cosa,  cosa,  .  72 

rrrCr.MDa,  —  y.cosa.)  sin  (a,  —  a,) 
H-  (ar,sina,  —  y,cosat)  sin  (a,  —  a,) 
-h(jr,sina,  —  y, cosa,)  sin  (a,  —  at). 

. 

Setzt  man  nun  der  Kürze  wegen 

17)  0  =  (.r.sioa,  — y, cosa,)  sin  (a,  — a,) 
+  (.rssina,  —  y,cosu,)sin  (a, —a,) 
-f-  (^r.sina,  —  j^cosa,)  sin  (a,  —  a,), 


oder 


so  ist  nach  dem  Obigen 

e,-$. 

18) 


9  cos  g, 


20) 


sin  (g, 

—  «i)  s«n(g, 

-«.)' 

ösin  «j 

sin(g, 

—  g2)  sin  (o, 

-«.)' 

&  cos  g, 

sin  (g, 

—  g3)sin  (g, 

-«.)' 

S  sin  g, 

sin  (g, 

—  g,)sin  (g, 

-«,)' 

©cosa, 

sin  (g, 

-g,)sin(g, 

-«.)• 

9  sin  g, 

sin  (g, 

—  g,)sin(g, 

-«.)' 

■ 
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und 

21)  2A  =  =F  sin  (äi  _  äjj  sin  (<tj  _  a>  )  lin  (a>  _ 

immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  oben. 
Bezeichnet  mnn  die  Seiten  des  fehlerzelgenden  Dreiecks,  so  wie 
dieselben  in  der  ersten,  zweiten  und  dritten  der  drei  durch  die  Glei- 
chungen 1)  charakterisirten  Linien  liegen,  durch  so  ist 

j  *.>=(£,-£,)* -4-07.-*.)1, 
22)     V  =  (S.  -*,)*  + (1?,  -,,)", 
)  *,'=(£, -£,)'-!-(»?, -,.)•; 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

—  |sin(«,-«a)  sin  («,-«,)(" 

23)  {  #,*  =  ,,in(ai_Bi)ifn-(a|-"^JjI. 

,  &  

#»    —  |sin(o,-  ajsinfa,—  a,)(»; 

I 

oder  ohne  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander: 


6 

sin  (er, 

—  er,)  sin  (a,  -«,)  ' 

e 

sin  (a, 

—  ««)  «n  («i  —  «,)  * 

9 

sin  («, 

—  «,)  sin  (o,  —  «,) ' 

Man  braucht  die  Winkel  a„  o„a,  nicht  grösser  als  180°  zu  neh- 
meo.    Dann  sind  auch  die  absoluten  YVertbe  der  Differenzen 

«i  —  «»»  «i  —  «it  «i  —  «i 

nicht  grösser  als  180°,  wobei  natürlich  vorausgesetzt  wird,  dass 
«,  <*,,  a,  positiv  sind;  und  weil  nun 

(a,  -aJ)  +  (aJ-«,)  +  («,-«1)  =  0 

ist,  so  babeti 

«i  —  «*»  «»  — *«>  «*  —  «i 
nicht  sämmtlrch  einerlei  Vorzeichen.    Also  haben  auch 

sin  K— aa),  sin(aa— a,),  siu(a,  —  a.) 

nicht  sümmtlich  einerlei  Vorzeichen,  und  es  ist  folglich,  wenn  man 
die  obern  oder  untern  Zeichen  nimmt,  jenuchdem  0  positiv  oder 
negativ  ist,  immer  entweder 


392 


*2 


*3 


9 


oder 


oder 


Daher  ist  jederzeit 
25)  = 


sin  («, 

—  «,)  sin  («, 
9 

sin  («, 

—  «,)  sin  («, 
9 

-«,)' 

sin  («, 

—  »,)  sin  («, 
9 

—.)' 

sin  (a, 

—  ff,)  sin  («, 
9 

sin  (a2 

—  «,)  sin  («, 
9 

-« ,r 

sin 

—  «,)  sin  («, 

- 

9 

■ 

sin  («, 

-  «a)  («« 

s 

sin  («2 

—  «,)  sin  («, 
9 

-«,)' 

sin  (a, 

—  «,)  sin  (o, 

i 

-«,)• 

)sin(ff,  —  «,)  sin  («,—»,)  sin(«,  —  «,)|Ä* 


wenn  man  immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
©  positiv  oder  negativ  ist. 

Denkt  man  sich,  was  offenbar  verstattet  ist,  die  Winkel  a4, 
«t,  cc,  nach  ihrer  Grösse  aufsteigend  geordnet,  so  ist 

•  . 

sin  (a,  —  a%)  negativ, 
sin  (a,  —  et,)  negativ, 
sin  (a,  —  a,)  positiv; 

also  unter  dieser  Voraussetzung,  wenn  man  die  obern  oder  untern 
Zeichen  nimmt,  jenachdem  0  positiv  oder  negativ  ist: 


9 

sin  («, 

—  «,)  siu  («,—«,)' 

9 

sin  («, 

—  «,)  sin  («,  —«,)  » 

9 

sin  (er, 

—  et,)  sin  («,—«,)' 

1 
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Also  ist 

27)  #, 

=  sin  (o,  —  o,)  :  sin  (u,  —  «,)  :  sin  (u,  —  «,) 
=  sin  (a,  —  a,)  :  sin  («,  —  «,)  :  Bin  (a,  —  a,). 

Weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung  das  Product 

sin  (a,  —  a,)  sin  (a,  -a,)  sin  (a,  —  «,) 

positiv  ist,  so  ist  nach  21)  unter  dieser  Voraussetzung 

^  ^       sin  («,  —  irjsin  («,  —  et,)  sin  («,  —  «,)' 


man  die  den  Seiten  *, ,  #, ,  *x  entsprechenden  flöhen 
des  fehkrzeigenden  Dreiecks  respective  durch  A„  fi*>  A„  so  ist 

*i  *a  *i 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

/      —  9 


sin  (er,  —  «,)' 


also 


29)  {^==fc—  • 

'  \    *         sin  («,  — «,)'  ^ 

,  _JL_. 

*»  *~  sin  (a,  —  <*,)* 


30)  A,  =t=  sin(ai  _a,)8in(«,  _«,)sin(«, -a,)' 


d.  i. 

31)  ^,^,^,=±2^0. 

oder 

32)  0  =  ^^^. 

Auch  ist 

33 )  7^7^  =«MBi  —  o,)sin  (o,  —  a,)siu(a,  —  a,). 

V 

laicht  überzeugt  man  sich  auch  von  der  Richtigkeit  der  beiden 
folgendeu  Relationen: 


34) 


|  #,  sin«,  —  #,  sioti,  H- sina,  =0, 
I  j,cosa,  —  *,cosa3  -|-«tcosa,  =0. 


Ist  r  der  Halbmesser  des  um  das  fehlerzeigende  Dreieck  beschrie- 
benen Kreises,  so  ist  bekanntlich 

Tfcell  IV.  23 
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also  nach  dem  Obigen 

3o)  r  =  —  2sin  («,—«,)  sin  («,  —  «,)  sin  (o,  —  o,)' 

Bezeichnet  ferner  q  den  Halbmesser  des  in  das  fehlerzeicrende 
Dreieck  beschriebenen  Kreises,  so  ist  bekanntlich 

und  folglich,  wie  sich  hieraus  mittelst  des  Obigen  mit  Hälfe  einiger 
goniometiischen  Relationen  leicht  ergiebt: 

^  sin  (o,  ~«,)  -+. sin  («,  —  «,)  —  «in  («,  —  «,) 


oder 


^)  ^      ~4cos±(a, — oa)cos4(aa— a,)sin4(a1  — a,)' 


Wenn  sich  die  drei  durch  die  Gleichungen  1 )  cfaarakterisirten 
geraden  Linien  in  einem  Punkte  schneiden  sollen,  so  muss  A  =  0, 
also  nach  21)  die  Grösse  0  =  0,  d.  i.  nach  17) 

38)  (.z^sina, — y,cosa, )  sin  (a, — a,) 
-|-  (^r,sin  ot  —  y,cosa,)  sin  (a,  —  a,) 
H-f.r.sina,  —  y.cosa,)  sin  (o,  -o,) 

sein,  wobei  auf  der  Stelle  erbellen  wird,  dass  diese  Gleichung 
eigentlich  die  Grundgleichung  des  gewöhnlich  nach  Pothenot  be- 
nannten Problems  ist.  Leicht  bringt  man  die  vorhergehende  Glei- 
chung auf  die  Form 

(^,  — ^,)cos(o,  —  aa)sin(o,  —  o,). 
(xr,  —  xx)  sin  (o,  —  o,)  cos  (o,  —  a,)|  sin  a, 
(yi—  y»)«n(a,—  fl|)«"(«i-  «i)  1 
(y,  —  y,)  cosCo,  —  at)  sin  (a,  —  a,)  > 

(yi  —  yi)  sin  (ai  —  °i)  cos  (««  ~  «i )  [  co»  "i 
—  (.r,  —  .r,)  sin  (o,  —  o,)  sin  (o,  -a,)! 

woraus  sich  sogleich 

«qv   At— ar,— (y,— y1)cot(g,— gt)~(y,— y^cotCgj—«,) 

'  aDö  i—    y,-y,-+-(^a— ^1)001(0,— «t)-r.(x,-<r1)cot(cf,-«i) 
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ergiebt,  und  also  erhellet,  dass  der  Winkel  o,  bloss  aus  den  Coor- 
dinaten  xx ,  y, ;  jc2  >  y»?  ^» »  y»  un^  den  Differenzen  a,  — as, 
a,  — a,  bestimmt  werden  kann,  welches  das  vorzüglich  dem  Po- 
theuot'schen  Problem  zum  Grunde  liegende  Princip  ist.,  Weitere 
Kntwtckelungen  Uber  diesen  Gegenstand  halten  wir  aber  nach  den 
in  dem  Aufsätze  No.  XIV.  im  ersten  Tbeile  des  Archivs  angestell- 
ten Betrachtungen  an  diesem  Orte  für  überflüssig,  und  können  die- 
selben füglich  dem  Leser  überlassen. 


XXXIX. 

Verschiedene  mathematische  Bemerkungen  und 

Aufsätze. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

k.  k.  Professor  der  Mathematik  an  der  k.  k.  philosophischen  Lehranstalt 

zu  Tarnow  in  Galizien. 


I.- 
Bemerkungen zu  dem  Aufsatze  auf  Seite  57  im  ersten 

Tbeile  des  Archivs. 

Der  in  diesem  Aufsätze  auf  combinatorisebem  Wege  erwiesene 
Lehrsatz : 

,,Alle  ganzen  Zahlen  kann  man  aus  den  Gliedern  der  nach  den 
Potenzen  von  2  fortgehenden  geometrischen  Progression,  so 
dass  jedes  Glied  nur  einmal  vorkommt,  durch  Addition  bilden 
und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Weise;" 
lässt  sich  als  eine  höchst  einfache  Folgerung  aus  dem  leicht  nach- 
zuweisenden Satze  entnehmen,  „dass  jede  Zahl  nach  dem  dyadi- 
sehen  Ziffersysteme,  io  welchem  man  sich  nur  der  Ziffern  0  und  1 
bedient,  geschrieben  werden  kann,  und  zwar  auf  nicht  mehr  als 
Eine  Weise." 

Uebrigens  kann  man,  bloss  auf  die  Lehre  vom  Tbeileo  ge- 
stützt, den  allgemeinen  Satz  erweisen: 

„Jede  Anzahl  lässt  sich  als  algebraische  Summe  von 
Vielfachen  der  natürlichen  Potenzen  jeder  die  1  über- 
steigenden Anzahl  so  darstellen,  dass  die  theils  posi- 

23  • 
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■ 

tiveu,    theils    negativen  Mu  I tiplicatoren  möglichst 
klein,  d.  i.  nicht  grösser  als  die  Haltte  der  potenzirten  Anzahl, 
sind,  und  zwar  nur  auf  Eine  Weise." 
J)enu  ist  a  die  poteozirte  und  n  die  darzustellende  Anzahl,  und 
sind  m0 ,  mx ,  m,  ,  . . . .  mr  die  algebraischen  Multiplicatoren  für  die 
Potenzen  «°,  «',«*,....  «rr;  so  soll  der  Forderung  gemäss  sein: 

n  =  m0  -f-  *» ,  a  -f-  »3a*  -h  . . . .  -f-  »r«r, 

oder 

»  =  «w0  -f-  (jw,  -f-  Wjff  -4-  ....  -+-  mrar—])  a, 
oder  auch,  wenn  man 


setzt, 


Die  Aufgabe  ist  also  darauf  zurückgeführt,  dass  man  die  An- 
zahl n  vorerst  nur  aus  den  beiden  niedrigsten  Potenzen  von  a,  der 
nullten  und  ersten,  nämlich  aus  einem  Vielfachen,  dem  », fachen, 
von  a  und  aus  einer  möglichst  kleinen,  positiven  oder  negativen, 
Anzahl  ma  zusammenzusetzen  hat;  folglich  dass  man  difr  darzustel- 
lende Anzahl  n  durch  die  zu  potenzireode  a  dergestalt  theilen  solle, 
dass  der  Rest  möglichst  klein,  mithin  der  Quotus  nächst  zustimmig 
ausfalle.  Dann  ist  der  Multiplicator  #»0  von  ä°  jener  möglich 
kleinste  Rest  und  der  Multiplicator  »,  von  a'  dieser  nächst  zu- 
stimmige Quotus;  nämlich,  wenn  man  nicht  erst  noch  neue  Zeichen 
einführen  will: 

*»„  =  möglich  kleinster  Rest  von  n  :  a. 

iS|  =  nächst  zustimmiger  Quotus  von  »  :  a. 

Weil  nun  eine  solche  Tbeilung  jederzeit,  aber  auch  nur  auf  eine 
einzige  Art,  ausführbar  ist,  so  kann  auch  jede  Anzahl  n  immer, 
und  zwar  nur  auf  fcine  Weise,  aus  den  möglich  kleinsten  Vielfa- 
chen der  Potenzen  a°  und«1  algebraisch  zusammengesetzt  werden. 

So  wie  aber  n  zusammengesetzt  wird,  eben  so  wird  sich  der 
Quotus 

s 

neuerdings  zusammensetzen  lassen;  es  wird  nämlich  sein: 

my  —  möglich  kleinster  Rest  von  »,  :  «,  und 

s,  =m,  H-jw,«r+  '•+-  »rfl^-2 

=  nächst  zustimmiger  Quotus  von  nl  :  a. 

Wenn  man  demnach  die  zusammenzusetzende  Anzahl  »  durch  die 
zu  potenzirende  a  so  theilt,  dass  der  Rest  möglichst  klein  ausfällt; 
und  wenn  man  den  Quotus,  und  auf  gleiche  Weise  jeden  nachfol- 
genden Quotus,  wieder  so  theilt,  dass  der  Rest  immer  so  klein  als 
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<  •  ■ 

möglich  ausfällt:  so  sind  die  der  Ordnung  nach  sieb  ergebenden 
Reste  die  gewünschten  Multiplicatoren  #»p,  ///,,  ....  mr\  wegen 
«Ol  wird  jeder  nachfolgende  Quotus  wenigstens  auf  die  Hälfte 
des  vorhergehenden,  mithin  endlich  einmal  einer  unter  a  selbst, 
herabsinken  und  bei  ihm  die  Rechnung  abbrechen. 

Ist  insbesodere  a  =  2,  so  sind  die  möglich  kleinsten  Reste, 
daher  auch  die  Multiplicatoren  0  und  1;  und  darin  liegt  der  obige 
Saht.  Ist  aber  a  =  3 ,  so  werden  die  möglich  kleinsten  Reste, 
folglich  auch  die  Multiplicatoren,  —  1,  0,  1;  und  somit  ist  der,  in 
dem  citirten  Aufsatze  auch  angeführte  Satz  erwiesen,  „dass  man 
jede  Anzahl  aus  den  natürlichen  Potenzen  von  3  durch  Addition 
und  Subtraction,  und  zwar  nur  auf  Eine  Weise,  bilden  kann". 


II. 

Feststellung  und  Würdigung  des  in  dem  Archive,  Theil  1. 
S.  204,  über  eine  Stelle  in  Cnuchy's  Begründung  der  Dif- 
ferential-Rechnung ausgesprochenen  Tadels. 

Der  Herr  Herausgeber  des  Archivs  leitet  die  citirte  Abbaud- 
luug  mit  folgenden  Worten  ein : 

„Cauchy  hat  bekanntlich  die  Fntwickelung  der  wichtigen  Dif- 
ferentialquotienten der  Functionen  log  as  und  ax  auf  den  Satz  ge- 

_I 

gründet,  dass  sich  die  Grösse  (1  -f-  0)  wenn  6>  sich  der  Null 
nähert,  der  Summe  der  couvergirenden  Reihe  1,  y,       i  2  31 

welche  wir  wie  gewöhnlich  durch  e  bezeichnen  wollen,  als  ihrer 
Gränze  nähert,  . . . 

Auf  der  nächsten  Seite  fährt  er  fort: 

Gegen  den  von  Cauchy  gegebenen  Beweis  des  erwähnten 

Satzes  hat  aber  Herr  Liouville  in  seinem  Journal  (Aout.  1840. 
p.  280)  die  sehr  gegründete  Einwendung  gemacht,  dass  demselben 

12 

die  Annahme  zum  Grunde  liege,  dass  das  Product  (1 — — )  (1  —  ~) 

....  (1 — - — -)  für  m=zoc  der  Einheit' gleich  werde,  welches 

zwar  dann  seine  Richtigkeit  habe,  wenn  n  eine  bestimmte  von  m 
unabhängige  Zahl  sei,  sich  aber  dann  offenbar  nicht  mehr  behaup- 
ten lasse,  wenn  n  von  m  abhängig,  z.  B.  nz=m  oder  »  =  *»  —  l 
sei;  . .  • . 

Allein  Cauchy  stützt  sowohl  in  seinem  Rlsume*  des  Lecons 
....  sur  le  calcul  infinitesimal.  4.  Paris.  1823.  pag.  2,  als 
auch  in  der  verbesserten  Ausgabe  eines  Theils  dieses  Werkes,  näm- 
lich in  seinen  Lecons  snr  le  calcul  differenticl.  4.  Paris.  1829.  p.  2, 
die  Herleitung  der  in  Rede  stehenden  Differentialquotienten,  in  letz- 
ter Instanz,  auf  folgende,  wörtlich  also  lautende  Stelle: 

,,Si  Ton  suppose  d'abord  la  quautite*  a  positive  et  de  la  forme 

j~,  m  deYignant  un  nombre  entier  variable  et  susceptible  d'un  ac- 
croissement  iudeftni,  on  aura 

3 
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^1        1.2  1        wi'      1.2.J  v        m'x  m' 
. . .  -t-  7-7TT         (4  —  -)  (1  --)....  (1  —  ^— 

Comme,  dans  le  second  membre  de  cette  derniere  formule,  les  ter- 
mes  qui  renferment  la  quantite1  tn  sont  tous  positifs,  et  croisaent 
en  valeurs  et  en  nombre  eo  me'ine  temps  que  cette  qunutitl,  il  est 


1  m 

clair  que  l'expression  (1  -fr-  — )  er o itra  elle-mthne  avec  le  nom- 
bre entier  m,  en  demeurant  toujours  comprise  entre  les  deux 
sommes 

1  -+-|  =  2 
et  i  -r-  j  T  2  -i-  2  2  .   2  2  2 

dooc  eile  s'approcbera  indefiniment,  pour  des  valeurs  croissantes 
de  m ,  d'une  certnine  limite  comprise  eotre  2  et  3.  Cette  li- 
mite  est  un  nombre  qui  joue  nn  grand  röle  dans  le  cnlcul  infini- 
tesimal, est  qu'on  est  convenu  de  de' sign  er  par  la  lettre  e." 

Caucby  lässt  sieb  demnach  gar  nicht  darauf  ein,  die  Grenzen 
der  einzelnen  Glieder  der  entwickelten  Binomial -Potenz  für  eine 
unendlich  wachsende  Anzahl  m  aufzusuchen,  sundern  benutzt  diese 
Entwicklung  bloss,  um  das  stete  Wachsen*  dieser  Potenz  zwischen 
den  Anzahlen  2  und  3,  also  die  Annäherung  der  Potenz  selbst  an 
eine  fixe  Grenzzahl,  die  er  e  nennt,  zu  erweisen.  Darum  erwähnt 
er  keineswegs,  dass  die  Grenze  dieser  entwickelten  Potenz  die 

Summe  '  +  7+  71  +  Hfl   se*'  Boc^  wen'£cr  bezeich- 
net er  diese  Summe  durch  e,  sondern  er  versteht  unter  e  die 

]  m 

Grenze,  der  sich  die  Binomial -Potenz  (l  -+-  — )  ,  bei  dem  unend- 
lichen Steigen  der  Anzahl  m,  unbestimmt  nähert,  wie  auch  immer 
die  succeBsiven  Werthe  dieser  Potenz  berechnet  werden  mögen  und 
jene  Grenze  derselben  gefunden  werden  mag.  Ihm  geuiigt,  für 
seine  Herleitung  der  Ditferentialquotienten,  die  blosse  Nachweisung 
der  Existenz  einer  solchen  Grenze;  da  er  die  Grösse  derselben 
für  diesen  Zweck  gar  nicht  zu  kennen  braucht. 

Jedoch  in  den  PreTiuiinuires  der  oben  angeführten  jüngeren  Le« 
cons,  pag.  10,  nicht  aber  in  dem  älteren  Rdsuine,  führt  Cuuchv,  zur 
Erläuterung  der  Convergenz  der  Reihen,  folgendes  Beispiel  an: 

Uue  seric  digne  de  reinarque  est  cellc,  qu'ou  ohticut,  lorsque, 
dans  le  developpetnent  de  Fexpression  . 

»*'  m      1.2 T       m!      1.2.3  '       m  v  m' 
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od  fait  converper  le  nonibre  eoticr  m  vers  la  Ii  mite  90.  Cette  se*- 
ric,  dont  les  differents  termes  sout  respectivement 

;  1    j£.     EL       j'  x* 

1'  1.2'  1.2.*""  1.2.1.;.*  etc 


reste  convergente  . . . 

Hier  scbliesst  Caucbv  allerdings  aus  der  Grenzforin  der  Ao- 
fangsglieder  der  Reibe,  in  einer  nicht  genugsam  begrün deien  In-* 
duction,  auf  die  Greazform  ihres  allgemeinen  Glieder,  indem  er 
stillschweigend 


lim 


(»— S>0— 5>-  •••  0-^)  =  !,  für  Ii»  a»  =  oo 


gelten  lässt. 

Diese  Stelle  ist  es  demnach,  welche  von  Liouville's  Tadel  mit 
Recht  getroffen  werden  könnte;  ob  er  sich  aber  wirklich  auf  sie 
beziehe,  vermag  ich  nicht  zu  entscheiden,  da  ich  den  Jahrgang  1840 
seines  Journals  nicht  mehr  besitze.  Mit  dieser  Stelle  hangt  jedoch 
die  später,  pag.  19,  folgende  Bntwickelung  der  Differentialuuotienten 
logarithmischer  und  exponentieller  Functionen  durchaus  nicht  zu- 
sammen; was  auch  schon  daraus  einleuchtet,  dass  dieselbe  in  dem 
Resume'  gar  nicht  vorkommt.  Mithin  ist  diese  Entwickeluug 
über  die  ihm  zugemuthete  Unrichtigkeit  völlig  erhaben; 
was  diese  Zeilen  zu  beweisen  einzig  beabsichtigten. 

III. 

Bemerkungen  zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  im 
sphärischen  Dreiecke,  auf  Seite  6  bis  9  im  dritten  Theile 

des  Archivs. 

1)  Die  hier  vom  Herrn  Director  Esch  weiter  aufgestellte  ele- 
gante Itestimmuns;  des  Schwerpunktes  eines  sphärischen  Dreieckes 
hatte  icb  bereits  im  Jahre  1836  selbst  gefunden;  ich  hoffe,  er  werde 
mir  gern  gestatten,  seinem  Aufsatze  Folgendes  von  meinem  dama- 
ligen Funde  anzuschließen. 

I.  Nach  seiner  Ableitung  (S.  7  und  Taf.  VII.  Fig.  4.)  ist  das 
statische  Moment  eines  sphärischen  Dreieckes  ABC  in  Bezug  auf 
die  Ebene  des  zu  dem  kugelhalbmesser  OA  einer  Dreiecksspitze 
A  senkrechten  grössten  Kreises,  d.  h.  das  Product  aus  dem  Flä- 
cheninhalte e  des  sphärischen  Dreieckes  in  den  Abstand  °*mj£m7 

seines  Schwerpunktes  von  jener  Kreisebene  =  {«.sin  ösiuy.  Der 
erste  Factor  £a  dieses  Productes  giebt  den  Flächeninhalt  des  Kreis- 
ausschnittes BOC  an,  welcher  der  jener  Dreiecksspitze  A  gegen- 
über liegenden  Dreiecksseite  BC  zugehört.  Der  zweite  Factor 
sin^sin/  =  sin r sin/?  drückt  den  Abstand  derselben  Dreiecksspitze 
A  von  der  Ebene  dieser  Dreiecksseite  BC  aus.  Mithin  ist  das 
statische  Moment  der  Fläche  eines  sphärischen  Drei- 
eckes ABC  in  Bezug  auf  die  Ebene  des,  zu  dem  Kugel- 
halbmesser OA  einer  Dreiecksspitze  A  senkrechten  oder 
zu  dieser  Spitze  als  einem  Pole  gehörigeu,   grössten  Kreises 
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gleich  dem  Producte  aus  dem  Abstände  der  Dreiecks- 
spitze von  der  Ebene  der  ihr  entgegen  liegenden  Seite 
BC  in  den  Flächeninhalt  des  dieser  Seite  angehörigen 
Kreisausschnittes  BOC. 

2.  Es  dürfte  wohl  nicht  ohne  Interesse  sein,  diesen  Ausdruck 
des  statischen  Momentes  eines  sphärischen  Dreieckes  auch  mittels 
einer  elementaren  Betrachtung  aufzustellen.  In  dieser  Absicht  tbet- 
len  wir  die  Seite  BC  (Taf.  VII.  Fig.  4.)  des  Dreieckes  ABC  in 
beliebig  viele  und  beliebig  grosse  Stucke»  und  führen  durch  alle 
Theilungspunkte  nach  der  gegenüber  liegenden  Spitze  A  Bogen 
grösster  Kreise,  und  zwischen  jeden  zwei  benachbarten  solchen 
Kreisbogen,  wie  AD  und  AE,  um  dieselbe  Spitze  A  als  Pol,  Bo- 

Jen  kleinerer  Kreise,  wie  DF  und  EG.  So  wird  dem  Kugel - 
reiecke  ADE  nicht  bloss  ein  kleineres  Dreieck  ADF  einge- 
schrieben, sondern  auch  ein  grösseres  AEG  umgeschrieben,  von 
denen  jedes  ein  Ausschnitt  der  Seitenfläche  eines  Kugelabschnitte* 
ist.  Sind  HD  und  HF  Halbmesser  der  Grundebene  des  ersteren 
Kugelabschnittes,  so  ist  AH  seine  Höhe  und  der  Inhalt  seiner  Sei- 
tenfläche —  In  .  AH.  Zu  ihm  verhält  sich  der  Inhalt  des  Dreieckes 
ADFi  wie  zur  vollen  Umdrehung  In  der  Winket  DAE,  den  wir 
durch  9  bezeichnen  wollen;  mithin  ist  &ADF  =  (2* ,AH\2n). 
(f>  =  y .  AH,  oder  wenn  wir  den  Bogen  AD  =  u  setzen,  =  »(1  — 
cos«).  Aehnlich  muss,  wenn  wir  AB=.u'  annehmen,  ^JJSG  = 
y(l  —  cos*/)  sein. 

Der  Schwerpunkt  der  Seitenfläche  eines  Kugelabschnittes,  so 
wie  jedes  Ausschnittes, derselben,  steht  um  die  halbe  Höhe  des  Ab- 
schnittes von  seiner  Grundebene  ab.  Beziehen  wir  demnach  die 
statischen  Momente  auf  die  Ebene  des  zur  Dreiecksspitze  A  als 
einem  Pole  gehörigen  grössten  Kreises,  so  bat  von  ihr  der  Schwer- 
punkt des  Dreieckes  ADF  den  Abstand  OH-\- \HA  =  \ (OA  -f- 
OH)-=.  \(\  •+-  cos«),  mithin  analog  jener  des  Dreieckes  AEG  den 
Abstand  £(1 -f- cos«');  und  der  erstere  Abstand  ist  offenbar  grösser, 
der  letztere  ober  kleiner  als  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des 
Dreieckes  ADE  selbst  von  der  Momentenebene. 

Daraus  folgt  nun,  dass  das  Moment  des  Dreieckes  ADE, 
d.  i.  das  Product  aus  seinem  Inhalte  und  aus  dem  Abstände  seines 
Schwerpunktes  von  der  Momentenebene,  wenn  man  dessen  Factoren 
«inmal  durch  kleinere,  ein  andermal  durch  grössere  ersetzt, 

^><p(l  —  cos«).j(l-f-coss*')  und  — cos^.Kl-f-coss») 

> 

sein  muss. 

Zur  ferneren  Umgestaltung  dieser  einschränkenden  Grenzen  setzen 
wir  DE  =  v,  ADB  =  w,  AEB  r=  ta't  dann  ist  im  Dreiecke 
ADE 

sin  <f  sin  u  =  sin  v  sin  oT 

und  im  Dreiecke  ÄßE 

sin  o»'  aiu  u'  =  sin  c  sio  ß 
folglich,  weun  wir  multiplicircn  und  abkürzen, 

sin  y  .  siu  u  sin  »'  =  sin  c  sin  ß .  sin  v.  * 
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Hieraus  ergiebt  sich 


sin  c  siu  ß 
sin  9  =  .  ^  .  r.  siu  v. 
T      sin  1/ sin  m 


und  sonacli 


ff  *       sin  e  sin  4  sin« 

r      sintp       *       sin  y    stnttsinit  v 

Setzen  wir  diese  Ausdrücke  für  9,  so  fioden  wir 
ADE  Moment 

.  .    o  ,  <?        v      (I  —  cos«)(l  -i-cosiO 

>  i  sine  sin  Ä.l-r2—  :  - — )   = — ^ — ;  >v 

*  r  xsi0  9>    sintr  sinttsm« 

d  siu  c  sin  tf.  f-r*—  :  - — )   : — ,  ■   

^,vmny    sint>'  sinw'sjn« 


un 


Für  den  Winkel  9  lässt  sich  auch  noch  folgender  Ansdruck 
vortheilhaft  verwenden.    Es  ist 

9  =  DAEz=  D//F=  DF:  DH—  DF.s'in  u, 

r 

daher,  wenn  man  durch  sin  0/  sin  u'  theilt  und  mit  dem,  nach  dem 
Obigen,  ihm  gleichen  sine  sin/?  multiplicirt, 

sine  sin A      DF  j       ■  sin  e  siu  £  EG 

9  =  .  — — ; .  v  und  analog  =  .       .  p  .  — : —  .  v. 

T       sin  u  sin  w    vsmai  D       sin«  sin m  vsmai 

Mithin  zeigt  sich  das  Moment  des  Dreieckes  ADE 

^-   •       •   *  (1  —  cosw)(l-r-cosi*')  /A*7 

>  j  sin  e  sin  ß .   -.         ,  -.  —. — .  v 

1  r  sin  w  sin  t*  v  sin  oi 

und  < -i- ein  e  sin  p  .  —   .-.   . — : — .V. 

^*  r  sin    sin  m  vsmo) 

Nun  ist  das  Moment  des  Dreieckes  ABC  gleich  der  Summe  der 
Momente  aller  dasselbe  coostitoirenden  Dreiecke,  wie  ADE,  folg- 
lich grösser  als  die  Summe  aller  unteren  und  kleiner  als  die  Summe 
aller  oberen  Grenzen  der  Momente  der  Dreiecke  ADE  für  sämmN 
liehe  Theile  v  =  DE  der  Seite  BC=es. 

Lassen  wir  demnach  alle  Theile  v  der  Seite  ßC  unendlich  ab« 
nehmen,  so  nimmt  auch  der  Winkel  9  unendlich  ab,  und  die  Kreis* 
bogen  u  und  u  nähern  sieb  unendlich  ihrer  Gleichheit;  daher  stre- 
ben die  Quotienten  -ß—  und  -A-  ihrer  bekannten  tremeinschaftlU 

sin  if>         sin  v  D 

cheii  Grenze  1,  die  Producte  (1 — cos«)  (1 -f- cos«/),  (l  —  cos») 
(1-4- cos*)  und  sin w  sin m'  ihrer  gemeinsamen  Grenze  i  —  cos«3  = 
sin»'  zu;  die  Kugeldrciecke  DEF  und  DFG,  welche  an  F  und 
G  rechtwinklig  sind,  nähern  sich  unendlich  ihrer  Ausebnung,  folg- 
lich dem  Zustande,  in  welchem  DF  =  v  ritt  w'  und  EG  =  v  nin  u> 
ist;  kurz,  das  Product  der  in  den  Ausdrücken  der  einschränken- 
den Grenzcb  als  Factoren  vorkommenden  Quotienten  strebt  sciuer 
Grenze  1  ohne  Ende  zu. 

Bei  der  Summirung  sämmtlicher  Wertbe  der  gleichnamigen 
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Grenzen  der  Momente  aller  constitutiven  Dreiecke  kommt  ihr  ge- 
meinscbaftlicher  Factor  .'  sin  c  sin  ß  mit  der  Summe  von  lauter  Pro- 
ducten  zu  multipliciren,  in  deoen  die  einen  Factoren  einer  gemein- 
samen Grenze  zustreben;  daher  ist  letztere  Summe  gleich  dem 
Producte  dieser  gemeinsamen  Grenze,  —  hier  1  —  in  die  Summe 
aller  zweiten  Factoren*)  —  hier  in  die  Summe  aller  Bestandstücke 
v  der  Seite  B C= «,  d.  i.  in  die  Seite  a  selbst.  Mithin  strebt 
sowohl  die  untere  als  auch  die  obere  Grenze  des  Moments  vpm 
Dreiecke  ABC  derselben  Grenze  |  sin  c  sin /¥ .  a  ohne  Ende  zu; 
folglich  muss  dieses  Moment  eben  dieser  Grenze  jasinrsin/?  gleich 
sein,  welche  man  auch  durch  |0sin6sinr  ausdrücken  kann. 


IV. 

Neuer  Beweis  der  Gleichheit  von  Parallel epipeden. 

,  Der  Satz:  Parallelepipede  von  gleichen  Grundebenen 
und  Höhen  sind  gleich,  wird  in  allen  mir  bekannten  Lehrbü- 
chern der  Stereometrie  bloss  für  den  sehr  eingeschränkten  Fall  er- 
wiesen, wo  die  Grundebenen  congruent  sind;  auch  drängen  sich  in 
den  zum  Beweise  dienenden  Figuren  die  Linien  in  einen  so  engen 
Raum  zusammen,  dass  besonders  in  öffentlichen  Vorlesungen  daa 
Sichten  und  Uebersehen  derselbeu  den  Zuhörern  sehr  beschwerlich 
.fällt.  Der  folgende  Beweis,  den  ich  im  Jabre  1838  fand,  ist  von 
beiden  Mangeln  frei. 

I.  Zuvörderst  betrachten  wir  den  Fall,  wo  die  gleichen 
Grundebenen  der  Parallelepipede  je  eine  Grundkante  und 
den  Kanlenwinkel  an  ihr  gleich  haben. 

Bier  gehören  daher  zu  den  gleichen  Grundkanten,  als  Grund- 
linien der  parallelogrammischen  Grundebenen,  auch  gleiche  Höhen, 
d.  h.  gleiche  Entfernungen  von  den  parallelen  Seiten. 

lu  dem  einen  Parallelepipede  ACEG  (Taf.  VII.  Fig.  5.)  erwei- 
tern wir  nun  die  Grundebene  AC  und  die  parallelen  Grundkanten 
AB  und  CD,  welche  den  Grundkanten  ah  und  cd  des  anderen 
Parallelepipeds  ace%  gleich  sein  sollen.  Zwischen  diesen  verlänger- 
ten Grundkanten  und  mit  dem  ersteren  Parallelepipede  auf  die  näm- 
liche Seite  der  Grundebene  stellen  wir  das  zweite  Parallelepiped 
meeg  dergestalt  auf,  dass  die  gleichen  Grundkauten  paarweise  in 
einerlei  Gerade  zu  liegen  kommen,  die  OefTnungen  der  gleichen 
Kantenwinkel  an  ihnen  nach  einerlei  Gegend  gerichtet  sind  und 
die  Parallelepipede  selbst  nirgends  zusammentreffen.  In  dieser  Stel- 
lung fallen  die  erweiterten  zweiten  Schenkel  der  gleichen  Kanten- 
winkel ,  so  wie  auch  die  erweiterten  zweiten  Grundebenen  der 
gleichhohcn  Parallelepipede,  in  eine  Ebene  zusammen;  und  die  Pa- 
rallelepipede machen  mit  einem  zwischen  ihnen  stehenden  schief 
abgeschnittenen  Prisma  BdFh  ein  eben  solches  Prisma  AeEg  aus. 


•)  Denn  bekanntlich  ist,  nach  Caucby  (vergl.  auch  Archiv.    Theil  1. 

S.  293),  aa  -|-  tt'a'  -f-  tt'a"  -f-  ....  =  («     a  -f-  «"  H  . ) .  Med.  (a,  ä. 

«",....);  folglich,  wenn  liuia  =  lim«'=  liaiö"  =  ....=  A  ist, 

Um  (««  -4-  tt'a  ■+-  a"a"  -+- ....)  =  lim  (« -f-  a  -|-  n"  ■+- . . ..)  X  Med.  (lirart. 
Um«',  liiua",....)  =  A.  lim  (a-r-oe'-f- «"-+-....). 
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>  » 

Nunmehr  lässt  sich  leicht  nachweiset],  dass  die  schief  abge- 
schnittenen Prismen  AdEh  und  BcFg  cougruent  sind. 
Denn  1)  sind  alle  parallele  Knuten,  als  Seiten  desselben  Parallel- 
epipeds,  gleich,  wie  AE=z  BF,  aez=6f...r%  2)  sind  jede  zwei 
in  einer  Geraden  gelegene  Kanten  gleich,  wie  Aa  =  Bb,  Ec  = 
Ff  u,  dgl.,  weil  sie  aus  gleicben  Stücken  bestehen,  da  AB  =  ab, 
also  auch  AB  Ba  =  Ba  ab,  d.  i.  Aa  =  Bö  ist;  daher  sind 
3)  nicht  nur  die  Winkel  der  gleichgerichteten  Kanten  gleich,  wie 

DAa—  CBb,  EAa  =  FBb  sondern  auch  4)  die  Winkel  der 

gleichgestreckten  Ebenen  gleich,  wie  die  der  Ebenen  AH  und  BG 
mit  den  sie  schneidenden  Ebenen  Ae  oder  Bf3  u.  dgl.  Denkt  man 
sich  daher  ein  solches  Prisma,  BcFg,  zu  dem  andern  AdEh  der- 
gestalt gebracht,  dass  eine  Kante  Bb  mit  der  ihr  gleicben  Aa, 
und  an  ihr  die  gleichen  Kantenwinkel  überein  fallen;  so  fällt  die 
Seitenebene  BG  auf  die  congruente  AH  und  die  Seiteuebene  bg 
auf  die  congruente  ah,  mithin  auch  Jede  Ecke  des  enteren  Prisma 
in  eine  des  letzteren;  das  Prisma  BcFg  wird  gleichsam  zwischen 
der  es  einhüllenden  parallelepipedischen  %  Flache  AfUcA  um  das 
Stück  AB  von  B  gegen  A  geschoben  und  erfüllt  so  ganz  das  an- 
dere Prisma  AdEh.  Da  nun  in  dieser  Stellung  beider  Prismen 
jeder  Unterschied  zwischen  ijinen  aufgehoben  erscheint,  so  sind  sie 
congruent. 

Zieht  man  demnach  von  diesen  congruenten  Prismen  AdEh 
und  BcFg  das  ihnen  gemeinschaftliche  BdFh,  oder  sie  selbst  von 
dem  ganzen  Prisma  AcEst  ab,  so  müssen  die  Reste,  welche  gerade 
die  mit  einander  zu  vergleichenden  ACEG  und  aeeg  sind,  gleich 
gross  sein. 

II.  In  jedem  anderen  Falle  muss,  weil  die  Gruodebenen 
der  Parallelepipede  Parellelogramme  und  einander  gleich  sind,  in 

1'eder  Grundebene  wenigstens  Eine  Höhe  kleiner  oder  nur 
löchstens  so  gross  als  eine  Seite  der  anderen  Grund- 
ebene  sein.  Denn  der  Flächen  iulmlt  eines  Parallelogramms  gleicht 
dem  Producte  aus  einer  Seite  (der  Grundlinie)  in  ihre  Höbe,  und 
jede  Seite  desselben  ist  wenigstens  so  gross,  wenn  nicht  grösser, 
als  die  der  anstosseudeo  Seite  zukommende  Höhe;  folglich  ist  der 
Flächeninhalt  des  Parallelogramms  nie  kleiner  als  das  Product  sei- 
ner beiden  Höhen  und  nie  grosser  als  das  Product  zweier  zusam- 
menstossendeo  Seiten.  Bei  zwei  gleichen  Parallelogrammen,  wie 
hier  die  Grundebenen  sind,  ist  demnach  das  Product  der  Höhen  des 
einen  sicher  nie  grosser  als  das  Product  zweier  zusammenstossen- 
den  Seiten  des  anderen.  Daraus  folgt  sogleich,  dass  nie  beide 
Höhen  des  einen  Parellelegramms  zugleich  grösser  sein  können 
als  jede  der  Seiten  des  gleicben  anderen  Parellelogramms. 

Sei  nun  die  zur  Seite  AB  (Taf.  VII.  Fig.  6.)  der  Grundebene 
AC  gehörige  Höbe,  d.  i.  der  Abstaud  der  zwei  parallelen  Seiten 
AB  und  CD  von  einander,  nicht  grösser  als  die  Seite  ab  der 
Grundebene  des  zweiten  Parallelepipeds  aeeg.  Dann  kann  man 
zwischen  jenen  Parallelen  nnd  ihren  Verlängerungen  durch  jeden 
Punkt  a  wenigstens  Kine  der  Seite  ab  gleiche  Gerade  ah  führen. 
Zieht  man  zu  dieser  in  demselben  Abstände,  wie  die  Parallelen  ab 
und  cd,  die  cb  parallel,  so  ist  das  entstehende  Parellelogramm  oc 
dem  andern  ac  gleich,  weil  sie  die  Grundlinien  ab  und  ab  sammt 
den  zugehörigen  Höhen  gleich  haben.  Nach  der  Annahme  ist  aber 
auch  AC=ac,  daher  auch  nocb^C=ac.  Beide  Parellelogramme 
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liegen  übcrdiess  zwischen  einerlei  Parallelen,  mithin  haben  sie  auch- 
ihre  Grandlinien  gleich,  Aß  =  oH>.  Kurz  das  Parallelogramm  ac 
hat  mit  jedem  der  zwei  einander  und  ihm  gleichen  Parallelogramme 
AC  und  ac  eine  Grundlinie  und  ihre  Höhe  gleich. 

Verlängern  wir  endlich  die  Parallelen  ab  und  cb,  und  stellen 
wir  auf  sie  die  ihnen  gleichen  Grundkanten  ab  und  cd  des  Paral- 
lelepipeds  accg\  erweitern  wir  dann  die  durch  AB  und  CD%  so 
wie  die  durch  ab  und  cd  gebenden  Seitenebenen,  und  die  von  der 
Grundebene  ACac  gleichweit  abstehenden,  also  in  Eine  Kbene  zu- 
sammenfallenden Grundebenen  KG  und  eg\  so  begrenzt  dies  Paar 
Grundebenen  mit  jenen  zwei  Paaren  purcllcler  Seitenebenen  ein 
neues  Parallelepiped  OCeg.  —  Für  die  Darstellung  bleibt  es  hierbei 
vorteilhaft,  die  Gerade  ab  so  weit  von  der  Grundebene  AC  und  von 
ihr  die  Grundebene  ac  so  weit  entfernt  zu  halten,  dass  keine  zwei 
Parallelepipede  irgend  wo  zusammentreffen.  —  Mit  diesem  dritten 
Parallelepipede  aeeg  hat  nun,  vermöge  seiner  Entstehung,  jedes  der 
zwei  Parallelepipede  ACEG  und  aeeg,  ausser  der  Grundebene  und 
Höhe,  auch  noch  eine  Grundkante  und  an  ihr  den  Kantenwinke} 
gleich;  mithin  sind  sie,  dem  vorigen  Falle  gemäss,  ihm  einzeln 
gleich ,  daher  auch  einander  selbst  gleich. 

Der  behauptete  Satz  gilt  demnach  ganz  allgemein. 


XL. 

lieber  die  höheren  Differentialquotienten 
einiger  Functionen. 

Von 

Herrn  Doclor  O.  Sc klö milch 

■ 

zu  Weimar. 


I.  Wir  wollen  uns  zunächst  mit  deu  höheren  Diflrrcnzialquo- 
tienten  der  häufig  vorkommenden  Function 

*  =  (») 

beschäftigen.  Durch  successive  Diflcrcnziatiou  derselben,  unter  be- 
ständiger Anwendung  der  .Sätze 
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~~     '  du:  —J  du-      '  du 

* 

lindet  man  folgende  Reibe  von  Gleichungen: 


4  = -*»?** 


r/5« 


(_8a»  -f-  12»)**' 


i/»< 


(4-  16s4  —  48a'  -+-  I2)f 


d*u  — %* 


0  =  (—  32*» -f.  160s«  —  120»)/' 

^  =  (-*-64a°  -  iSüs« -fr  720a2  —  120)7*' 

u.  s.  f. 

und  wir  müssen  nun  in  dieselben  ein  Gesetz  zu  bringen  suchen. 

Mau  bemerkt  zunächst,  duss  die  erste  Vertikalreibe  nach  Po- 
tenzen von  2*  fortgeht;  wir  wollen  daher  uns  den  CeefGzienten  in 
den  anderen  ebenfalls  so  hohe  Potenzen  von  2  ausscheiden,  als  die 
daneben  stehenden  Potenzen  von  a  sind,  damit  sümmtliche  Hori- 
zontalreihen  nach  Potenzen  von  2s  tortlaufen.    Bs  wird  nuu 


* 

0  =  +  [(2,)._ 

» 

-t3 

0  =  -[<*)'  " 

£=-H(V- 

I2(2a)'-|-I2j7*3 

0=-((2»)'- 

20(2*)»-f-60(2a)|JS* 

£?  =  -H(2,)'- 

30(2»)*  -|- 180(2*)*  —  120|7** 

U.  8.  f. 

und  es  handelt  sich  jetzt  noch  um  die  independente  Bestimmung  der 
Coeffizieoten  der  Potenzen  von  2»,  nämlich 

1 

1,  12,  12, 
1,  20,  60, 
1,  30,  180,  120 


I 
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/erlogt  man  die  Zahlen  der  iweiten  Vertikalreibe  iu  Pactoren,  so 
bemerkt  man  leicbt  das  Gesetz:  2  =  2.1,  6  =  3.2,  12  =  4.3, 
20  =  5.4,  30  =  6.5,  so  dass  diese  Zahlen  unter  der  Form  «(» — 1) 
=  2»,  zu  stehen  scheinen,  wenn  wir  mit  »,  den  zweiten  Bioo- 
mialkoeffizienteu  des  Exponenten  »  bezeichnen.  Die  Zahlen  der 
vierten  Vertikalreihe  haben  den  gemeinschaftlichen  Factor  12=3.4, 

und  lassen  sich  auf  folgende  Weise  schreiben :  12  =  3 .  4  .   *g '  3  '  4> 

a  a      o    m.  *  5  •  4  •  S  •  2    ,  6.5.4.3  #^ 

60=  6  .  4  .  ,  -  ,  . ,  1 MJ  = a  .  4  .  ,    ■  . — was   aut    das  besetz 

1  .  Z  .  3  .  4  1  .  a  •  ü  .  4 

3.4.1*4  hinzudeuten  scheint.  Die  Zahlen  der  vierten  Vertikalreibe 
müssten  demnach  von  der  Form  4.  5.6.*,  sein,  auf  welche  auch 
die  Zahl  120  für  a  =  6  passt.  Wir  wollen  nun  dieses  Gesetz  der 
Coeffizienten  annehmen  und  zuseben,  ob  es  ftir  den  (*»-f-l)ten 
Differenzialquotienten  richtig  bleibt,  wenn  es  für  den  «ten  gilt. 
Sei  demnach 

5^=(—  \y\&%Y  -  An-%  (2*y-»-f-      (2*)*-^  - . .  • .  Ü%*    ( 2  ) 

und  irtrend  ein  Coeffizient 


=  (r+\)(r  +  2)....Zr.«*  (3) 
also  der  folgende 

r 

iw_8r_2  =  (r-f-2)(r  +  3)....(2r  +  2)s^M  (4) 
so  müsste  gleichförmig  für 

auch 

=  (r  -+-  1 )  (r  H-  2) . . . .  2r .  («  -4-  1 )*. 

und 

tH-l 

^M  =  (r  +  2)(r  +  3)....(2rH-2).(«H-l)*^  (7) 

sein,  wie  man  sotrleich  erkennt,  wenn  man  «-4-1  für  n  setzt.  Man 
erhalt  aber  die  Gleichung  (5)  aut  (2)  durch  Differenziation  der 
letzteren;  diese  gibt  bei  wirklicher  Ausführung 

+  (  —  1       |_  2»  (2*)»- 1  +  2  (»  —  2)  ^-2  (2a)"-* 

-  2  («  -  4)  An~A  (2a )*-*  -*-....  Je*' 
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Vergleicht  man  diess  mit  der  Gleichung  (5),  so  ist 

An-X=<l*+  An-1 

it-4-|  n  tr 

Jn-l  —  2(n  —  2)  An-Z  -f-  An  -A 

«4-1  »•  « 

^„_5  =  2(»  —  4)  ^-4  H-  ^«-6 

U.  8.  f. 

> 

oder  allgemein 

it-H  »  * 

An~ir-\  =  2(»-2r)  -4-  ^-2r-J. 

Nehmen  wir  jetzt  das  oben  ausgesprochene  Bildungsgesetz  für  den 

n 

i»ten  Differentialquotienten  als  richtig  an  und  substituiren  für  An-ir 

n 

nnd  Am—ir—t  die  in  (3)  und  (4)  gegebeneu  Werthe,  so  ist 

Am—2r—\  =  2(»  —  2r)  (r  -f-  1)  (r  -|-  2)  . . . .  2r .  «2r 

-H(r-i-2)(r-f-3)  ....  (2r -f- 2) 
=  (r-f-2)  (r-f-3). . .  .2r  [2<»-2r)  (r+  l)a»-|-(2r-f-l)  (Sr-t-S)»»*«]. 

Es  ist  aber  (»  —  2r)  «2,  =  (2r  1)  «j^i  und  2(r  H-  1)  =  2r -+- 2, 
folglich 

==  (r     2)  (r  +  3)  . . . .  2r  (2r  -f-  1 )  (2r  H-  2)  -4-  i^J 


oder  unter  Anwendung  eines  bekannten  Satzes  von  den  Binomial- 
koeffizienten 

X-2r-i  =  (r  +  2)(#--+-3)  . . . .  (2r-4-2)  (»+*W 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  mit  dem  in  (7)  identisch,  welcher  letztere 
aus  (4)  dadurch  abgeleitet  worden  war,  dass  «+1  für  n  gesetzt 
wurde.  Das  Bildungsgesetz  unserer  Coefnzieoten  gilt  daher  für  den 
(a-hl)ten  Differenzialquotienten,  wenn  es  für  den  «ten  richtig  ist, 
d.  h.  es  gilt  allgemein,  da  es  für  den  ersten  Differentialquotienten 
Gültigkeit  besitzt. 

Setzen  wir  nun  in  der  Gleichung  (2)  die  Werthe  der  A  ein, 
so  ergiebt  sieb: 


=(— l)"f(2*)"— 2«t(2*)--»4-3.4j»4(2»)«-4— 4.5.6*.(2*)«-6| 

— |— ...  t\c  1 


(8) 


Nimmt  man  x  =  au,  wo  a  eine  Constnnte  ist,  so  wird  dxH  =  an{/uH, 
folglich 


du* 


(9) 


womit  die  gestellte  Aufgabe  allgemein  gelöst  ist. 


II.  Aus  dem  Vorigen  lässt  sich  auch  leicht  der  Werth  des 
Differenzialquotienten 


d"{ue  ) 
du» 


ableiten. 

Aus  dem  bekannten  Satze 

<tirxj)  _    d*9      n    d£  </«-iy 
dw    —  r  duH  -t-  x    du-  dun_x «+-.... 

..  .  c  -a'lul 
erhält  man  nämlicb  für  />  =  *,  g  =  e 

ä  .  — <i  *t<*  .  ,—utui 

d»(ue       )  _  Md*[e       )      n <^~'(g  ); 

du»       ~        du»  -r-— -' 


folglich,  wenn  wir  für  die  rechte  Seite  die  gefundenen  Werthe  aus 

mm 

(9)  substituiren  und  wieder  AH-ix  An-\  etc.  zur  Abkürzung  braueben, 


d»{ue"  '*  ) 

=  (-  «)«t*  1(2««)»  -  JL-j  (2««)«-2  4- Jrw_4  (2««)"-'«  — ....  J  ?  * 
-+■  (- [(2*u)»-i (2ou)»-*+ 7ml-6{2au)»-5 -....]7*  * 

■  * 

=  l  (—1 J"*"-1 1(2»«)»+»—  J^^*)"-'-!- Jf*_4(2a*)"-*— ....  ]  * 
.+-  »  (-1)"«»-»  [-  2»  (2*«)«-i  -h  2«         (2««)»-»  -  . . . .  J^'*' 

Nehmen  wir  die  CoefBzienten  gleicher  Potenzen  von  2<n#  zusam- 
men und  bezeichnen  die  neuen  CoefBzienten  mit  Bn+\ ,  Bn—\, 
Bm-t  etc.,  so  ist 

n  n-1 

=  (**  H-  1 )  (r     2) .. .  .2r .  M2r 

-f- 2«  .  r  (r  +  1 )  (r -r- 2)  . . . .  (2r  —  2) .  (  ä  —  1  >>_2 
=  (r-T-l)(r-f-2) ....  (2r— 2)  [(2r—  1 )  2r.  «>-f-2»r .  (n—l 
=  (r-M)(rH-2)....(2r-2).2r((2r— 1)«2,  -+-«.(«— lfc^]. 

flun  ist  aber  » .  (»— 1)*w2  =  (2r—  1)  .  »2r-i,  folglich 
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4  ==  (r     1 )  (r -f- 2) . . . .  (2r -  2)  (2^  -  1 )  2r  [«*. 4- 
=  (r  +  l)<r-|-2)....2r.(ii-f-l)ar. 

Selten  wir  nun  r  =  0, 1, 2,  3, ....  so  wird 


=  i(-  D"  «-1  [(2a«)»+i  -  2  0H-1),  (2**)«-i 

+  3  .  4(»  -4-  1)4  (2««)-« - 


(10) 


Wir  wollen  nun  einige  Anwendungen  der  gefundenen  Formeln  (9) 
und  (10)  mittheilen. 

p 

III.   Eb  sind  folgende  Integrale  bekannt: 

*  WS  .  >±!™fi-=il  .  £  =/W"  *,  (12, 

»  * 

Setzen  wir  im  ersten  Integrale  k  = «»'  und  differenziiren  »mal 
nach  «,  wobei  or  wie  früher  a  constant  für  die  Integration  bleibt, 
so  wird 

Führt  man  die  Diffcrcnziatibn  auf  der  linken  Seite  aus,  setzt  unter 

dem  Integrale  rechts  für  w — -  seinen  Werth  aus  der  Gleichung 

(9)  für  0  =  or,  und  integrirt  die  einzelnen  Glieder  rechts  nach 
Formel  (12),  so  ergiebt  sich  folgender  arithmetische  Satz: 


1 , 2. 3..  •  • 

1  ! 

:1.3.5....(2*— 1)— 2» 


1.2.3....«  i 
1.3.5....(2w-S)  .  0  ,     1.3.S....(2»-5)        J  03) 


Aehnliche  und  allgemeinere  Sätze  lassen  sich  durch  ein  ähnliches 
Verfahren  leicht  in  grösserer  Anzahl  ableiten.  Wichtiger  als  dieses 
ist,  dass  man  aus  den  oben  gefundenen  Differenzialquotienten  die 
einiger  anderen  Funktionen  ableiten  kann,  wie  man  sogleich  se- 
hen wird. 

IV.    Man  setze  in  Formel  (11J  *  =  l-h«',  so  ist 

folglich 


2 

24 
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Sufcsiitatrt  man  für  den  DifTerenzlalquotienten  unter  dem  Integral- 
zeichen den  Ausdruck  (9)  für  «  =  ^r,  integrirt  jedes  einzelne  Glied 
nach  Formel  (12)  für  *  =  H-«2  und  *»=»,  »—1,  »— 2,u.i 
so  wird 

—  r  1 
,     1,,rI.S.5....(2>t->  1)  .  , 

=(-1r  i-  ^  (W+ö^i 

9„  1.3.S....(2n-3)        (2»)— »       ,  , 
und  wenn  man  zur  Abkürzung 

§ 


setzt,  so  ergiebt  sich 

d»U 


a (-  1)»  1 .  3  .  5  ....       -  1)  [«»  -  j^i^C^-H ....  1 

oder 

(-1)»    \ 

1.3. 5... .(2«—  1)  *  du»  ( 

Ein  allgemeines  Glied  der  vorliegenden  Reibe  würde  folgendes  sein: 

(r-f-l)(r-|-2)(r-f-3)....2r.Wir  .„^^^^ 
—  (hn-2)  (4«-6)         10)....  (4*-4r  +  2) 

aus  welchem  das  Gesetz  des  Fortganges  leicht  zu  übersehen  ist. 
Man  kann,  der  Gleichung  (15)  noch  eine  andere  Gestalt  geben. 
Sei  nämlich  »#  =  tany,  so  wird  {7=cos$p,  und  in  dem  allgemei- 
nen Gliodc 

un—tr[]*n»  >r  1 1  rr:  cos*,+,y  .  sinw— 2r<p, 
und  wir  erhalten  jetzt 

1 .3.5.... (2«  — 1)  *  dun 
= cos*+4y  f  sin«? — 8in*^P  +  (^J2)(4n-6)  sln'l^P  ~"  1 


V.  Nimmt  man  in  Formel  (11)  wieder  *  =  1  -I-  •»*  und  mnlti- 
plizirt  beiderseits  mit  dem  constonten  «,  so  ist 


igwzeö 
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folglich 

2     dw*   vi+«'J      *S  0       du*  e 

Substituirt  man  unter  dem  Integralzeichen  den  Werth  des  Differen- 
zialquotieoten  aus  Gleichung  MO)  für  a  =  .r  und  integrirt  die  ein- 
zelnen Glieder  nach  Formel  (12)  für  k  =  1  -+-  »*  und  «■  =  », 
»  —  1  u.  s.  w.,  so  ergiebt  sich: 

d»  w 
dun  [\7T^] 


(-1)"  f1.3.5....(2n— 1)  (2i/)«+i 


2     1  2»  '  (V/üilV)^1 

»•-•-11  (2*)»-*        .  , 


and  wenn  man  • 


setzt, 

=  (-""1^-  (a"-1)  [t*~'  -  </*-.+....) 

oder 

(-1)"  ^tf  \ 

1 .3.5 .... (2n—l)  *  </m«  .  \(is\ 

—  ^l^2^1-  An- 2  1        +(4^-2)~(4h-6)  •  ) 

wobei  das  allgemeine  Glied  der  Herbe  durch  folgende  Formel  dar- 
gestellt wird: 

+      (r+l)(r-n2)(r  +  3)....2r(»-f-l)2r  r73n_M 
—  (4*  -  2)  (4»  -  6)  (4*  - 10) . . . .  (4«  -  Ar  -f-  2)  " 

.  -    i  / 

aus  welcher  das  Bildungsgesetz  der  Coefßzienten  erbellet.  Nimmt 

man  noch  «  =  tao9,  so  wird  6  =  sin<jp,  und  man  bekommt: 

t„    — \ — , — -  L     .  .      ^_        1        .  .1,  | 

'       (—j)n  d*Q 

1.3.5....(2*-1)'  «to-  . 

=  cos»gp  [sin«+i9— ly+(4w^2)(Jtw-6)'»n"->y— 1 

Die  vorstehende  Gleichung  enthält  die  Auflösung  der  vom  Herrn 

Ä4# 


Heransgeber  im  lsten  tiefte  des  4(en  Theiles  d.  Arch.  S.  III  ge- 
stellten Aufgabe.  Die  dort  gegebenen  Ausdrücke  stellen  sich  unter 
die  obige  Form,  sobald  man  in  ihnen  cos»(l — sin?*)  für  cos*», 
cos*a(l  —  sin*»)  für  cos4»  u. s.w.  setzt,  die  noch  nötbigen  Multipli- 
cationen  ausführt  uud  Alles  nach  Potenzen  von  sin»  ordnet. 

> 

VI.  Setzt  man  in  den  Gleichungen  (14),  (15)  und  (17),  (18) 
u  Vi-  1  für  c#,  so  erhält  man  die  folgenden  beiden  Satze: 

Für 

i   •  Kl— e- 

i  t 

 1_   frU  )(20) 

1.3.5....  (2«  —  1)  *  dw* 

. 

und  für 
1 

r  •  u 

ist 

1  d»U  \(21) 


1.3.5.. ..(3m—  1)  " 

_  „    .  3(>t-^l)3    J_  3.4(n  +  l)4       J_  , 

— 11         4n-2    '  £/»    M4»_2)(4«-6)    ^«        "  \ 

Nun  hat  aber  Euler  folgendes  Resultat  gefunden. 

d*(\  —  «»)-* 

_      m!.«»      ri       ,        1        1.3  }<22) 


Vergleichen  wir  diess  für  1/I^"s7»  =  mit  Formel  (20),  so  er- 
giebt  sich  folgender  Satz: 

Für 

i    .     3»,   (  1  ^,    ,  3 » 4w4        /  1  u  . 

I~t~4n~^21«^         (4m- 2)(4m  —  6)W 

  1.2.3....M     ri  .  ,     J_    ,   1^3       _J_    ,  . 

—  1.3.5.. ..(2m-1)11~*~**'m»  "t"2.4***  «•"1",**,J 

1 

oder  für  «  =  .-7=- 


• 
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1  ^2*  ~li_^~M2«-l)(2*-3)l~2~J 

1  * 


(23) 


Diese  Gleichung  enthält  die  Formel  (13)  als  speciellen  Fall  für 
d?:=0.  Nimmt  man  4r=l,  so  erhält  man  eine  bekunnte  Eigen- 
schaft der  Binominikoeffizienten. 

Könnte  man  das  vorliegende #  Theorem  unabhängig  von  dem 
Vorigen  beweisen,  so  Hesse  sich  durch  dasselbe  umgekehrt  die 
Gleichung  (20),  so  wie  die  daraus  folgende  (21)  aus  dem  Euler - 
«dien  Resultate  ableiten. 


XLI. 

»  -  i 

Aufgaben  über  Maxima  und  Minima. 

Von 

Herrn  L.  Mossbrugger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonsschule  zu  Aarau. 


f. 

Im  zweiten  Bande  dieses  Archivs  Seite  405  wurde  für  das 
grösste,  in  einem  gegebenen  rhombischen  Octaeder  beschrieben« 
Ellipsoid  die  Gleichung 

fefunden}  worin  2«,  26,2c  die  Grössen  der  drei  Achsen  des  Octae- 
ers  bezeichnen:  wir  wollen  nun  umgekehrt  dasjenige  unter 
allen  Octaedern  mit  gleichen  Achsenrichtungen  zu  be- 
stimmen suchen,  dessen  Seitenflächen  das  Ellipsoid  (1) 
ebenfalls  berühren,  und  das  zugleich  den  kleinsten  In- 
halt hat. 

Es  sei  ABCDEF  (Taf.  VII.  Fig.  7.)  das  verlangte  Octaeder 
ACy  BD  und  EF  seien  die  Achsen  desselben,  und  zugleich  die 
der  ar,  y  und  %\  y,  ß  und  a  die  Winkel,  welche  die  Achsen  der 
x  und  y%  der  a:  und  *,  der  y  und  %  einschliessen ;  ferner  setzen 
wir  /^Jf/tC^fp,  L.CAB  =  %  und  schreiben  in  der  Gleichung  (1) 

o       b  c 

der  Kürze  wegen  ax ,  bx  und  c,  statt  pj,       und  y~>  80  to- 
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ben  wir,  wenn  ar,,  y,,        —  ar,,  y,,  *a  ;  .r,,  —  y„        —  ar,, 

—  ^4»  *«;  «*«>y«>  — *«.;  —      y«,  — — yT»  —  *» ;  — 

—  yt,  — *,  die  Coordinaten  der  Berülirun^.st»unlvte  der  Seitenflä- 
chen ABE,  BCE,  AED,  CED>  ABFt  CBF,  ADFutid  C DF »it 
dem  Ellipsoid  bezeichnen,  für  dieses  und  für  jene  die  Gleichungen : 


XX, 

•x% 

y/, 
V 

•+- 

«, 

(3) 

xx%  t 

yy* 
V 

-+- 

(*) 

yyi 

**a  i 

(5) 

4- 

v 

*»4  ! 

(6) 

XX, 

V 

XX  k 
d* 

0) 

XX,  ^, 

yv« 
V 

(8) 

xx7 

yyT 
V 

SS  7  1 

(9) 

XX, 

yy. 

V 

**•  * 
.  ■  .  —  i 

c  *   

(10) 

Setzen  wir  die  senkrechte  Höhe  von 
gleich  Ay  und  den  Inhalt  des  Octaede 


E  bis  auf  die  Ebene  AB  CD 
s  gleich^  Ä,  so  ist: 


Ä'  =  MÄ.tf£\/<.sioy) 


und 


folglich 


K=\AB.BC.EO. 


sin  y 
sin  y 


Vrin  <" i + y)  «i. (" + ^  -  y»  .in  fe-=f±d  .i- '  - '  (U) 

Um  die  Grössen  AB,  BC,  EO  zu  bestimmen ,  setzen  wir  in  der 
Gleichung  (3)  *  =  0,  so  ist  die  Gleichung  von  AB  folgende: 


yi     ai  yi 


(12) 


Aus  derselben  Gleichung  erhalten  wir  aber  auch,  wenn  wir  nach 
einander  *  =  0  und  y  =  0;  *  =  0  und  x  =  0;  x  =  0  und  y  =  0 
setzen: 
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Dadurch  erhalten  wir  aus  den  Dreiecken  OAB  und  BOC: 
AB  =  -±-  VaSyS+bx*xx* -%axHx*xxyx  cosy, 


«V 

Führen  wir  die  gefundenen  Wertbe  von  AB,  ÄCund  2?0In  Jio<lI 
ein,  und  setzen  der  Kürze  wegen: 


*  i 


so  ist  * 

c%*M     siny  |/|«i4yi8+*i4*i*— ^i^i^iy ico,/l  (13) 
«in  y'  r  f01ViM-6|4*i*+2*i'V*iy~i<">4l 

»  • 

Wir  (luden  aber  auch  für  die  Gleichung  von  AB: 

y      «a  'sinCy-f?)        *sin(y-+-^>      1  ' 
Aus  (12)  und  (14)  folgt: 

ltt*  £,    sin^> 

a*  yx        sin  (y-HVO' 

woraus  wir 

 &x9xx*\ny 

also 

^«,Vi,+*i**i,-ite!,V*  iy  i cos  y 

und  •» 
erhalteu. 

Weil  aber  auch  AB  \  B C=z  sin  ( g>.-r-  tp) :  sin     so  ist: 

.   M  .  .  A.*xx  sin  y  

™        '      Vax*yi*+bx*xt*+2ax*kx*xxyx  cosy 

.  >  •  ■  ■ 

Da  endlich 


AC=^±-  unci  auch^C=V/^/la  +  //^  —  2AB.  BC.co*fy 
xx 
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io  finden  wir  nach  der  Substitution  der  Wertfae  von  AB  und  BC 
und  der  Gleicbsetzung  beider  Werthe  von  AC 

cos  cp  = 

also  auch 

sio  y  = 

 2ala^,aj:,y,  siny  


V^i«l*y1'+Al^1'-2al'Zr1'a:ly1coV|{«,4y,'+A|4*»s+2«,'A1»*IyIcosy| 

Führen  wir  diesen  Werth  von  sin  9  in  der  Gleichung  (13)  ein, 
so  ist 

Um  den  kleinsten  Werth  von  K  zu  finden ,  betrachten  wir  * , 

d  A 

als  eine  Function  von  xt  und  y, ,  und  setzen  die  Werthe  voU  -g- 

dK  1 
Und  j —  gleich  Null,  bestimmen  alsdann  aus  den  resultirenden  Glei- 
chungen die  Weitbe  von  jct  und  y,,  so  erhalten  wir: 

dxx  —         ^.'y,*!*  \%^a!xdxx\ 

Nach  No.  2  ist  aber  *,  =  c,  j^j'—  j|ijÄ,  also  auch 

<**t    —  cxxx 

*•  •vv-isr-isu'' 

mithin  sind  die  Bestimmungsglcichungen  für  jcx,  y,  und  x, : 

- 


wir  leicht 
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finden;  setzen  wir  statt  der  Grössen  alf  btf  et  ihre  oben  an  gege- 
benen Werthe,  so  ist 

_  a_  b_  c_ 

Auf  gleiche  Art  finden  wir 

a_  b_  c_ 

x*  —    3  j  y*  — -  3 »  *»  —  3  ? 

Ä  C 

=  —  ~,y4=— y,  *4  =  y;  f  (20) 

fl_  ^  £ 

&i  ——  3  »  y* —  3*** — — 3' 

a  b  c 

x*  —    3  t  V*  —  j '  *• —  ~~  y » 

a  b  c 

—  T'y'— ~  T»*»— ~  "3 ; 

a  b  c 

Für  den  Inhalt  des  gesuchten  Körpers  finden  wir  dalier 

jg^^,^^.iB^^)Bin(;=£±ii>.iB(-»^)  „„  (2I) 

v  oder  onch 

....(i2) 

Vergleichen  wir  die  Gleichungen  (2),  (10)  und  (22)  mit  jenen  in 
(1),  (20)  und  (21),  so  finden  wir  nach  den  drei  erstem: 

Dans,  wenn  um  irgend  ein  gegebenes  dreiaxiges  Eltipsoid, 
von  welchem  allgemein  drei  beliebige,  jedoch  einander  zugeordnete 
Durchmesser  die  Grössen  2.4,  2ü?  und  IC  habeu,  das  kleinste  rhom- 
bische Octaeder,  dessen  Ecken  in  den  Verlängerungen  dieser  Durch- 

A      B  C 

raesser  liegen,  beschrieben  werden  soll;  alsdann  ^7=,  ^.uod^pr=. 

die  absoluten  Grössen  (ohne  Berücksichtigung  der  Zeichen)  der 
drei  Coordinaten  der  acht  Berührungspunkte  des  Ellipsoids  mit  den 
Seitenfiäcbett  des  Octaeders  sind,  ferner  dass 


K'=%ABCVi  l/sin^^^sin^^sin^l^sin^-"^^ 
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der  Inhalt  dieses  kleinsten  Octaeders  ist  (wo  a,  ß  und  y  wie  oben 
die  Winkel  bezeichnen,  welche  die  Durchmesser  2ß  und  2C,  2A 
und  2C,  2A  und  2B  einschliessen). 

Endlich  ergiebt  sieb  aus  den  drei  letzten  Gleichungen  No.  1, 
20  und  21,  dnss,  wenn  in  ein  gegebenes  Octaeder,  dessen  Achsen 
(Diagonalen)  2a,  26  und  2c  sind,  ein  grösstes  Ellipsoid  einbeschrie- 
ben ist,  und  alsdann  um  dieses  letztere  wieder  das  kleinste  Octae- 
der,  dessen  Ecken  auf  den  Verlängerungen  der  Durchmesser  2a, 
26,  2c  liegen,  beschrieben  werden  soll,  dieses  letztere  mit  dem  ge- 
gebenen Octaeder  identisch  wird;  so  wie  auch  die  Berührungspunkte 
der  Seitenflächen  des  erstem  gegebenen  Octaeders  mit  dem  gross- 
ten  Ellipsoid,  mit  Jenen  der  entsprechenden  Seitenflächen  des  ge- 
suchten kleinsten  Octaeders  mit  dem  Ellipsoid  zusammenfallen. 


Es  ist  ein  Parallelogramm  ABCD  (Taf.  VII.  Fig. 8.)  gegeben; 
man  soll  die  grösste  Ellipse  in  und  die  kleinste  um  dasselbe  be- 
schreiben. 

Für  den.  ersten  Fall  seien  AB  =  o,  AC '=  6  die  Seiten, 
und  CAB  =  u  der  von  diesen  eingeschlossene  Winkel  des  Pa- 
rallelogramms; ferner  sei  für  ein  rechtwinkliges  Coordinotensystem 

Ay*  -f- 2Bxy -+-  Cx*  ■+-  2Dy 2Ex F=.Q  (1) 

die  allgemeine  Gleichung  für  einen  Kegelschnitt. 

Nehmen  wir  aber  AB  als  Achse  der  x  und  AC  als  Achse 
der  y,  so  ist,  wenn  x*  und  y*  die  neuen  Coordinaten  bezeichnen: 


Führen  wir  diese  Werthe  von  x  und  y  in  der  Gleichung  (1)  ein, 
so  erhält  sie  die  Form 

J>y>*  .4-  2B'xtyJ  -f-  CV1  -+-  2D'y'  -f-  2Ex'  0  ... .  (2) 


II. 


jc  =  or/-r-y'cosa,  y=y' sin  a. 


wo 


A'  =  A  sin  a*  -+-  2B  sin  o  cos  o  -f-  Ccos  «a 
B'=B  sin  o  -f-  Ccos  a 
1?  =z  I)      a -\-  E cosa 


ist. 


Für  0^  =  0  erhalten  wir  aus  (2) 


Da  aber  die  Ellipse  die  Seite  AC  berühren  soll,  so  kann  p'  nur 
einen  einzigen  Werth  haben,  folglich  mnss 


D»-A'F=0....  (3) 
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sein.  Dadurch  wird  aber,  wenn  /der  Berührungspunkt  der  Ellipse 
mit  der  Seite  AC  ist, 

Ganz  auf  gleiche  Art  erhalten  wir,  wenn  M  der  Berührungspunkt 
der  Ellipse  mit  AB  ist:  * 

E*  —  CF=0....  (4) 

uud 

AAf^z.  je'  —  —  ^. 

■ 

Um  die  Ordinate  BL  des  Berührungspunktes  £  der  Ellipse  mit  der 
Seite  BD  zu  erhalten,  setzen  wir  in  der  Gleichung  (2)  ar'rrra, 
wodurch  wir 

erhalten.  Da  aber  auch  in  diesem  Falle  nur  einen  einzigen  Werth 
haben  kann,  so  muss  die  Gleichung 

r 

\B'a  +  0V-4'\Ca*+2Ea  +  F\=O....  (5) 
statt  finden;  daher  wird 

BL=z^=^^a^2/ 


Ebenso  bekommen  wir  für  y*=*  die  Gleichung 

\B'6  +  E\*-C\A't*-h2D'6-+-F\=Q....  (6) 
und  wenn  sich  die  Ellipse  und  die  Seite  CD  in  K  berühren,  so  ist 

Aus  der  Verbindung  der  Gleichungen  (3),  (4),  (5)  und  (6)  ergeben 
sich  folgende  zwei: 

±\B'*F*-D'*E*\a  +  ±\B'D'F--ED'>\=Q  ....  (7) 
2^  \&*F* —  D'2E*\  \B'EF — D'E*  \  =0  . . . .  (8) 

Vervielfachen  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  b  und  die  an- 
dere mit  a,   subtrabiren  alsdann  die  Producte,  so  erhalten  wir 

&  =  ^.   Aus  Wo.  7.  ist  aber  Bf=- ~  =b J^{£k-f-.F}. 
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Führen  wir  in  dieser  Gleichung  den  Werth  von  ZP  ein ,  to 

haben  wir  für  das  Zeicheu 

*  =  7*  (») 
üoU  für  das  Zeichen  — 

#=-tL\e«+*f\....  (10) 


Werden  die  Werthe  von  A\  C,  D'  und  der  letzte  von  ß*  in  No.  (2) 
eingeführt»  so  ist  die  Gleichung  der  Ellipse: 

/»r y" - ^ { Ea+1F\ ^y>+  ^'»4-  2Ea?+F=0....  (11) 

Aus  dieser  ist 


• 

Wird  diese  Gleichung  mit  tina.da/  raultiplicirt,  alsdann  integrirt, 
und  das  Integral  von  «a/rrrO  bis  a/=za  genommen,  so  erkalten 
wir  für  das  Zeichen  -fr-  den  Flächenruum  der  Figur  AIKLB,  und 
für  das  Zeichen  —  die  Fläche  der  Figur  AIMBL.  Im  ersten  Falle 
erhalten  wir: 

- 


I 

Für  x>  =  0  ist  Const  =  V 'F{Ea  -f-  F)  log  (-1), 
mitbin  ist 

siu  «/°yW^  =  £  sie  «  +         V^P^TF) .  log  (- 1), 
folglich  ist 

die  elliptische  Fläche  ^7ÄXÄ=^8inaH-Ä^i/7p^^.log(—l) 
Für  das  Zeichen  —  finden  wir  ebenso 

dieellipt.scheFläcbe^/4/Z,tf^ 

Daher  ist  die  Fläche  der  Ellipse  selbst=^jp  \/F(Ea+F)  .log(— 1). 
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Setzen  wir  in  diesem  Ausdrucke  g  =  xs  differenziiren  denselben, 

und  setzen  alsdann  das  Differential  desselben  gleich  Null,  so  er- 
halten wir: 

«  +  2:=0,  also  *=—  £; 

4 

mitbin  wird  der  Ausdruck  für  die  Flficbe  der  Ellipse  ein  Maximum, 

wenn  ■£  = —  —  oder  JF=  —  ist.    Durch  die  Einführung  dieses 

Werths  von  F  in  den  letzten  Ausdruck  für  den  Inhalt  der  Ellipse 
erhalten  wir,  wenn  wir  jenen  Ausdruck  mit  /  bezeichnen : 

/=^sina.l/=Tl.log(-l)....  (13) 

Da  aber  allgemein  log  {cos  <p  =p  sin  <p\/ZT[  |  =  =b  (2Anr  —  <p)\/ —  1 

ist,  was  auch  k  für  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ist,  wenn 
wir  Xr=l  und  <pz=.n  setzen: 

log(-i)=±,rv/=T. 


Nehmen  wir  das  untere  Zeichen  und  substituiren  diesen  Werth  von 
log  ( — 1)  in  der  Gleichung  (13),  so  ist 


/=  -jpsioa....  (14) 

.    Führen  wir  endlich  den  obigen  Werth  von  F  in  der  Gleichung 
(11)  ein,  so  erhalten  wir: 

b  a 

oder,  wenn  wir  die  Quadrate  ergänzen,  und     —  -y  =  s#,.r'—  y 
=  *  setzen : 

a»»» +       =  ^  ... .  (15) 

<    Es  sind  also  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Parallelogramms  mit 
den  Seiten  desselben  parallel  gezogenen  Linien  IL  und  MK  die« 
jenigen  zugeordneten  Durchmesser  der  Ellipse,  welche  ihre  Be-  . 
rührungspunkte  mit  den  Seiten  des  Parallelogramms  verbinden. 
Endlich  ist  die  Fläche  des  elliptischen  Raumes 

4/XLB=j  j4-t-7rjsina 

und  die  Fläche  des  elliptischen  Raumes 

ah 


AIMBL%=  ~  |4-7r|sin«. 
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Um  die  kleinste  Ellipse  um  das  Parallelogramm  zu  bescbrei- 
.  ben,  nehmen  wir  AB  und  AC  su  Coordinntenachsen  und  behalten 
alle  übrigen  Annahmen  wie  im  ersten  Fall  bei;  alsdann  finden  wir 

leicht,  dass 

so  dass  also  die  Gleichung  der  umschriebenen  Ellipse 

J'9»+C*n—A'fy—'Ggx'=:0.:.m  (16) 

ist.  Bestimmen  wir  aus  dieser  Gleichung  y*,  vervielfachen  alsdann 
mit  sinu.t/.r'  und  integriren,  so  ist 


sin  afy'dx*  =  _  8,n  a  ±  —  [  V  -j  J~ 


+  (',  +  7)Mj7r^=|+c.rt   (") 

Um  den  Inhalt  /'  der  Ellipse  mittelst  dieses  Auadrucks  zu  be- 
stimmen, so  müssen  wir  vorerst  bemerken,  dass  die  Seiten  AC  und 
BD  des  gegebenen  Parallelogramms  parallele  Sehnen  der  zu  be- 
stimmenden Ellipse  sind,  und  dass  daher  eine  durch  die  Mitten  die- 
ser beiden  Seiten  gezogene  Linie  ein  Durchmesser  derselben  ist; 

verbindet  man  daher  die  Gleichung  y'  =  y  dieses  Durchmessers 
mit  der  Gleichung 

die  wir  aus  (16)  erhalten,  so  erhalten  wir  die  Abscissen  AP  und 
AQ  der  Durchschnittspunkte  dieses  Durchmessers  mit  der  Ellipse, 
nämlich: 

AP=  x\  =  —  l\a-]/a*  +  £6*\ 

und 


i 

Das  Integral  zwischen  diesen  beiden  Grenzen  genommen  und  das 
obere  Zeichen  im  Ausdruck  (17)  gebraucht,  giebt  die  Fläche  des 
elliptischen  Raums  PXCSDOQ.    Das  Integral  von  a:'  =  0  bis 

x*x  =  —  \  { a  —  J/«3  -f-  ^  |  genommen  und  das  untere  Zei- 
chen in  •  No.  17.  gebraucht,  riebt  ^lie  elliptische  Fläche  APN. 
Nehmen  wir  ferner  das  Integral  von       "=  a  bis  x'  =  |  J  a 

|/«*-r-^^*|  ebenfalls  mit  dem  untern*  Zeichen  in  No.  17,  so  er- 
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halten  wir  die  Fläche  des  Raumes  ßOQ;  endlieh  (riebt  das  Integral 

von  at  =  0  bis  x'  =  a  mit  Beibehaltung  des  Zeichens  —  die 
Fläche  ARB. 

Führen  wir  das  so  eben  Angegebene  aus  nnd  bemerken ,  dass 
die  Fläche  der  umschriebenen  Ellipse  RASO=:  Raum  PXCSDOQ 
Raom  ARB  —  Raum  APS r-r-  Raum  BOQ  ist,  so  erhalten  wir 
ftir  den  Inhalt  der  Ellipse  folgenden  Ausdruck: 

*  *     »  * 

}£*  -+-  -p**\  wsin« 
!•=  yt=  ..-  (18) 


I     I  4 


Setzen  wir  wieder  ~^  =  x,  so  ist 


A 


/— ■  ^  (19) 


mithin 


?r  sin  a 


a*  n  s'ma 

— — 


j=0. 


A*      C      ...    _  ^ 


Aus  dieser  Gleichung  ist  x  =  —  =     ,  mitbin  C=  - ^  ;  dadurch 

wird  der  Ausdruck  für  den  Inhalt  der  Ellipse  RNSO  in  No.  18 
oü>r  (19)  zu 


AP-h  AQ 


7'  =  -2-sina   (20) 

Weil  nun  die  Grösse  des  Durchmessers  NO 

=  J/Ä»_4_^*,  so  ist  A'0  =  *l/2. 


b '  C»" 

Setzen  wir  endlich  in  (16)  —  statt  ^p,  nnd  statt  a/t  so  er- 
halten wir  für  die  Grösse  des  Durchmessers  RS,  der  dem  NO  zu. 
geordnet  ist,  den  Werth  6l/2.  Die  Gleichung  der  gesuchten  El- 
Fii 


ipse  ist  daher: 


•V 


b*x*  —  a2by  —  ab*x  —  0, 


•*  (y  -  t)8  +  *•  (*  -  y)* = — . 

und  wenn  wir  u  statt  y  — y  und  t  statt  *  —  \  schreiben: 

««»» =  (21) 
Aus  (14),  (15),  (20)  und  (21)  folgt: 
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* 

a)  dass  die  umschriebene  Ellipse  zweimal  so  gross  ist  als  die 
einbeschriebene; 

b)  dass  beide  ähnliche  and  gleichliegende  Ellipsen  sind. 

Der  «weite  Tbeil  dieser  Aufgabe,  nämlich  die  kleinste  Ellipse 
am  das  Parallelogramm  ABCI)  (Taf.  VII.  Fig.  8.)  zu  beschreiben, 
lässt  sich  auf  viel  kürzerem  Wege  auflosen.  Ziehen  wir  nämlich 
durch  den  Mittelpunkt  E  des  Parallelogramms  mit  AB  nnd  AC  die 
parallelen  Linien  A'O  und  ÄÄ,  so  geben  diese  die  Lage  zweier 
zugeordneter  Durchmesser  der  zu  suchenden  Ellipse  an.  Bezeichnen 
wir  nun  AE  und  JiE  mit  f  und  gt  ferner  den  Winkel,  den  SR 
mit  der  grossen  Achse  %A  der  Ellipse  macht,  mit  cu,  und  den,  wel- 
chen AO  mit  derselben  bildet,  mit  o>;  und  ist  endlich  2//  die  kleine 
Achse  der  zu  bestimmenden  Ellipse,  <ao  haben  wir,  nach  den  be- 
kannten Sätzen  von  den  Kegelschnitten,  folgende  Bestiromangsglei- 
ebungen:  , 

==  «*eT* •••  (1) 

J    "~  cos(«  — a»)sina 

_  B*  cos  (g-o,) 
»  sin»,  sin«    ••••  W 

A  .  Bz=fga\n  a   (4) 

Bezeichnen  wir  endlich  den  Flächeninhalt  der  Ellipse  wieder  mit  /', 
so  ist 

J'  =  ABn ....  (5) 

Drucken  wir  1'  durch  a,  £,  n  nnd  Functionen  von  a  nnd  n»  aus,  so 
finden  wir: 

y=T'a'K    smlM   +*' Kastel  —  —  •  « 


dl'     n  .      i  — g»sin2«  //  -  sin 2« 

*        |sin2üial/Sin2ffcotg2w-cos2«  ~r"sin2itf'}sin2acotg2xa-c082a{« 

Setzen  wir  diesen  Ausdruck  gleich  Null,  und  bestimmen  alsdann  den 
Werth  von  cotg2<u,  so  erhalten  wir: 

„        a *  cos  2«  -4- 

cotg  2w  —  .  .    ' — . 

8  <*asin2« 

*  * 

Suchen  wir  mittelst  dieses  Werths  die  Ausdrücke  I/«"» «(«,-»)  uml 

r      sin  2». 


I  /     sin  2oj 
V  sin  2  («  —  o>)* 


so  erhalten  wir: 
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/,        abn  . 
=  —  sin  a, 


also  dasselbe  wie 


XLII. 

Ueber  eine  neue  geodätische  Aufgabe. 

VüD 

dem  Herausgeber! 


f.  1. 

Die  folgende  Aufgabe  ist,  so  viel  wir  wissen,  noch  niemals 
behandelt  worden,  durfte  aber  sowohl  in  theoretischer  als  auch  in 
praktischer  Beziehung  mehrfaches  Interesse  darbieten: 

Aus  vier  in  einer  nnd  derselben  geraden  Linie  Ii» 
genden  Punkten  J!/,  *     Jf„  M     d*eo  En  tfernUnge„' 
von  einander  bekannt  sind,  werden  zwei  andere  mit  ie- 
nen  vier  Punkten  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  8 
UoJ?  *i.«e»«heu,  «nd      Jen  Punkten  M,  M,  ,  m     a#  dift 
ISO«  nicht  übersteigende»  Winkel  8M8„  SMjg 
Ajlf,^     welche  die  von  einem  jeden  der  Punkte  M  ß/ 
M„  Mt  nach  &  und  8X  gezogenen  Gesichtslinien  mit 
einander  ei nschliessen,  gemessen.    Man  soll  die  Wo 
der  Punkte  8  und  8t  bestimmen.  * 

Weil  diese  Aufgabe  eigentlich  nur  ein  spezieller  Fall  einer  weit 
nllgc.neinern  Aufgabe  ist,  welcher  wird  bald  eine  besondere  Ab 
tiandlung  zu  widmen  hoffen,  so  wollen  wir  in  den  drei  nächsten  Pa- 
rngraphen  von  einigen  allgemeinern  Betrachtungen  ausgehen  welche 
uns  späterhin  bei  der  Auflösung  des  in  Rede  stehenden  allgemeinen 
Problems  von  Nutzen  sein  werden,  wenn  dieselben  auch  für  unsern 
nächsten  Zweck  eigentlich  nicht  in  dieser  Allgemeinheit  angestellt 
zu  werden  brauchen.  ö  •■geswiu 

f.  2. 

««j  Y'r  ^uDkCn  ?"  drei  be,jebiSe  Pun*'e  JVnud  8,  8t  im  Räume, 
und  bezeichnen  deren  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  beliebiges 
rechtwinklige.  CoordioateM,.te«  respective  durch  «,  6  7  und 
Tb«u  nr.  23  ' 


.r,  y,  »;  ^r, ,  y, ,  Ferner  wollen  wir  die  Entfernungen  MS 
und  MS,  des  Punktes  j¥  vt>n  den  Punkten  S  und  S,  durch  r 
und  r,,  den  von  den  Liuien  MS  und  MS,  an  dem  Punkte  M  mit 
einander  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  durch 
a,  und  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  unter  denen  die 
Linien  MS  und  MS,  gegen  die  positiven  Theile  dreier,  durch  den 
Punkt  M  gelegter,  den  primitiven  Axen  paralleler  Axen  geneigt 
sind,  respective  durch  9p,  t//,  /  uod  $p,,  tp,,  £,  bezeichnen.  Dies 
vorausgesetzt  haben  wir  nach  den  Principien  der  analytischen  Geo- 
metrie die  Relationen 

^  x=i  a-\-r  cos  q>, 
1  )  J  yz=zb-\rr  cos  t//, 
3  =  r  -f-  r  cos  j|r; 

und 

i        =«+r,  coa  sp,, 
2)  1  Vi  =  Ä-f-r,  cos  V.. 
*,  =  *  -+-  r,  cos  jr.i 

so  wie  ferner  die  Gleichungen 

j  cos      -f-  cos  tp*  -+-  cos  jK*  =  1 , 
I  cos  95,* -f-cos  1p,1 -f-cos  £,ar=l 
und  ' 

4)  cos  9  cos  y,  -f-cos  t/;  cos      -f-cos  ;p  cos     ss  cos  a. 

Aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  folgt 


5) 


X  —  a  v  —  b  x  —  c 

cos 9  =  —7-  ,  cosy  =  *-^—,  cos^  =  -^; 

xx — a  y%—b  »1 — c 

C08  9i=_!_    C08V;i  -=3L__>  cos;ti==_!_ 


also  mittelst  der  Gleichungen  3)  und  4) 

)  i  (*l-ar)>+(y,-Ä)'H-(*I-r)»=:r1« 

und 

7)  (^-«)(.r1-ar)-T-(y-^)(y) -c){%,-c)= rr,  cot. 


Bezeichnet  nuu  A  den  doppelten  Flächeninhalt  des  Dreiecks 
SMS, ,  so  ist  bekanntlich 

8)  A  =  rrx  sin  a, 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

9)  (.r-ar) ^ (y-*) (y. -*)-M»_*) (*, -c)  =sAwts 
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oder 


10)  .r.r.-l-yy, +       —  d{y^-yt)  —  c(*-h*,) 

=  ^  rot«  —  («»  -f-*'  -f- r»). 

Liegen  dre  drei  Punkte  M  und  &,  S,  in  der  Ebene  der  xy, 
so  ist,  wie  sieh  ans  dem  Vorhergehenden  unmittelbar  ergiebt: 

11 )  xxt  -+-yyl  —a{x-+-xx  )—ö(y+yl)  =  A  cot  a  —  (a2  4-  £'). 


$.3. 

- 

Wir  wollen  uns  jetzt  vier  in  der  Ebene  der  xy  liegende  Punkt« 

denken,  deren  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  zum  Grunde  gelegte 
rechtwinklige  Coordinatensystem  respective 

ä,  h\  ax)  1>J ;  4*a,         ati  Ii, 

sind;  und  Sy  S,  sollen  wieder  zwei  beliebige  Punkte  iin  Räume 
sein,  deren  Coordinaten  in  Bezug  auf  dasselbe  rechtwinklige  System 


x,  y,  *  und  xlt  y„  a, 
sind.   Bezeichnen  wir  nun  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 
SMS,,  SMtS\,  SMtS„  SMtSl 

respective  durch 

die  doppelten  Fläcbenraume  der  Dreiecke 

SJUSt1  SjtftSlt  SAfiSli  SJMtSt 

respective  durch 

A>  Au  Aa>  Ai» 
und  setzen  der  Kürze  wegen 

12)  xx x  -r-yy,  -+-*»,  =  l/t  x  +  xx  =a  X,  y-\-yx  =  Y 

und 

A  cot  a  —  («' =  ß, 


13) 


VAi  cota, —(«,'  +  *,*)=  J}„ 
j  A,c»ta, -(«,'  + *.')=&., 
f  A.eot«,—  («,»4-*,')  =  $.; 


so  erhalten  wir  nach.  10)  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

25* 
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U-aX-6Yz=S2, 
ü-alX  —  6iY=S2t, 

f/-«,X-^  Y=S2t. 

El imi airen  wir  nun  aus  diesen  vier  Gleichungen  die  drei 
Ut  X,  Yt  so  erhalten  wir  die  bemerkenswerthe  Relation 

15)     {(*,  -  at)  (*\  -      -  (er.  -«,)      -  6t)\  ß 

■+■       «,)  <*.  -  *.)  -  K  -  *,)  (5  -  *,)! 

*+-  \ia-at)  (4,  -•l)-(s,-s1)(s-i1)|fll 

oder 

16)     |(#,-«a)^, +  +      -«,)^.|  -Ö 

-  +  +  (•-•,) A.tJi, 

und  folglich,  wenn  man  für  die  Grössen  J2,  42,,  42,  ihre  aus 
dem  Obigen  bekannten  Wertbe  in  diese  Gleichung  einführt: 

• 

17)    |(«r,  —  *,)  ox  -t-  («,  —  *■)    H-  C«.  —  «0    I  A  cot  « 

—  —       £,|  At  cot  at 

-  +  •.)*,!  A,  cot  o, 

=     IC«,  -  «.)  +      —  «,)  h%  \  (a*  -f-  A») 

-  I  -  *,)  ff  -f-  (a,  —  *)  b%  («  —  er,)  bt  |  (a, »  -+-  tjx ') 
4-        -er,)*  -4-  („,  —  *)*,  H-  («  —  «,)  4,1  (er.» -*-*,*) 

-  K-r. +       -•)*,+C-r-*.)*.l  + 

Wenn  die  vier  in  der  Ebene  der  aey  liegenden  Punkte  M,  Mx, 
«V, ,  M%  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen,  und  diese 
gerade  Linie  als  Axe  der  x  angenommen  wird,  so  erhalten  die 
vorhergehenden  Gleichungen  die  identische  Form  0  =  0.  In  die- 
sem Falle  bat  man  aber,  wenn  man  bloss  drei  in  derselben  geraden 
Linie,  welche  als  Axe  der  x  angenommen  wird,  liegende  Punkte 
M,  Mli  ti%  in  Betrachtung  zieht,  nach  10)  die  drei  Gleichungen 

L  —  aX  =  A  cot  a  — 

■ 

^'-^A'r:^,  cot  a,  —  er,*, 
V — ff,X  =  ^,  cot  a,-*1' 


aas  denen,  wenn  man  sie  nach  der  Reibe  mit  Ot  —  0,  ,  0g  —  0, 
a  — «,  mnltiplicirt  und  denn  sn  einander  addirt,  sogleich  die  Re- 
lation 
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18)     («t  —  «JbcQt  a  -Ha,—«)  Ai  coto.+t«-«,)^,  cota, 
=  («,  -a,)a»  +  («t-«)«l*  +  («-*,)«,* 


oder 


19)     (a„- «,)A  cot  a  -*-(«,—  *)  A*  cota,  ■+-(«  —  *,)  A»  cota, 
=  (a  —  «,)  «a,  ■+■  («,  —  *,)        H-  («3  —  *) 

erhallen  wird.  Weil  aber,  weon  P,  *?,  R  drei  beliebige  Grössen 
bezeieboeu,  wie  man  leicht  fiodet,  immer 


20)   (Q-R)Pi  +  {R-P)Q%  +  {P- 
=  -(/»-  Q){Q-R)  {R  —  P) 

ist,  so  kaon  man  die  Gleichung  18)  auch  auf  den  Ausdruck 

4  • 

21 )   («.  —  «,)  A  cot « ■+-  K  —  •)  Ai  cot «,  -f  - («  —  «i)  At  cot  a, 
=  —  (>  —  «,)(«, —a,)(a, —a) 

oder  auf  den  Ausdruck 

M^         A  cot  q  Ai  cot  «,   Areola.      _  j 

bringen. 

§  4. 

i 

Ferner  wollen  wir  jetzt  fünf  beliebige  Punkte 

im  Räume  betrachtet),  «leren  rechtwinklige  Coordinaten  respective 

a,  6,  c;  «„  bx%  cx  \  ati  6„  ct;  c,;  a4>  *4>  «4 

■ein  mögeu;  und       St  sollen  wieder  zwei  beliebige  Punkte  im 
sein,  deren  Coordinaten  in  Bezug  auf  dasselbe  System 


x,  y,  *  und  xlt  yx,  a, 

sind.  Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen  auf  ähnliche  Art  wie  im 
vorigen  Paragraphen 

j  xxx  -r-yy,  -t-**i  =  V 
'  I  x  +  xx  =  X,  y-t-  y,  =  y,  =  Z 

und,  indem  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 

SMS,.  SMtStt  SM%S„  SM,S„  SM%St 

respective  durch 

a,  a,,  a„  a,,  a«; 
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die  doppelten  Flächenräome  der  Dreiecke 

SMS,,  SMßt,  SM9Sti  SAf9S„  SJtf<St 
respective  durch 

A<  Ait  A»,  A,>  A4 

bezeichnet  werden, 

1 

A  cot  «  —  («»-*- )  =  .ßf 
Ai  cot  a,_  (als-f-Ä14-f-c1>J=Ä1, 

24)  (  A»  cot  «,  —  (<»,»-»-£,»-*-<?,»)  =  £„ 
Ai  cot  «,— (tf,»4-Ä,*H-c,»)=:ß|, 

A4  cot.«4  —  (a4* +  £,«+*•*)  =  £«; 
■o  haben  wir  nach  10)  die  füof  folgeoden  Gleichungen: 

C-aX  —  &Y-cZ  =  Si, 
U  —  axX  —  b%  Y—ctZ  =  S)l% 
25)  }  U  —  a^X —  lt  Y—c7Z=zQt, 
L—atX  —  6t  Y—clZ  =  S2t, 
U—aAX-l>.Y-c<Z  =  SiA% 

denen  sich  durch  Elimination  der  vier  Grössen  £7,  X,  t\  Z 
ohne  Schwierigkeit  die  folgende  bemerkenswerte  Relation  ergiebt: 

26)  0=  (      C«»-OIC*.-^X*.-0-(4.-OC*.-OI  1 

C«  -OK*.-*.)  («■ — O  -    - O  («V~  O  h 

-  j  -f-  (a,  -  «,)  j -  64)  (c - *,)  -  (c.  -  O!  [  Ä, 

+  («.-OIC*-0(*.-0-(*.-OC«-0|i 

+  (*.  -O  JC*.  -  *0(c-c «)  -  C'-OO,  -Ol  [ 

+  C«.-OIC*-0('.-0-Ä-0(«-OM 
(•-Ol C* ,  -  OC«.  -  O-    -  O    -  O 1 

-h  («,  — a,)       -  ä4)(c— O  —     —  Ofci  —Ol  [  &i 

+  («.-••)  IC*-OC*.  -O  -  (*,  -OC«-OI 
(•-OI('.-0(*.-0-C'.-OC".-OI 

c«,     k*,-o<V-o  -  c*-oc*.  -01 ! 

+  («.-OIC*-OC*.-0-(*.-OC«--OI 


uiginzea 
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in  die  sich  nun  iwcli  leicht  nach  die  aus  dem  Obigen  bekannten 
Wertbe  von 

n,  ä,,  ß„  ä„  ä,  . 

einführen  lassen  würden.  ' 

$.5. 

Indem  wir  der  Aufgabe,  welche  den  ei  deutlichen  Gegenstand 
dieses  Aufsatzes  ausmachen  soll,  nun  näher  treten,  wollen  wir  jetzt 
annehmen,  dass  aus  vier  in  der  Kbene  der  xy  und  in  einer  und 
derselben  geraden  Linie,  welche  als  Axe  der  x  angenommen  wer- 
den  soll,  liegenden  Punkten 

deren  Coordinaten 

«,  0;        0;  «a,  0;  ar,,  0 

sämmtlich  als  gegeben  betrachtet  werden,  zwei  in  der  Ebene  der 
.ry  liegende  Punkte  <V  und  St ,  deren  unbekannte  Coordinaten  .r, 
y  und  a?M  y,  sein  sollen,  gesehen,  und  in  den  Punkteo 

die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 

SMS,,  8MXS„  8M%8„  8Mt&\, 

welche  durch 

u,  er,,  aa,  o, 

bezeichnet  werden  mögen,  gemessen  werden,  und  wollen  unn  un- 
tersuchen, ob  sich  aus  diesen  Datis  die  Lage  der  Punkte  S  und 
JSt  in  der  Ebene  der  .Ty,  d.  Ii.  die  Grösse  der  Coordinaten  ar,  y 
und  art ,  y,  bestimmen  lässt,  wobei  wir  wie  früher  die  doppelten 
Flächenraume  der  Dreiecke 

SjVÄ,,  S3flSli  8JMtSti  8JHtSt 

respective  durch 

A,  Am  A..  A» 

bezeichnen  ^werden. 

Nach  11)  haben  wir  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  zu« 
vörderst  die  folgenden  Gleichungen: 

xxt  -hyy,  —  a{x -4- a?,)  =  ^eot «  — 

^•H-yy.  —  «i(^+^i)  =  A.  c°t«i  — 

xxx^ryyl  -a3(x  +  x,)=^  cota,  —  a,», 
-t-yyi  —  «•(^-f-^.)  =  Ai  eot«,  — «,»; 


und  ein  bekannter  Safe  der  analytischen  Geometrie*)  liefert  uns 
feruer  die  folgenden  Gleishungen: 

A  =  (—  1)'  l-^y,  —  y-r,  H-«(y  —  y,)j, 
A.  =(—  l)1'  l^yi  —  y-r,        (y— yt)| 
Aa  =  (-1)1*  l^ry,  —  yxx  -t-«,(y  —  y,)|, 

A,  =(-!)'»  \^y,-y^^atiy—yi)\. 


28) 

in  denen  für 


jede  beliebige  gerade  oder  ungerade  ganze  Zahl  gesetzt 
kann,  jtuachdew  man  sieb,  um  respective  von  dem  Punkte 

M,  Mx%  iV,,  Mt 

durch  den  Punkt  8  zu  dem  Punkte  Sl  zu  gelangen,  nueji  derselben 
Richtung,  nach  welcher  man  sich  bewegen  in  uns,  um  von  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  x  durch  deu  rechten  Wiokel  (xy)  hin- 
durch zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder 
nach  der  entgegeogesetzreu  Richtung  hin  bewegen  tuuss. 
—    wir  nuu 


also 


und 


i  jr  +  x,  =2«,  y-f-y,  =  2*; 
j  x  —  x  x  =  2*,,  y  — y,  =  2*,; 

30j  j  x  —  u-\-uxx  y=v~\-vx\ 

\  Xx  =  *  —        y,  =  v  —  Vx 

I  -^yi  —  y^i  =  —  2(we»,  —  *#,); 

so  werden  die  Gleichungen  27)  und  28) 

V-r-»1  —       —       —  2«i#  =  A  cot  o  — «», 
32)  {  ,*"4"t,a~w»a-"f,«a-2Ä»tt  =  A.cot«I—  a,«, 

,     +     —  «,l  —      — 2a1»  =  A,  coto, 
und 


33) 


A  =  — (~  1)'.  2(»pl  —  r«,  —  at< ,), 
A,  =  -(-  1)*"»  •  2(«*,  —       —  a, vx ), 
A*  =  -  (—  !)'•  •  2(»f ,  -t«,- ), 
Ai  =  —  (~  l)1'»  •  Vi  —  tw»  —  «,*,); 


und  nach  gehöriger  Substitution  dieser  Werthe  von  A,  A     A  A 
in  die  Gleichungen  32)  erhält  man  also  die  vier  folgenden  Glei- 
chungen zwischen  den  Grössen  •»>  e»,       i>, : 

•)  M.  s.  Archiv.   Tbl.  HL  S.  263. 
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34)WaH-i;a— *-4-(—l)*.  .2cota,.(«r,—  vut) 
'  —  2a,«#  —  (—       .  2a,  cot <x,  .  v , 


ra. 
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■+••*•  —  »i      f,  *  -h  (—  1 )».  2  cot  o  .(«©,—  **,)  i 

—  2«»  —  (—  1)'. 2«  cot  a.  er,  )~~ 
|«'  -r-f*  +      1)'>  .2coto, .  (ttvl  —  t»*,) , 
|—  2«,«  —  (—  1)*.  .  2a,  cot«,  .  vt 

1= 

«9H-f*— tf^+t— 1)'»  ^cotaj.fwr,— 

—  2a,«  —  (—  1)'.  .  2a,  cot  o,  .  r,  i 

welche  in  Bezug  auf  die  vier  Grössen 

«a  -f-  v%  —  tvt  *  —  *y,  *,       —-  vul ,  «,  », 

vom  ersten  Grade  sind. 

Nach  dem  Obigen  bezeichnen  bekanntlich 

« 

a,       a,,  a, 

die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 

SMSt)  S3fiSt,  SJU9Siy  S3ft&l. 

Lässt  mau  über  von  jetzt  an,  so  lange  nicht  etwas  Anderes  beaou- 
ders  bemerkt  wird, 


o,  a 


die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 

SMSlt  8M%8„  SäftS,,  6M,8l 

oder  deren  Ergänzungen  zu  180°  bezeichnen,  je  nach  dem  man  sich, 
um  respective  von  dem  Punkte 

durch  den  Punkt  S  zu  dem  Punkte  <V,  zu  gelangen,  nach  derselben 
Kichtuog,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  voo  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  a:  durch  den  rechten  Wiukel  (ory)*bin- 
durch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegen  muss,  so  kann 
man  die  vier  obigen  Gleichungen  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 
auf  folgende  Art  schreibea : 

'**  -+-  v%  —  *,*  —  vx*  -+-2cota  .  (•#«»,  —  vul ) 


35) 


—  lau  —  2a  cot  o  .  v t 
|w*-fr-*»a — «,*  —  r,1  4-2 cot a,  .  («t»,  —  i 

2a,a —  2a,  cot  a,.*, 
iti*  -4-  v*  —  w, *  —  vx *  -f- 2 cot et,  .  {vvi  —  «**,) 

—  2asa  —  2a,  coto,  .  vt 

L3-|-t>a -«,'-»,»  +  2 cot«,  .  («f,  —r»,)  j 
2a,*     2a,  cota,  .  er,  i 


394 

Mittelst  dieser  vier  Gleichungen  kann  man  die  Grössen 

—  •»,»  —  «», \  «vt  —vux,  «,  p, 
i,  und  ist  also  berechtigt: 

wo  /?,  C,  D  bekannte  Grössen  bezeichnen,  zu  setzen.  Aus 
diesen  vier  Gleichungen  erhält  man  aber  durch  Elimination  von  u 
und  c,  leicht 

t;'  -  «,a=^  — #)(C—  /I), 


37) 


und  hat  daher,  wie  hieraus  auf  der  Stelle  folgt,  zur  Bestimmung 
von  v  und  «,  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

,  V4  _  \A  -  ( C+  Z>)  (C-  üj|     -  (/?—  <?/>)'  =  0, 
38)  )  Ii -LI) 

(  ■  "»  —  ~ * 

Da  man  jetzt  die  Grössen  «#,  et,  «*,,  t>,  kennt,  so  kennt  man  auch 
die  Coordinaten       y  und  xx ,  y,  der  beiden  Punkte  <S  und 
weil  nach  dem  Obigen 

> 

ist,  und  unsere  Aufgabe  ist  daher  jetzt  als  aufgelöst  zu  betrachten. 
Löst  man  die  erste  der  beiden  Gleichungen  3$)  wie  eine  qua- 
Gleichung  auf,  so  erhält  man 


AQ)t>*  =i\A-(C+D){C-D)\  

+  D){C-D)\* 

Weil,  aber  unter  der  Voraussetzung,  dass  B  —  CD  nicht  verschwin- 
det, offenbar  immer 


\/(B-CD)*  +  \\A-{C+D)  {C-D)\* 
grösser  als  der  absolute  Werth  von 

* 

ist,  ao  hat  man  bloss 

41)  v*  =  \\A-iC+D){C-D)\   

+  l/(  B  —  CD)*  H-  4 J  A  —  ( D)  {C  -  D)  j  * 
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zu  setzen,  und  v  bat  daher  nnr  zwei  reelle,  dem  Zeichen  nach  ent- 
gegengesetzte, absolut  gleiche  Werthe. 

Verschwindet  B — CD^  so  erhalten  die  Gleichungen  37)  die 
Form 

Die  zweite  dieser  beiden  Gleichungen  ist  nur  dann  erfüllt,  wenn 
die  eioe  der  beiden  Grössen  «,  «,  verschwindet. 

Ist  nnn  A  —  {C-\-  D)  {C—  D)  >  0,  so  kann  wegen  der  er- 
sten der  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  offenbar  nicht  v  =  0 
sein,  und  diese  beiden  Gleichungen  worden  daher  nur  durch 

...\v'=A-(C+D)(C-D), 

48)U=o 

erfüllt,  so  dass  also  in  diesem  Falle  v  zwei  reelle,  dem  Zeichen 
uacb  entgegengesetzte,  absolut  gleiche  Werthe  hat. 

Ist  ferner  A  —  {C-\-D)(C  —  U)«<0,  so  kann  wegen  der 
ersten  der  beiden  Gleichungen  offenbar  nicht  «#,  =0  sein,  und  diese 
beiden  Gleichungen  werden  daher  nur  durch  * 

44)  i  «,*r:(C+/>)(P-/>)-J 

erfüllt,  so  dass  also  in  diesem  Falle  w,  zwei  reelle,  dem  Zeichen 
nach  entgegengesetzte,  absolut  gleiche  Werthe  hat. 

Ist  endlich  A~  (C-hI))(C—  J9)  =  0,  so  werden  die  Gleichun- 
gen 42)  nur  durch 


l  t>  =  0, 

45)L.=o 


erfüllt. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

►  •  ■  *  ,i  •  - 

so  ist  nach  41) 

47)  ir's^.+^.'  +  Ä.V 

uud  folglich 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  jenachdem  At 
eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist.  Berechnet  man  nun 
den  Hunswinkel  w  mittelst  der  Formel 
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und  nimmt  denselben  positiv  und  negativ,  seinen  absoluten  Werth 
über  nie  grösser  als  90°,  was  ofteubur  verstattet  ist,  so  ist  nach 
dem  Obigen 

 *    1  cosa» 

also,  weil 

1-4- cos  w  =  2  cos  |ai»,  l  — cos  w  =  2  sin  \ut* 

i.t, 

I  Ax  cos,«!»» 

)         COS  Ol 

49)  »'=  {      .    .    .  , 
'  1     Ax  sin  fo» 


COS  (ü 


Weil  nun  aber  nach  48) 

Ax  =2Bt  cotcu 
ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

Bx  cot  \m 


wo  immer  für  t>%  der  erste  oder  zweite  Werth  genommen  werden 
muss,  jenachdem  Ax  eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist. 
Mittelst  der  Formeln  48)  und  60)  kann  und  also  auch  «,  sehr 
leicht  berechnet  werden. 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  des  Punktes  8  von  den 
Punkten 

respective  durch 

r>  r,,  rai  r,| 
die  Entfernungen  des  Punktes       von  den  Punkten 

respective  durch 

**IJ  ^1*  1*1 5 

die  von  den  Linien 

AfS,  Ml8i  M2Sy  Mt8 

mit  der  Richtung  der  positiven  x  eingeschlossenen  Winkel,  inde 
man  diese  Winkel  von  der  Richtung  der  positiven  x  an  nach  d< 
Seite  der  positiven  y  bin  von  0  bis  360°  zählt,  respective  durch 

und  eben  ao  die  von  den  Linien 

MSt,  Mi8li  M%St,  Mt8A 


der 
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mit  der  Richtung  der  positiven  x  eingeschlossenen ,  anf  dieselbe 
Art  wie  vorher  genommenen  Winkel  durch 

&,  &„  &„  0\; 

so  ist  in  völliger  Allgemeinheit 

a:  —a  =  r  cos  0,  y  =  r  sin  0; 
ar  —  al  =  r,  Cos  0,,  y  =  r.  sin  0, ; 
'  j  a;  —  a%  ==  r,  cos  0,,  y  =  rs  sin  0, ; 
.a?  —  at  =r,  cos  0,,  y  =  r,  sin  0, ; 


und 


52) 


,r,  —  <t  =    cos  0/,  y,  =  r'  sin  0'; 
^r,  —  a,  =  r',  cos  0*, ,  y,  =  r',  sin  0',  ; 
er, — a,  ==*•',  cos©*,,  y,=r,1  sint0',; 
4?,  —  at,  =  r%  cos©*,,  y,  =  r*,  sin  0*,; 


also 


53) 


taoS  ^=^t.ng  ^,  =  ^; 

■ 

Mittelst  dieser  Formeln  lassen  sich  die  Winkel 

©»   ©I!   ©»>  0J 

und 

0»,  0'„  0*,,  0', 

ohne  alle  Zweideutigkeit  berechnen,  wenn  man  nur  die  Vorzeichen 
gehörig  beachtet,  welche  in  Folge  der  Gleichungen  51)  und  52)  die 
Sinus  und  Cosinus  dieser  Winkel  haben  müssen.  Dann  findet  man 
aber  ferner  auch  die  Entfernungen 

und 

t 

leicht  milteist  der  Formeln 


x  —  a 


54) 


und 


cos  &     '  sin  & 

r  =—  -£i=  y 
1       cos©,  «in©!* 

r*      cos  ©s        sin  ©a* 

r'  =  cos  &!  =  shT©; 


co*  ^       sin  e" 
 *i  —_Jh   V 

r  >  — '  „„„  ut    —  «"TT" 


55) 


cos  e*,  "  sin  ©V 
*      cos  Ö',  siti 


•       cos  tf,        sin  8','  » 
Die  doppelten  Flächenräume 

A>  Ai»  A»»  A> 

findet  man  mittelst  der  Formeln  33)  oder  auch  mittelst  der  Formeln 

1A  =  ±rr'8in  (0  —  00, 
A,  =±^',8^(0, -©>,), 
A,==*=r,r',  sio  (0,-0\), 
A,==br,r',  sio  (0,-0',); 

*  _  # 

in  denen  man  jederzeit  die  Vorzeichen  so  zu  nehmen  hat,  dass  die 
Grössen  A,  Am  A*»  A»  positiv  werden.  * 

Bezeichnet  man  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  S  und  Sx 
von  einander  durch  JE,  so  ist 

57)  JE=  UV-*.)1 -+-(*-*)». 
Berechnet  man  aber  den  Hülfstvinkel  £  mittelst  der  Formel 

und  nimmt,  was  offenbar  verstattet  ist,  den  Winkel  §  so,  dass 

0   <£<  90% 
90«  <  5  <  180°, 
180°  <  $  <  270°, 
270°  <  5  <  360° 


"t, 
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sc —  a?j  positiv  nnd  y  —  yx  positiv, 
x  —  xx  negativ  und  y  —  y,  positiv, 
jc  —  a?x  negativ  und  y —  y,  negativ, 
x  —  xx  positiv  uod  y  —  yg  negativ 

ist,  so  kann  in  völliger  Allgemeinheit 


59)  E= 


x  —  J, 
cosf 


gesetzt  werden.  Auch  kann  man  auf  vier  verschiedene  Arten  E 
als  die  dritte  Seite  eines  Dreiecks  berechnen ,  in  welchem  die  bei- 
den andern  Seiten  und  der  von  denselben  eingeschlossene  Winkel 
gegeben  sind. 

Wir  wollen  nun  wieder  zu  den  vier  Gleichungen  35)  des  er- 
sten Grades,  auf  deren  Auflösung  bekanntlich  die  ganze  vorherge- 
bende Auflösung  unserer  Aufgabe  beruhet,  zurückkehren. 

Zieht  man  zuvörderst  die  zweite  dieser  vier  Gleichungen  von 
der  ersten,  die  dritte  von  der  zweiten,  die  vierte  von  der  dritten 
ab,  so  erhält  man  die  drei  folgenden  bloss  noch  die  unbekannten 
Grössen  «t>x —  vuxi  */,  vx  enthaltenden  Gleichungen: 


(cot  a  —  cot  a,)  (*e>,  — vux) 

—  («  —  a,)« 

—  (a  cot  a  —  ax  cot  ax)vx 

(cot  a,  —  cot  a%)  (uvt  —  vut) 

—  (a,  —  «,)  u 

—  («r,  cot  a, — <sr,  cot  a%)  vx 

(cot  a,  —  cot  a,)  {uvx  —  vu, ) 

—  (<*,  cot  a, — «r,  cot  a,)f, 


=  _.(a»_ai.), 


Sind  nun  überhaupt 

SU  4-  2321  +  ^3  =  », 
«.X-T-9318-r-Sl3  =  R,. 

drei  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  den  drei  unbekannten 
Grössen  X,  gf,  3;  so  ist  bekanntlich 

y         jt(g,g,  —  93,g,)  -fr-  &t(gag  -  gga)-f-fl,(ffg,  —  g,g) 


400 

*  _  *(e,  *,  -  g,sc, )  -t-  &,(g.»  -  gg,)  je,(g«,  -  g ,«) 

v~—  StOB.ga  -  »»gj  n-  81,(®ag  —  ®g,)4-»,(»g,-»,g)' 

Q  —  -  31,93.)  -f-    ,(ttag  -  31g,)  -h  5l>(^lSg ,-«,») 

•3"" «(»,ga  -  »,gt)     «l,($2g  -  »ga)     §1,(335,  -  35,0)' 

* 

  » 

Mittelst  dieser  Formela  erhält  man,  wenn 

r«t +  »'  —  »,>  -^,'  =  ^  =  1, 

•W,  —t>H,  =  ßz=-jrr, 

eo)  ;  * 

gesetzt  wird,  aus  den  obigen  Gleichungen  ohne  Schwierigkeit 

61)  A7=*cota{(flra--ar,)cotal-r-(i5r,— ajcota.rt-^,— ajcota.f 

—  «.cot«,  #»,)cota-f-(«rg—  «)cota,-f-(a— a,)cota,} 
-4-  a,cotua  {(«, — er, ) cot aH-(flr, — «) cota,-f-(flr — a,)cota,( 

—  a,cota,       — a,)cota-f-(«r1  —  «r)cola,+(a — 4»,)cotaa| 

oder,  wie  hieraus  ferner  leicht  folgt: 

62)  A' =  («—»,)(<*, — er,)  cot  a  cot  e, 
H- («  —  «,)(«, — «,)  cot  a  cot  a8 
•  -f-  (<sr — <*a)(a, — #»a)  cot  a  cot  a, 

-|-  (<ar,  "-az)  [a — at)  cot  «,  cot  a, 
-f-(<»i — «,)(«, — «)  cot  u,  cota, 
-f- («  —  «,)  cot  a,  cota,. 

Ferner  ergiebt  sich  leicht 

63)  Z^  — i«cota{(«a— *,)*, *-!-(«,-«,)«,•  +  (•,—  «,)«,*} 
-r->,cota,  )«»-*-(*,  —  «)«raa-|-(«  — 

—  4<»acotflfa  {(«,—«,)«»-*-(«,  —  *)«,'-<-(„_ «,)*,'! 
+  j«.cota,  «.)«'  +  («,--«)«,'+(•— «,)•.* }• 

Weil  nun  aber  nach  20) 

(«ra  —  *,)  ff ,*  +  («,—  «r, )  «a»  4-  («,  —  «,) 

(«*—«.)  «a  -f-  («»—  «)  «,*  -+-  («  —  <ra)  ö, » 

=  -(«-*1)K-*i)K-«), 

O,  —«,)«' H-(a,  —  *)«,»-♦-(«  —  «,)«,» 
=  —  (<*  —  «,)  (<»,—«,)  (*,—«), 
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=  -(«-".)(«.  -*,)(«,-a) 

ist,  so  ist 

t 

64)  Z,  cot a 

—  ^«,(a— —  a)  cotat 
-r-W*-«,)  («,-<»,)(*,-.«)  cota, 

—  W»-«. )  (*,  - a,)  (*,—«)  cot  o,. 

Weiter  ergiebt  sich  nach  einigen  leichten  Reductionen 

65)  Z,  =^(«—a1)  (<*,—*,)  (flr,-f.«r,)  cot  a  cot  a, 
-*■  *(*—*»)(»»  —  <*.)(»,-*-«,)  cot  a  cot  at 
+  «•)(*!—  *3)(«i-t-#,)  cot  a  cot  o, 
■*•)(*— «i)  («-+-«,)  cot  a,  cot  a, 
H-i<«, •—«,)(«,— «)(«,-+-«)  cot  o,  cot  a, 
-h^(«,  — oj  cot  a3  cot  at. 

Eben  so  leicht  erhält 


66)  Z,=-|cot  o  |(»,  -  *,)*, »  -f.  +  (Äf  -ff,)ai»| 

-Mcota,  \(at +  -•)•,»  + («  —  «.J^.j 
-Jcot«,  |K -*,)«»  +  («, h-^-^^.j 
4-  jcot «,  |(a,  -  «,)     +  („,  -  „)  ^  .  +  („  _  aJ  #>1|> 

und  folglich  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  oben 

W)  ^.=i(«i-at)(ur,~«,)(^-a1)  cot  « 

—  —  a2)(a3~a,)(at  -  a)  cot  ot 

—  «.)(*,  —  «,)  («,—«)  cot  at 

—  I («  —       (a,  —       (Äj  _  a)  col  öj 

Führt  nun  nun  endlich  die  gefundenen  Werthe  von 
«,  »,  in  eine,  etirn  in  die  erste  der  Gleichungen  35)  ein,  so  ei- 
tiooeo""  "a     e,mgCn  keiDC  ScLwieri«keit  Sarbietenden  Reduc 

# 

68)  Z  =  )(«,—«,)  cot  a  cot  a, 

+  «,«,(«-»,)(<»,-«,)  cot  a  cot  o, 
-*-«,«,(«  — «,)(*,  —  «,)  cot  a  cot  u, 
+  «fl,(al-<r,)(«-a|)  cot  tti  cot  „a 

— «i)      —     cot  a,  cot  o, 
+  w,K-<r1)(«-«I)  cot  a,  cot 

üebrigens  kann  man,  wie  leicht  erhellen  wird,  auch 

Tbeil  IV. 


Digitized  by  Google 


402 

69)  iV  =  ^n  —  «,)(*,  —  *,)  cot  o  cot  a, 
-|-2(«— at)(a9— cot  a  cot  a, 
-r-2(ar— «,)  (a  ,  —       cot  a  cot  a, 
+  2(«,— «,)(«-«,)  cot  o,  cot  at 
-t-2(«,  —  ot)(at— a)  cot  a,  cot  a, 
-f-2(a,  —  <r,)  (a — «,)  cot  a,  cot  a3t 

70)  Z  =  2«,«l(a--«I)  («,  —  «,)  cot  a  cot  a, 

-»-2«1al(«— «,)(«,—«,)  cot  a  cot  a, 
+  2<i1ffJ(a-aI)(Ä1-ff,)  cot  a  cot  a, 
-t-2<w,(«1— «,)(«— a.)  cot  a,  cot  o, 
-t- 2a<jr,(«rI cot  a,  cot  a, 
-+-2^,(^—0,)  fc*-«,)  cot  a8  cot  a„ 

71)  Z,  =*(*,—  <»,)      —      (*,—«,)  cot  o 

—  «.(«-«jK«»-*!)^-«)  COt  O, 

-f.„,(a— «,)(«,—«,)(«,— «)  cot  a, 

—  «,(*-«,)(«,—«,)(*,-«)  cot  o, 

72)  Z,  =  (*— — «,)(«»-*-"»)  cot  a  cot  ut 
-f.  (a  — «r,)  («, — «,)  («»-*-«,)  cot  a  cot  ot 
-r- ("i — a%)  («,-§-«,)  cot  a  cot  a, 
-t-(a, — <*,)  («  —  «i)  cot  a,  cot  a, 

-!-(«,  —  «,)(«— «rJCaH-aJ  cot  a,  cot  a„ 

73)  Z,=K— *,)(*,  — «,)(*,-«!)  cota 

—  («—«,)  («,  —  «,)(«,—«)  cot  a, 
-+-(«— — <»»)(«•—«)  cot  at 

—  (a—a,)  («, —«,)(«, — «)  cot  o, 

setzen,  welche  Formeln  die  leichteste  Berechnung  der  Grössen 

z  z,  z,  z, 


gestatten  dürften. 


f.  7. 


Wenn  wir  jetit  wieder  a,  a, ,  «„  o,  die  180«  nicht  üheretei. 
genden  Winkel 
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SM8xt  83tx8xt  SH%8„  8MX8X 

bezeichnen  lassen,  so  haben  wir  nach  21)  die  vier  folgenden  Glei- 
chungen : 

(«,  —      A  coto-f-(aÄ — »)Ai  «oto,  -f-(a  —  «,)  At  cota, 

A  cot  a  -t-(«i  —  a)  Ai  cot  a,  +  (a— Ai  cota, 
=  —  -«,)(«,  —  *), 

A  c«t «  -4-  (*,  —<»)  A*  cot  a,  +  («—*,)  A*  cot  a, 
=  —  («—«i) («*—<*i )  («,—«), 
(«,—«,)  Ai  cota,  -*-(«,— *,)A»  cota, +(«,  —  «,)AsCota, 
=  —  («,  — *,)  («,  —  «,)  (at  —  *,); 

nnd  können  uns  in  jedem  Falle  einer  jeden  dieser  vier  Gleichungen 
als  einer  Prüfungsgleichung  für  die  Richtigkeit  der  ganzen  geführ- 
ten Rechnung  bedienen,  was  immer  von  besonderer  Wichtigkeit  ist. 

§.  8. 

Wir  wollen  nun  nach  den  im  Vorhergebenden  entwickelten 
Formeln,  um  deren  Anwendung  zu  zeigen,  ein  Beispiel  berechnen, 
nnd  wollen  dabei  annehmen,  dass  man  sich,  um  von  dem  Punkte 
M%  Mxt  jV,  ,  Mt  durch  den  Punkt  S  zu  dem  Punkte  St  zu  ge- 
langen, immer  nach  derselben  Richtung  bewegen  müsse,  nach  wel- 
cher man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel  (ory)  hindurch  zu  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen. 

Sind  nun  die  Abscissen  der  Punkte 

inf,  Jnfg,  Afti  Mt 

und  die  an  denselben  gemessenen,  180°  nicht  übersteigenden 
Winkel 

8MSX,  SMX8„  SMaSxx  8Mt8x 

respective 

-f- 2,  3;  -t-5,  6;  -t-9,  9,  -f-15,  7  * 

und 

99°.25',  78*.  10*,  W.54',  45».56'; 

so  hat  man  unter  der  gemachten  Voraussetzung  im  Folgenden  immer 

a  =  2,3  und  a  =99°.  25' 
ax  =  5,6  a,  =78  .  10 

«,=  9,9  a,  =  60.  54 

a,  =  15,7  o,=45.56 
zu  setzen.  .  « 
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Zuerst  berechnet  man  die  folgenden  Grössen: 

«,  —  «  =  3,3;  "  +      =  7,9 

=  7,4;  «  +  a%  =12,2 

=13,4;  «  +  «,  =18,0 

4,3;  a,+«,  =  15,5 

«,—«,=10,1;  «,^-«,=21,3 

«,  —  *,=  5,8;  *,-#-«,=  25,0 

log  «  =  0,3017278 
log  «,  =  0,7481880 
log  a%  =  0,9950352 
log  «,=  1,1958997 

log  («,-«)  =0,5185139 
log  (»3  —  Ä)  —  0,8808130 
log  («,-«)  =  1,1271048 
log  («»-«.)  =  0,0334085 
log  («,-«!>  =  1,0043214 
log  («,  -  #,)  =  0,7034280 

log  (*-+-«,)  =  0,8977271 
log  («-*-«,)  =  1,0863598 
log  («-*-«,)  =  1,2552725 
log  («.+«,)  =  1,1903317 
log  („,  _|_a>)  —  1,3283790 

log  (*,-*-*,)  =  1,4082400 

- 

log  (—  cot  a)  =  0,2197097  —  1 

log  cot  a,  =  0,3212216  —  l 

log  cot  a,  =  0,7455376  —  1 

log  cot  a,  =  0,9858484  —  1 

itsn  erhält  nnn  leicht 

(a— at)  («,  —  «,)  cot  a  cot  a,  =  —  0,665 

(«—«,)(«,—«,)  cot  a  cot  a,=-r-  7,086 

(«— — «.)  ^  «  cot  a,  =  —  9,250 

(«,—«,)(«  —  «,)  cota,  cota,=-+-  6,719 

(«t — «,)(a, — «)  cota,  cotat  =  — 15,567 

(a, —  ot){a — «,)  cota,  cota,  =-j-  10,312 
  Ä=-  1,365*) 

*)  Die  Rechnung  ist  nach  den  Formeln  62),  68),  64),  «5),  67)  bis  auf  drei 
Deei malen  gefuhrt  worden. 
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a,) («,—«,)  cot  «  cot  «,  =  —103,373 

cot  a  cot  a,  =  -+- 622,974 

a^a^a— «,)(«»— cot  a  cot  cc,  =  —  512,80# 

cot  a,  cot  aa  =  H-  2^2,639 

<rat(a, —  at)  (aa — a)  cot  a,  cot  a,  =  —  354,461 

a«,(«,-<i,)(« — <»,)  cot  aa  cot  a,  =-4-132.814 

Z  =  +  27,785 

—  «,)(«,— «,)  cot  a  =  —  48,042 

—  !*,(«— *,)(*,-«,)(«,— »)  cot  a,=—  346,518 
{*.(«--•,)(«,'.-«,)(«.—«)  cot  a,=-h  1230,504 

—  {«,(•-.«,)(•, -«,)(«,-«)  cot  u,=—  819,434 

Z,=-H  16,510 

* 

,(«— a.X«,— <r,)(a,-f-«,)  cot  a  cot  a,  =  —  8,513 

+       cot  a  cot  aa  =  -f-75,463 
cot  a  cot  «,  =  -71,686 
«,)(«— *x)(a~\-at)  cot  a,  cot  a,  =  -f- 60,475 
— *,)  («, — «)  cot  a,  cot  o,  =  —  94,959 

J(aa —         — cot  a,  cot  «,=-4-40,731 

Z,  =  H-  1,511 
4(«i — «,)(«, — «,)  («, — «,)  cot  a= —  20,888 

—  l{a — «,)  («j — «,)  (<r, — ä)  cot  a,  =  —  61,878 
{(a— «,)  (*,-*,)  («,-*)  cot  a,  =  -4-  124,293 

—  «,)  («,—«,)(«,—«)  cot  «,  =  -  52.193 

Z,  =  —  10,666 

^,  Z«  —  1M10 


,365 

Z,   1,511 

A  1,305 

t'"  =  />  =  lV  -  +  1^65 

A-—  20,355 
=  -  12,095 
C=  —  1,107 
/>  =  .+-  7,814 
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{C+D){C-D)z=-  59,832 
CDsz—  8,650 
Ax  =  A  —  (  C-f-  Z>)  (  C_  /))  =  -f.  39,477 
Bt=:B—CD=z  —   3  445 

Zur  Bestimmung-  von  haben  wir  in  diesem  Falle,  wo  positiv 
ist,  nach  den  Obigen  die  folgenden  Formeln: 

fang  cu  =  -j-',  r*  =  Bt  cot  i«. 

log  2  =  0,3010300 
log  (—ZT,)  =  0,5371802 
0,8382102 
log  Ax  =1,5063441 

log  (— tang  w)  =  0,2418751  —  1 

o)  =  -»«.54'.0w,813 
>  =  —  4  .  57  .  0,407 

1,0624350 

log  (—  cot  $ui)  =  )       —  100 


1,0624250 
log  (-  B,)  =  0,5371892 


log.  e>»  =  1,5996142 •) 

^ log.  r»=  0,7998071 

*=±  6,307 

B  —  CD       .  A  „  „ 
=  —  =  ±0,546. 

Wir  habeu  also 

«  =  -1,107  r  =  =fc  6,307 

*.=± 0,546  =  -r-  7,814 

und  weil  nun  bekanntlich 

•*•  =  «-+-«!>  y=t>-f-r,; 
ar,  =*»  —       yx=v  —  f , 



°)  Um  die  Richtigkeit  der  Rechnung  zu  prüfen,   könnte  man  ausser 
ax  cot^  auch  noch  —  B ,  tang  \m  berechnen,  wo  dann  immer 

Bx  cot  t<o-f-(-  B,  tang  Ja>) 
ssiJj  (cot      — tang  icu) 
_  ^  cos  ja)*  — gin 
1     sin       cos  Jo> 

n    COS  W 

sein 
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» 

ist;  so  erhalfen  wir  die  beiden  folgenden  Auflösungen  unserer  Auf- 
gabe: 

Erste  Auflösung. 
x  =  -  0,561  y  =  -f- 14,121 

xx  =  —  1  653  y»  =—  1,507 

p 

Zweite  Auflösung. 

*  =  -  1,653  y  =  +  1,507 

*,=-  0,561  y,=- 14,121 

Um  die  Richtigkeit  der  Rechnung  zu  prüfen,  berechne  man 
zuerst  mittelst  der  Gleichungen  33)  die  Grössen  A»  Ai»  A»,  Af 

uVl—vux=—  12,095 
Är1==-r-  17,972 
Hjt;,  =-+-  43,758 
0,9,=+  77,359 
«,^=-+-122,680 

A  =  60,134 
A,  =  111,706 

A,  =  178,908  .  • 

A,=  269,550 
log  A  =1,7791201 
log  Ai  =2,0480765 

log  Ai  =  2,2526297  .  , 

log  As  =  2,4306393 

(a,  —  «,)  A  cot  a  =  +  42,884 

(«r,  —  a)  Ai  cot  «,=-+- 177,874 

(«-«,)  A,  cot  q>==  — 328.610 

(«r,— flrm)AcotÄ*-*"(*»» — «)Ai«ot«i-t-(«— *»,)AaC°ta2  =  _  107,852 

107.844 

Differenz  ==  0,008 

woraus  man  sieht,  wie  genau  die  erste  der  vier  l'rüfungsgleichun- 
ven  74)  erfüllt  ist.   Auf  ähnliche  Art  könnte  man  auch  jede  andere 
dieser  vier  l'rüfungsgleichun^rn  entwickeln. 
Die  Berechnung  der  Grössen 

ö,     e„     &,  &„  &„  ©\ 

und 

r„  ra,  r,;  r',  r     r'„  r, 

so  wie  der  Entfernung  E  der  beiden  Punkte  £  und  St  von  einan- 
der nach  den  im  Obigen  entwickelten  Formeln  können  wir  nm  so 
eher  füglich  dem  eigenen  Fleisse  des  Lesers  überlassen,  weil  das 
vorher  berechnete  Beispiel  nur  die  heste  Form  der  Rechnung  zu 
zeigen  den  Zweck  hat. 

Weitere  Entwickelungen  über  die  hier  behandelte  und  ähn- 
liche ollgemeinere  Aufgaben  behalten  wir  spätem  Aufsätzen  vor. 
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XLIII. 

i 

Geodätische  Aufgabe. 

Von 

Herrn  L.  Mossbrugger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonasehule  zu  Aarau. 


Es  sind  die  relative  Lage  and  die  Meereshöhen 
der  beiden  Punkte  A  und  B  (Tuf.  VII.  Fi^.  9.)  gege- 
ben; ferner  kenot  man  den  horizontalen  Winkel  bei  A', 
welchen  die  Projectionea  cA  und  mA  der  Li n ien  AA  und 
BA  auf  der  Horizontal  ebene  cAm  mit  einander  bilden; 
endlich  sind  auch  die  Zenithdistanzen  von  A  und  B  io 
A\  mithin  auch  ihre  Ergänzungen  zu  90°  gegeben.  Man 
soll  die  relative  Lage  des  Punktes  A  in  Bezug  auf  A 
uud  By  nebst  den  Hohendistanzen  finden  • ). 

Denken  wir  uns  eine  durch  A'  gelegte  Horizontalebcne  cAm\ 
ferner  seien  Aar  und  Bm  senkrecht  auf  diese  Ebene  gezogen; 
endlich  sei  aP  N^A',  BP\[mAy  so  wird  auch  PA  senkrecht  auf 
cAm  und  LBPA  =  £_mAc  sein.  Ziehen  wir  noch  aus  dem 
Durchschnitt  D  der  Linien  aP  und  AA  die  Linie  JJQ\\  PA  und 
verbinden  D  mit  B  und  Q  mit  «t,  und  setzen  der  Kürze  wegen: 

Ba  —  a,  Aa  =  /t,  LoPß  =  LcAm^=zy\ 
[_BAm  =  ß,  LAAc  =  ai  ac  =  y,  L*NB  =  9\ 

so  reducirt  sich  die  Aufgabe  dahin:  Aus  den  gegebenen  Stücken 
a,  /tj  o,  /?,  y  die  Grössen  y  und  <p  zu  bestimmen,  woraus  sich  als- 
dann  alles  Uebrige  ergibt.   Diesen  Annahmen  zufolge  ist 

DA=  y  cosec  o,  DP=  y  cotg  a,  AA=(/t-\-y)  cosec  a, 
cA=(A  +  y)  cotg  q,  BPz=.y  cotg  ß,  BA=y  cosec  ß. 


")  Der  Herr  Verfasser  des  vorliegenden  Aufsatzes  schreibt  mir  .bei  der 
Uebersendung  desselben,  dass  iluu  die  obige  Aufgabe  von  dem  ehema- 
ligen preussischen  Ingenieur:  Herrn  Hauptmann  Michaelis  bei  Gele- 
genheit der  Aufnahme  der  St.  Gotfhardsstrasse  zur  Auflösung  vorgelegt 
worden  sei.  Uebrigens  wünscht  der  Herr  Verfasser,  duss  die  Aufgabe, 
eben  so  wie  der  in  No.  XXXIV.  mitgetheilte  Satz,  nur  als  eine  Uebungs- 
aufgabe  für  Schüler  angesehen  werde.  G. 
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Ferner  ist  im  Dreiecke  DPB 

■ 

BD*  =  DP*  +  BP*-2DP.BPco»y 
und  im  Dreiecke  BDN 

BD*  =  DA*  -f  BA*  -  1DN .  BN  cos  g> 

oder,  wenn  wir  die  obigen  Bezeichnungen  gebrauchen,  so  ist 

Zf/J*=y*  |cotg  a*  -4-cotgv/S' — 2cotg  a  cotg  ß  cos  ....  (1) 
BD*=z  {cosec  a*  + cosec  /?*  —  2cosec  a  cosec  /?  cos  <p| ....  (2) 

t 

l 

Aus  (1)  und  (2)  finden  wir  nach  einigen  Reductionen: 
cos  y  =  sin  a  sin  0-f-cos  «  cos  0  cos  y. 
Setzen  wir  in  diesem  Ausdrucke      ß  eos  Y     t    *  80  jst 

,    SM  fl 

1 

„na  „  sin  («-+-cf)  sin  £  m 

1 

j 

Ferner  ist  im  Dreiecke  ^2?A 

^Ä»  =  AA*  -4-  Zf A»  -  2AA .  ÄA'  cos  y, 
x   oder,  wenn  wir  die  oben  angegebenen  Wertbe  einführen: 
«a  -+-  /*'  =  (/*     yY  cosec  a*  -+-  y*  cosec  ß* 


—  2(^  +  y)y  cosec  oT cosec  /?  cos  <p 


oder 


y*  {siii/S*H-sina»  — 2sina  sin/9  cos y|  H-2/ysin/J.  {sin/} — sinacoso)} 

r=  («*  sin  a'  —  Aa  cos  a»)  sin  /?*. 

Aus  dieser  Gleichung  finden  wi ',  mit  Auwendung  folgender  gonio- 
metrischen  Relationen: 

cos  9>  =  2cos  {<p9  —  1, 
sin  aa  -f-sio  /?'  — 2sin  u  sin/?  cos  9p  =  4{sin  $(<*-*-/?)»  cos  J(a  — 

—  sin  a  sin  /?  cos  {tp%\ 
sin        sin  a  cos  $p  =  2{sin  l(a-hß)  cosJ(a  —  ß)  —  sin  o  cos^y'j 

für  y  folgenden  Werth: 


 A{sin  >(a-fr-/g)  cos  j(«  —  />)  —  sin  «  cos  jy  » 

y      ~~2{sin  cos  i(o— ß)*  —  siua  sin£  cos  Jy* 
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a*  sin  a*  sin  ß%  {sin  J(a     ß)9  cos  $(a  —  /?)•  —  sin  a  sin  /S  cos  3^>l  { 

-4-//38in/?2  }sin  j(a-f- ff)  cos  j (a  —  ft)  —  »in «  cos  | 
2) sin  (o -+- /»)*  cos i(a  —  /9)»  —  sin a  sin/9  cos^'j 


Da  cos  <p  nach  No.  3.  bestimmt  ist,  so  ist  nach  der  Wertb  von  y 
bestimmt;  milbin  können  auch  alle  Stücke  de«  Dreiecks ASB  mit- 
telst der  obigen  Annahmen  gefunden  werden. 


XLIV. 

Ueber  die  Auflösung  der  cubischen 
Gleichungen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  C.  A.  Bretschn eider 

»  in  Gotha. 


Die  bisher  bekannten  Auflösungsweisen  der  cubischen  Gleichun- 
gen setzen  sämmtlich  eine  tanz  bestimmte  Form  der  Gleichung 
voraus,  indem  eotweder  ein  Glied  fehlen,  oder  wenigstens  eine  be- 
stimmte Relation  zwischen  den  verschiedenen  Coefficienten  der  ein- 
zogen Glieder  stattfinden  muss,  wenn  die  Endformeln  sollen  ange- 
wandt werden  können.  Es  hat  dies  aber  den  Nachtheil,  dass  eine 
solche  Auflösung  dem  Anfanger  in  der  Algebra  immer  uls  eine  Art 
Kunststück  erscheint,  das  durch  Zufall  aufgefunden  worden  ist,  und 
deshalb  auch  vorzugsweise  das  Gedächtniss  in  Anspruch  nimmt. 
Ganz  besooders  gilt  dies  von  der  sogenannten  Cardanischen  Regel, 
die  noch  überdies  an  einer  solchen  Beschränktheit  leidet,  dass  auch 
uicht  einer  der  Fälle,  in  denen  eine  eubisebe  Gleichung  eine  un- 
mittelbare Angabe  ihrer  Wurzeln  gestattet,  in  ihr  enthalten  ist. 
Dies  hat  mich  veranlasst,  eine  Auflösung  zu  suchen,  die  gar  keine 
besondere  Form  der  Gleichung  verlungt,  dabei  auf  einem  möglichst 
einfachen  Wege  gefunden  werden  kann  und  die  bisher  angegebe- 
nen Lösungen  sämmtlicb  als  specielle  Fälle  enthält.  Was  ich  er- 
halten  habe,  scheint  wenigstens  für  den  Unterricht  nicht  unbrauch- 
bar zu  sein,  weshalb  die  Mittheilung  desselben  an  diesem  Orte  sich 
wohl  rechtfertigen  dürfte. 
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Es  sei  die  Gleichung  a?"-f-c  =  0  gegeben»  so  ergiebt  sich 

unmittelbar  x  = —  \/c,  mitbia  x-+-\/c  als  einer  der  zweitheili- 
gen Faktoren  der  vorgegebenen  Gleichung.    Die  beiden  anderen 

findet  man  sogleich,  wenn  man  xx  -\-c  durch  dividirt. 

Man  erhält  dadurch  x*  —  x\/c  -f-  \/cc  =  0  und  daraus  die  beiden 

s 

anderen  zweitheiligen  Faktoren  x — \[/c(l  *\/$)  und  x — 
Jl/c(l — «1/3),  wo  i^=\/ — 1  gesetzt  ist.  Ute  negativ,  so  gehen  die 

Vorzeichen  von  \/c  in  die  entgegengesetzten  über,  ohne  dass  sich 
in  den  gefundenen  Ausdrücken  sonst  etwas  änderte,  Eine  söge- 
nannte  reine  cnbische  Gleichung  hat  demnach  stets  eine  reelle  und 
zwei  imaginäre  Wurzeln. 

Soll  nun  die  Gleichung  xl  -+■  ax%  «+-  bx  -f-  c  =  0  aufgelöst 
werden,  so  übersiebt  mau  sofort,  dass  dies  am  einfachsten  dadurch 
geschehen  kann,  dass  man  sie  in  eine  andere  von  der  Form  y'+c* 
=  0  umformt  und  letztere  auf  die  so  eben  angegebene  Weise  lost. 
Ks  wird  demnach  für  x  eine  solche  Funktion  von  y  gesetzt  wer- 
den müssen,  welche  noch  zwei  von  einander  und  von  y  völlig  un- 
abhängige Grössen  u  und  v  enthält,  damit  es  möglich  sei,  die  Wer- 
the  der  letzteren  so  anzunehmen,  dass  dadurch  die  Coefticieulen 
von  y*  und  y  gleich  Null  werden.    Die  einfachste  Funktion  dieser 

Art  ist  aberor  =  y^y.  Wird  diese  also  in  obige  Gleichung  sub- 
stituirt,  so  erhält  man: 

0  =  y*(»'  •+-  av*  -\-bv-\-c) 

y*Qv [%uv  -f-  a(u  -f-  v)  -fr-  b)  -fr-  [auv  -fr-  b{u  -\-v)~\-  7k\) 
-fr-  y(u[Zuv  -f-  a{u     v)  -fr-  b]  -f-  [auv  -f-  b(u  -fr-  v)  -fr-  3c]) 
-fr-  («»'-I-  au*  -+-bu  +  c) 

und  nun  hat  nun  u  nnd  v  so  zu  bestimmen,  dass  die  beiden  mit- 
telsten  Glieder  verschwinden.    Es  geschieht  dies  am  einfachsten 

0  =  3*0  H-  a(n  -+-v)-{-b  1 

(II 

0  =  auv  -+-      -4-  t>)  -fr-  3c  \  v  ' 

oder,  was  dasselbe  ist, 

0  =  (b-i-au)  +  v{a+Su)  =  (b-\-av)-i-u{a-i-Zv)  j 
0  =  (3c  -fr-      -fr-  r(£  -fr- au)  =z{1c+bv)-t-u{b+av)    \  (  ' 

setzt   Damit  erhält  man  sofort  die  Wertbe: 

S^+w'+ov-r-c)  ==  v  %{a^-^v)-{-1v{b-\-av)-{-{Zc-\-bv) 

=  e>»(«-f-3r)-f-(Ä-f-«f)  (2*—*) 
=  («-4-3*)  (*»  — 2w#-fr-#«) 
=  (a-fr-3e;)  (*-«)» 
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t 

and  auf  ähnliche  Weise 

Die  trnn sformirte  Gleichung  nimmt  daher  folgende  Gestalt  an: 


oder 


0  =  y'(a+3v)  -+-  («+3«)  ??4^ 


Setzt  man  nun  der  Kürze  halber  a-4-3«  =  #'  und  a-f-3t>  =  ^', 
so  ergeben  sich  die  drei  Werlhe  von  y  folgendermaassen: 

*=- t 

y  =  i.f(l  +  ,V3)/  (*) 
y  =  i.£(l-.V3) 

t  • 

Für  den  Quotienten  %  lassen  sich  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (2) 
noch  folgende  Werthe  aufstellen: 

g*  g-f- ?m    b-j-au  w»  3C-4-&M 

a  4- 3«        v  '  b-hov  '  3c  -j- bv 

Werden  nun  diese  Ausdrücke  der  Reibe  nach  In  die  Gleichung 
Ä.==!^t-^  gesetzt,  so  erhält  man  die  drei  Wurzeln  der  vorgege- 
benen cubischen  Gleichung. 

Zuvörderst  ist,  wenn  man  den  reellen  Werth  von  y  nimmt, 

wegen 

s*  =  i(e7*  —  a)  un<*  tt  =  \[/t'  —  «), 

.  ,   jfr'-«)-M*'-g)y_.  L±J?—*a 

x—  *•  ~~T"  H-y 

also  auch 

-*  =  ->-M  h-g 

Substitairt  man  ferner  die  imaginären  Werthe  von  y,  nämlich 
=4:  »V3)»  10  bekommt  man 

,        i  /  2g'-4-^(l^tV3) 
—  ~"  T«-t-TeT*-  g(id=iV3)  ' 
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Wird  der  Broch  rechter  Hand  im  Zähler  und  Nenner  mit 
multiplicirt,  so  erhält  man  nach  eibigen  einfachen  Redoktionen: 

Ks  bleibt  daher  nur  noch  übrig,  die  Werthe  von  «,  v,  g  ond  h 
durch  die  Coefficienteo  a,  6,  c  auszudrücken.  Ca  folgt  aber  uub 
(1),  wenn  man  zur  Abkürzung 

«»  —  34  =  *,  9c  —  a£  =  »,  4a  — 3ac  =  » 

4 

setzt,  sogleich 

tn  ft 
u-t-v  =  j£  und  uv  =  -£> 

und  daraus  aof  bekannte  Weise: 

m  +  l/wi»  —  Ank  m—Vm*—Änk 

"  =  2*  '  "=  W  

mitbin: 

2«£  -f-  3*w  -4-  Z\^m7—knk 

*  =  ' 

.         2«*  -h  3m  —  3l/f»a  — 4nX" 

=  ~2k  * 

Ks  ergeben  sich  damit  endlich  die  Wurzeln  der  vorgelegteu  Glei- 
chuog: 

*  =  —  ] 

^  =  -T"Tf  O  \  (7) 

,    ,  .   (p  +  y)  —  (p  —  </)*Vs 
x  =  —  \a-\-\.  1  j  

wo  die  Grossen  *♦  und  y  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt 
werden : 

2p'  =  2ar*  +  3m  +  3^*»*  —  \nk, 

Setzt  man  statt  an,  »  die  entsprechenden  Werthe,  so  verwan- 
delt sich  : 

=fc3V/3l/27c*  — 18^c-r-4«"c-Ä*(aa  — 4^) 
2c{2ffJb  -4-3jajdb3V/a»a  —\*k) 
=£»(«»-4*)+{3V/3.cr±^27^^ 


(8) 
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Ausdrücke,  welche  in  einzelnen  Fallen  mit  Nutzen  gebraucht  wer- 
den  können.  Man  kann  aber  ausser  den  in  (7)  zusammengestellten 
Wertbeo  der  Wurzeln  noch  eine  zweite  Reihe  solcher  Werthe  er- 
halten, wenn  man  anstatt  a:  den  Werth  u]+%-  in  die  vorgege- 
bene Gleichung  substituirt,  oder,  was  kürzer  ist,  nach  den  Formeln 
(7)  die  Wurzeln  der  Gleicbnng  «^»-x-A  ar^  +±      _z_±  _  o 

suebt,  in  welcher  -r,=  ~  ist.   Man  erhält  auf  diese  Weise  noch 


x 

die  Ausdrücke 


3c 


b- *(/>,  -f-?,)  -       - e,)«i7s(  W 

wo  pt  und  gt  aus  den  nachstehenden  Gleichungen  gefunden  werden: 

29l  *      Un  -f-  Zmc  —  ZcVm*—\nk 
oder  auch  i  ^ 

2(2^-f-3»rdb3cl/ae> -4** 

==arMÄ*W)H-|3V/3cdbl/2<c».18^<H-4Ä».«'(^M«c)|«, 

Die  in  (8)  und  (10)  zusammengestellten  Werthe  von  p  und  so 
wie  von  ;/,  und  sind  stets  rerll,  so  lange  —W  positiv  ist. 
Haben  daher  »  und  *  ungleiche  Vorzeichen,  so  hat  die  Gleichung 
immer  nur  eine  reelle  uud  zwei  imaginäre  Wurzeln.  Dasselbe  ist 
.r^a!,,,W.enn  «"n?  t  ff,e'cbe  Vorzeichen  besitzen  und  überdicss 
w  > ^  ist.  Wird  hingegen  in  diesem  Falle  «*<4**,  so  er- 
scheinen  alle  drei  Wurzeln  unter  imaginärer  Form,  obsebon  sie 
dann  alle  drei  reell  werden,  wovon  man  sich  augenblicklich  über- 
zeugt, wenn  man  die  Werthe  von  p,  q,  Pl  und  nach  dem  bino. 
mischen  Lehrsätze  entwickelt.  Denn  dann  heben  sieb  die  mit  i  be- 
hafteten Glieder  sämmtlich  auf.  Im  Allgemeinen  hat  also  die  Glei- 
chung nur  eine  reelle  Wurzel,  wenn 

27c'  -f-  4a»c  ■+-  4J«  >        +  lSadct 
und  drei  reelle  Wurzeln,  wenn 

27c*  -f-  4o*c  -T-  U*  <  aH*  -fr-  \Ha6c 

~  Nachdem  auf  diese  Weise  die  allgemeinen  Werthe  der  sämmt- 
lichen  Wurzeln  gefunden  worden  sind,  so  ist  es  nunmehr  leieht, 
e.lne  *e!h  «Pecieller  Lösungen  aus  ihnen  abzuleiten,  von  denen 
ein  1  heil  auch  bereits  bekannt  ist. 
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Fall  I.    Es  sei  a  =  0. 
Die  Gleichungen  (7)  bis  (10)  gehen  unmittelbar: 


j  ,  


 c  

r*-iÖ»,+»1)+10»,-fW»1 


(12) 


Die  Wertbe  von  p  und  7  sind  reell,  wenn  c*  -t- vr^*  >  ®,  imaginär, 
wenn  -f-  ,V**  <  0  ist.  Die  Gleichung  a?» -4-£ar-f-c  =  0  hat 
also  nur  eine  reelle  Würge),  wenn  6  positiv,  oder  wenn  6  negativ, 
jedoch  e,,>  -sV*'  »8*«  Dagegen  besitzt  sie  drei  reelle  Wurzeln, 
wenn  b  negativ  und  zugleich  c%  <  vr^*  ist. 

Die  Forstel n  (11)  bilden  die  sogenannte  Card  an  i  sc  he  For- 
mel. Sie  kann  zur  Auflösung  aller  cubischen  Gleichungen  dienen, 
da  or»  H-  ax%  ■+■  r  =  0  sich  stets  auf  die  Form  y*  /ty 

-r-C=0  bringen  lässt,  wenn  man  a;  =  y  —  ja  setzt.  Bs  wird 
daun 

C=  ,V«' -|aÄ-f-C  =  ,V»(««  - 34) -4- |(9e - « 
oder  mit  den  oben  gebrauchten  Bezeichnungen: 

■ 

Fall  2.    Es  sei  4  =  0. 
Für  diesen  Fall  erhält  man  die  Wertbe  der  Wurzeln: 


•  


,03) 
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in  gleichen 


P  +  9 


Die  Werthe  von  p  und  g  sind  reell  oder  imaginär,  je  nachdem 
c-t-i*Ta*  positiv  oder  negativ  ist.  Die  Gleichung:  jc*  -f- ax*  +  c 
=  0  hat  daher  im  ersten  Falle  nur  eine  reelle  Wurzel,  im  zwei- 
ten dagegen  drei. 

Die  Formeln  (13)  und  (14)  bilden  gewissermnassen  die  Umkeh- 
rung der  Cardauiscben  Formeln,  und  können  gleichfalls  zur  Auflö- 
sung* aller  eubischen  Gleichungen  gebraucht  werden,  indem  die 
Gleichung  sc*  -+-  ax%  -+-  bx  -f-  c  =  0  sich  immer  auf  die  Form 
y»  -+-  Ayx  -+-  C=  0  bringen  lässt.  Bs  geschieht  i 
a:  =  y  —  \{a -\-V a*  —  M)  setzt,  und  man  erhält: 

A=z  —  Va*  —  U 
C  =  c~*  -»  » 

'  «  1 

Ausdrücke,  ttic  denen  des  ersten  Falles  an  Bequemlichkeit  freilich 
nachstellen ,  jedenfalls  aber  dann  mit  Vortheil  gebraucht  werden 
können,  wenn  «'  —  3£  eine  Quadratzahl  ist. 

Ausser  den  bisher  gemachten  beiden  Annahmen  können  aber 
noch  mehrere  einzelne  specielie  Falle  entwickelt  werden,  die  eben« 
falls  zu  allgemeinen  Auflösungen  für  die  eubischen  Gleichungen 
sich  braucheu  lussen.  Die  drei  wichtigsten  derselben  bieten  sich 
fast  unmittelbar  dar,  indem  man  in  den  Gleichungen  (8)  und  (10) 
successiv  m,  m,  £  gleich  Null  setzt.  Alan  erhält  dadurch  die  nach« 
stehenden  Formeln,  in  denen  jedoch  immer  nur  diejenige  der  bei- 
den Wurzelformen  (7)  uud  (9)  in  Anwendung  gebracht  worden  ist, 
welche  im  Resultate  die  grösstc  Einfachheit  gewährt. 

Fall  3.   Es  sei  «*  -  3£  =  *  =  0. 

In  diesem  Falle  wird  3/»= — am  und  in  (7)  p*  =  Zm,  ^'==0, 
m  =  9c —  4«»,  und  daher 

t 


x  =  —  \a  —  Vc-^a* 


*=-i*-K(l+tV3)l/*-,vW  (15) 

a:  =  —  \a—±{l  —  i\/Z)  Vc  —  ^ay 

Die  Gleichung  asx  -f-  «rar*  +  \a*a:  +  c  =  0  hat  daher  stets  nur 
eine  reelle  Wurzel.  , 


- 
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Fall  4.    Es  sei      —  3ac  =  n  =  0. 

Man  erhält  hier  -=3«r,  7,»=0,  mithin  ge- 

hen die  Formeln  (9) 


 — A  

—  A 


(lö) 


«-Mfi- 0/3)  -34)' 

Ks  hat  also  die  Gleichung  a:1  +  «.r*  +  l/37c .  +  c=0  deich- 
falls  nur  eine  reelle  Wursel.  6 

Fall  5.    Ks  sei  9r  — fl/y  =  OT  =  o. 
Hier  ist  »  =  und  -W  =  Damit  erhÄ|t 

3US  ^ 

V 

x=-\a  —  \V  a*-M  {p  +  9) 

'    *  =  -  i«  +  4V^"=B  +  O-^v^B } 

*  =  +  |V/«»-3*  { fr  +  7)  _  (;,  _  y)/V/3 1 

Ingleichen  ergiebt  sich  aus  (9): 


(»7) 


lt*+f.)+(*-f,)il/J|>  (18) 
r—     ;  aK/*>   ' 

Demnach  hat  die  Gleichung  x>  -f.        +  £r  +  \«0  =  0  stets 

tiefst  We°n     P°8itiV         UDd  dfei'  WCDn  6  De^a- 

Tkell  IV.  27 
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Fall  6.    Es  sei    —  ab  =  0. 

Hier  wird  m  =  Sab,  p  =  a-+- X^Zb,  tj-=.a  —  1/34,  und  daher 
Dach  (7) 

x  =  —  a 


arz=  +  V^b\  (19) 

Demnach  hat  die  Gleichung  xl  -f- ax*  +  &r-f- «£  =  0  stets  eine 
oder  drei  reelle  Wurzeln,  je  nachdem  6  positiv  oder  negativ  ist. 


Fall  7.    Es  sei  a*-M  =  0. 
Die  Gleichungen  (7)  geben  hier  die  speciellen  Werth*: 
x  =  —  ±a  —  (p*  4-7») 

*----{«-t-j(p* +  ?')+£(/»*  —  f*)i{/Z 

x  =  -\a  +  Up3  -f-  y J)  -  ifr*  —  7')'V3 1 
i  


(20) 


Demnach  hat  die  Gleichung  ar'-f-  a.r*-T--i«3.r-f-cr=0  nur  eine 
reelle  Wurzel,  wenn  entweder  c  positiv  und  c>r\*\  oder  wenn 
c  negativ  und  c*C-jjal  ist.  In  den  entgegengesetzten  Fällen  kom- 
ihr  drei  reelle  Wurzeln  zu. 


Fall  8.    Es  sei  b*  —  kac  =  0. 
Die  Formeln  (9)  und  (10)  geben  Tür  diesen  Fall: 

c 


*—    ,*  -  sU», a  -f-  7»  ■)  -  i(^ia  -  '/,  ')<V»| 

i   


4» 

Hiernach  besitzt  die  Gleichung  x*  -f-  *— -f-  fcr  -f-  <?  =  0  nur 

eine  oder  drei  reelle  Wurzeln,   je  nachdem  <?*  >  t^**  oder 
ist. 
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Es  lohnt  nickt  der  Mühe,  noch  anderweiten  specialen  Lösun- 

Sen  nachzutrachten,  da  die  liier  gegebenen  ziemlich  die  einfuchsten 
csultate  liefern.  Die  beiden  zuletzt  erwähnten  Fälle  werden  durch 
die  besondere  Form  der  in  (8)  und  (10)  gegebenen  Endausdrücke 
dargeboten. 

Jeder  aber  der  im  Vorstehenden  aufgeführten  Fälle  bietet  eine 
allgemeine  Auflösung  der  eubiseben  Gleichungen  dar,  wenn  es  mög- 
lich ist  die  Gleichung  -sr'-f-  ax*  -+-  b.v  -+-  c  =  0  so  umzuformen, 
da sa  die  Coeflicienten  der  neuen  Gleichung  den  Bedingungen  ent- 
sprechen, welche  der  zu  Grunde  gelegte  Fall  verlangt.  Setzt  man 
in  vorstehender  Gleichung  x=.y-\-%,  so  geht  dieselbe  über  in 

und  man  kann  nun  a  so  bestimmen,  dass  irgend  eine  vorgeschrie- 
bene Bedingung  dadurch  erfüllt  wird.  Setzt  man  3*-f-ör=0  oder 
3z* -r-2aa -f- A  ==0,  so  bekommt  man  die  schon  in  Fall  1.  und  2. 
erwähnte  Cardanische  Auflösung  sammt  -der  mit  ihr  zusammen  hän- 
genden inversen.  Will  man  den  dritten  speciellen  Fall  zu  Grunde 
legen,  so  muss  der  Bedingung  Ä*  —  3/1=0  genügt  werden,  d.  h. 
es  muss 

(3*  -+-  «)*  =  3(3*»     2a»  -f-  b) 

sein.  Die  Entwickelung  giebt  aber  nur  die  Form  a%  —  3ä  :=  0, 
indem  *  sich  auf  beiden  Seiten  vollständig  hebt,  mithin  kann  der 
Fall  3.  einer  allgemeinen  Auflösung  nicht  zu  Grunde  gelegt  wer- 
den, wenigstens  nicht,  so  lange  man  für  x  keine  andere  Substi- 
tution macht. 

Cm  den  vierten  Fall  zu  einer  allgemeinen  Auflösung  zu  er- 
weitern, muss  man  B^  —  ZAC,  d.  h. 

(3z»  -f- lax  H-  by  =  3(3» -f- a) (* «  -t- a% 3  +bx  -+- c) 

setzen.    Hieraus  folgt  nach  gehöriger  Entwickelung: 


oder 


und  daher 


.        Öc  —  ab    .  b- —  3//c 

5  -z^=n  +  -*=ü=° 


m  Vm^—knk 

3  =  ü  


Ks  ist  dies  die  Auflösung,  welche  Cockle  vor  zwei  Jahren  bekannt 
gemacht  und  der  Herausgeber  dieses  Journoles  im  ersten  Bande 
desselben  mitgetneilt  bat. 

Die  Anwendung  des  fünften  Falles  zu  einer  allgemeinen  Aut- 
lösung der  eubischen  Gleichungen  verlangt,  dass  %C=sAB  oder 


-r-rws'  -v-Äa-t-c)  =  (3»-t-«>  (3»»  ~{-2*x+b) 

27* 
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gesetzt  werde.     Die  Entwickelung  giebt  s  =  g^  —  zb)  = 

mithio  einen  recht  einfachen  Werth  dieser  Grosse,  aus  welchen 
sofort 


j      2ak+-3m    „  3(m*—*nk) 


folgt.  Es  würde  daher,  wenn  man  statt  der  Cardnnischen  Formel 
irgend  eine  andere  wählen  wollte,  die  vorstehende  eine  ganz  be- 
sondere Berücksichtigung  verdienen.  Der  sechste  Fall  erfordert, 
wenn  er  verallgemeinert  werden  soll,  dass  C=zJß,  also 

x*  -+-  aa-f-Ä»-f-c  =  (3x+«)(3Äa-f-2ffsH-Ä) 
sein  muss.   Die  Entwickelung  giebt  jedoch  die  Gleichung: 

t 

8»'  -f-23(«*        —  {c-\-adj  =  0 

verlangt  also  abermals  die  Lösung  einer  cubiBCheu  Gleichung  und 
du 


wird  dadurch,  wenigstens  bei  der  angewendeten  Substitution,  zu 
einer  Verallgemeinerung  unbrauchbar. 

Der  siebente  Fall  würde  erfordern,  dass  ^a  =  4Z?  oder 

(3*-f-«)a  =4(3as-f-2«a-f-£) 

sei.    Die  Entwickelung  giebt 

3**-t-2tfS  —  («*—  4£)=0, 

also 

A  =  -lVa*-M 


eine  Auflösung,  die  ganz  brauchbar  ist,  wenn  V  a%  —  M  eine  ra- 
tionale Zahl  ist. 

Der  achte  Fall  endlich  verlangt,  dass  ß*  —  MC  oder 


(3s  M-  2«s  -f-  b)  *  =  4(3*  -fr-  a)  (z  •  -hax  »  -b    -f-  c) 

sein  soll.    Entwickelt  giebt  dieser  Ausdruck  die  Gleichung: 

3a«  -f-4«s»  -f-6Asa  -f-  12c»  ~  (£»  —  \ac)  =  0 

die  gor  vom  vierten  Grade  ist,  so  dass  also  dieser  Fall  eine  Ver- 
allgemeinerung gleichfalls  nicht  zulässt. 

Dos  Vorstehende  zeigt,  dass  es  weiter  keine  grosse  Schwie- 
rigkeit hat,  ueue  Auflösungsweisen  der  eubiseben  Gleichungen  auf. 
zußndcn.  Soll  jedoch  die  Wurzel  einer  unreinen  eubischen  Gler- 
chung  wirklich  berechnet  werden,  so  möchte  die  folgende  Methode 
allen  anderen  vorzuziehen  sein. 

Man  verwandele  die  Gleichung  jc*  -\-a&'l-\-lia:-t-c=0  durch 
die  Substitution  a?=y — \a  in  eine  andere  von  der  Form  y'-f-//y 
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c 

.+  C=0,  setze  dann  yz=z\/B .  s,  so  ergiebt  sich  3 3  ~t~*~t~2f\/Jt 

=  0,  eine  Gleichung',  für  welche  sich  mittelst  einer  Tafel  der  Cu- 
bikzahlen  die  Wurzel  fast  ohne  Rechnung  auf  die  fünf  ersten  Zif- 
fern finden  lässr.    Es  wird  auch  sehr  einfach  sein,  für  die  Werthc 


B\7ß  —  (SÄ-*')  \/2(U-a*) 

eine  Tafel  zu  berechnen,  mittelst  welcher  man  die  zu  dieser  Grösse 
gehörigen  Werthe  von  *  unmittelbar  findet.  Vielleicht  finde  ich  in 
der  Folge  Zeit,  eine  solche  Tafel  zu  berechnen. 


XLV. 

Ueber  eine  wesentliche  Verallgemeinerung  des 
Problems  von  den,  den  Kegelschnittten  ein- 
oder  umgeschriebenen  Polygonen. 


VüD 


Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Heiligcnstadu 


Die  allgemeinste  Form,  welche  das  bezeichnete  Problem  zuletzt 
erhalten  hat,  ist  bekanntlich:  a)  In  einen  gegebenen  Kegelschnitt 
ein  »»Eck.  zu  beschreiben,  dessen  Seiten  in  gegebener  Ordnung 
durch  n  gegebene  Funkte  gehen;  b)  um  einen  gegebenen  Kegel- 
schnitt ein  «•Seit  zu  beschreiben,  dessen  Reken  in  gegebener  Ord- 
nung auf  k  gegebenen  Geraden  liegen. 

Im  Laufe  einer  systematischen  Darstellung  der  sogenannten  In- 
volutionen als  eigentümlicher  Beziehungen  projectivischer  Gebilde 
auf  einander  begegnete  ich  einem  Prinrip,  durch  welches  nicht  nur 
die  innere  Natur  der  obigen,  sondern  auch  die  einer  weit  allgemei- 
neren Dnppelaufgnhe  vollständig  aufgehellt  wird.  Und  hierbei  über- 
raschte mich  die  Bemerkung,  dass  zwei  Aufgaben,  welche  beide  von 
den  Alten  uns  überliefert  worden  und  wie  keine  das  Interesse  der 
Neuereu  in  Anspruch  genommen  haben,  nämlich  die  in  Rede  ste- 
hende des  Pappus  und  die  Tactionen  des  Apollonius,  beide,  wie- 
wohl in  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  ganz  verschieden  von  einander, 
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nach  einer  Reihe  \on  Verwandlungen  in  einer  Weise  sieb  darstel- 
len, dass  man  versucht  wird,  sie  für  die  Modifikationen  einer  und 
derselben  Aussage  zu  buken. 

Um  mich  kurz  zu  fassen,  werde  ich  mich  auf  St  einer'  s  Ab- 
hängigkeit geometrischer  Gestalten  u. a.  w.  und  auf  art.  4  IS 
und  424  desTraitl  dcsproprietesprojectivesdcsfiguresvoai 
Poncclct  berufen.  Ausserdem  bemerke  ich,  dass  zwei  auf  einander 
gelegte  projectivisehe  Gerade  A%  Ax>  so  wie  zwei  coucenlrische  pro- 
jectiViscbe  ebene  Strahlbiischcl  B,  B ,  involutoriscb  beissen. 
wenn  dort  die  beiden  Durchschiiitte  der  PnralleMruhlen  sieb  in 
einem  Punkte  vereinigen,  hier  die  ungleichnamigen  Schenkel  der 
entsprechenden  rechten  Winkel  zusammenfallen;  ferner  dass,  wie 
man  sich  aus  §.  16.  des  Stciner'schen  Werkes  leicht  überzeugen 
wird,  bei  zwei  involutorisebeu  Gebilden  A,  Ax  oder  Zif,  Bx  je  zwei 
entsprechende  Elemente  sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen,  d.  b. 
dass  jedem  Elemente,  .wenn  es  nach  einander  als  beiden  Gebilden 
angehörig  betrachtet  wird,  in  dem  jedesmaligen  andern  Gebilde  ein 
und  dasselbe  Clement  entspricht;  und  dass  umgekehrt  zwei  auf  ein- 
ander gelegte  oder  conceutrische  projectivisehe  Gebilde  involutoriscli 
sind,  wenn  ein  einziges  Elementenpaar  sieb  in  doppeltem  Sinne 
entspricht.  Auch  soll  der  kürze  wegen  die  Eigenschaft,  dass  zwei 
Gebilde,  z.  B.  A,  At,  in  Ansehung  <Jcr  entsprechenden  Elementen- 
paare 0,  b,  C,  b  und  a,,  C,jC,.  fei  ....  projectiviseb  sind,  durch 

A{ä,  b,  c,  b  )=iAl(att  bM  c,, b,  ....), 

sowie,  dass  sie  in  Ansehung  derselben  als  zugeordneter  Elcmen- 
teupaare  involutoriscli  sind,  dnreto 

^(a,b,c,b —  a^b^c^b,  ....)  =  .'/,(<»,, b,,c,,b ,  —  a,b,  c,b — ) 

bezeichnet  werden. 

■ 

§.  i.  :"' 

er)  Geben  durch  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  ei-nes 
Kegelschnittes  A*  zwei  beliebige  Gerade  BlB').  a,a3,  welche  den 
letzteren  in  den  Punkten  //,,  //',,  an  a,  schneiden;  zieht  mau  die 
Geraden  //,a,,  /f\a2;  Bxa2.  B'xat  oder  ff,,  a\  \  ff,.«',,  die  sich 
paarweise  in  ü\.  a'a  schneiden,  und  verbindet  die  Punkte  a\>  a', 
durch  eine  Gerade  A  \  legt  man  sodann  durch  B ,  beliebig  viele 
Strahlen  bxy  r,,  //,  welche  den  hegelschnitt  in  b,,C,.  b,  .... 
und  die  Gerade^/  in  b',,c',,b',  schneiden,  verbindet  die  letz- 
teren Punkte  mit  B\  durch  die  Strahlen  //,.  r',,  welche 
K  in  bai  C3.  ba  ....  schneiden,  diese  wieder  mit  Bx  durch  c,, 
</a....,  welche  die  A  in  V2 .  c't,  b',  . .  . . ,  und  diese  mit  B\  durch 
6\,  er',,  ff%  welche  A  in  b,,  C,,  fc,  ....  schneiden;  und  ver- 
bindet endlich  auch  diese  Punkte  mit  Bx  durch  die  Strahlen 
c„  dt  ,  so  ist  erstens,  wegen  des  perspectivischeu  Durchschuit- 

te"  A  .  ,  ,vl„  lut'nU\k\W 

B  )  (ff  |  y  ^  j  }  ^  |  ♦  ^  i  •  •  •  •  "j*  ^31  ^*  3  1  ^3  •  •  •  • ) 

z=zB\{a\iö,^c\,d\  ....«',,  £'a,t:'a,  «f,  ), 
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und  zweitens  wegen  dei  Kegelschnittes  K%  nach  Abb.  geomet. 
Gest.  $.  38,  III.  rechts: 

B\{a'x ,       c',,  itl  ....  a'a,  #a,  c'9>  </,....) 

=  ^iKt       ^a»«*»  ^n^i»«?»»  ^»  )» 

also  nueb,  wenn  mnn  die  Strahlen  d  ursprünglich 

einem  Strnhlbüschel  Bxi  und  die  Strahlen  «r,,  b2i  c2,  d2  . . .  .  nebst 
<?,(oder  «,),£,,*•,,<**,....  einem  mit  conceutriseben  Strahlbn- 
schel  B2  nngehörig  betrachtet,  dann  aber  die  a2}  £a,  <?.,,  </a  .... 
ebenfalls  zu  ^Bx  rechnet: 

B  i  («* i  >  ^ 4 ,  <? , ,  f/,  . . . .  «ra ,  ^a ,  ca ,  r/a . . . .) 

=  B%{<*i,      c-v  t*%  «i»      ct>   )• 

Hier  nber  sind  die  Strahlen  io  doppeltem  Sinne  entsprechend, 

also  gilt  dasselbe  von  je  zwei  entsprechenden  Strahlen,  d.  b.  die 

Strahlen       r,,  dt  ....  sind  mit  den  Strahlen  bx,cx^d  ,  und  folg« 

lieh  die  Punkte  b,,Cf,  b,  . . . .  mit  den  Punkten  b,,c,,b,  ....  iden- 
tisch. 

Nach  einem  bekannten  Satze  schneiden  nun  die  Diagonalen 

<X,aa,  b,ba,  C,ca,  b,b,  der  vollständigen  Vierseite  axa  xa2a\, 

bxt/xb2b'2i  cIe',c3e'a,  dxd'td2ff2  ....  die  allen  gemeinschaftliche 
Diagonale  Bx  B'x  in  einem  Punkte,  welcher  der  vierte  harmonische 
zu  und  dem  Durchschnitte  von  BXB'X  und  A,  einer  eben- 

falls gemeinschaftlichen  Diagonale,  und  zwar  der  dem  letzteren  zu« 
geordnete  Punkt  ist;  also  gehen  die  ersteren  sämmtlich  durch  einen 
und  denselben  Punkt 

Hieraus  Bchliesst  man  sofort,  da  die  Punkte  px1  Bx,  ö,,b,,  C,, 
b,  .  . . .  durchaus  beliebig  und  von  einander  unabhängig  sind,  dass, 
wenn  durch  einen  beliebigen  Punkt  pt  die  Geraden  <t,aa,  b,b3, 
CiCa,  b,b,  ....  beliebig  gezogen  und  sodann  um  einen  beliebigen 
Punkt  {BXB2)  auf  dem  Umfange  von  K  die  Strahlen  bXi  cX) 
dx  <ara,  b2i  c2i  d2.,..  bestimmt  werden,  die  Beziehung 

< 

cu<A  »»>  63*  c2i  d2  ....) 

=zB2(a„  b2>  ct,dx  ....  c„dx  . . . .) 

stattfinden  muss. 

Ferner:  da  der  Punkt  px  durch  zwei  Gerade  fl,aa,  b,b,  ge- 
geben, und  du  das  ganze  System  entsprechender  Elemcnteupaare 
zweier  projectivischen  Gebilde  BX,B2  bestimmt  ist,  wenn  drei  die- 
ser Paare  0,;  a2,  b2,  ax  beliebig  gegeben  sind,  d.  b.  im 
hier  betrachteten  Falle  zwei  beliebige  Paare  zugeordneter  Elemente 
«1»  ^1 ;  «3>  ^»1  ■»  *»cb  der  vorige  Scbluss  auch  umkehren 
lassen. 

b)  Setzt  mnn  in  a)  überall,  wo  von  Punkten  und  Geraden, 
Punkten  auf  dem  Umfange  von  A",  Verbindungslinien  zweier  Punkte, 
Durchschnitten  zweier  Geraden,  Durchschnitten  einer  Geraden  und 
des  Kegelschnitts,  projectivischen  Strahlbüscheln,  perspectivischem 
Durchschnitt  die  Rede  ist,  resp.  Gerade  und  Punkte,  Tangenten 
an  Ky  Durchschnitte  zweier  Geraden,  Verbindungslinien  zweier 
Punkte,  Tangenten  von  einem  Puokte  aa  den  Kegelschnitt,  pro- 
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jcctiviscbe  Gerade,  Projectionspuokt,  und  berücksichtigt  Abb.  geom, 
Gest.  38.  III.  links,  so  ergiebt  sieb  die  reebte  Seite  des  folgen« 
den  Lehrsatzes : 


Sämmtlicb  e Punkten  paare, 
in  welchen  ein  beliebiger 
Kegelschuitt  von  einem  be- 
liebigen ebenen  Strahlbü- 
schel  geschnitten  wird,  be- 
stimmen,wenn  sie  mit  einem 
beliebigen  Punkte  seines 
Umfanges  durch  Gerade  ver- 
bunden werden,  die  zuge- 
ordneten Strahlenpaare 
zweier  in  volutorischer 
Strahlbüschel; 


Die  sämmtlicben  Tangen- 
te n  p  a  u  r  e ,  welche  von  d  e  d 
Punkteu  einer  beliebigen 
Geraden  an  einen  beliebi« 
gen  Kegelschnitt  gezogen 
werden,  schneiden  ein,eoe- 
liebige  andere  Tangente 
desselben  indenzugeordne- 
teu  Punktcnpaareu  zweier 
involutorischer  Geraden; 


und  umgekehrt: 


Liegt  der  gemeinschaftli- 
che Mittelpunkt  zweier  in- 
volutorischerStrahlbüschel 
auf  dem  Umfange  eines  Ke- 
gelschnitts, so  gehen  alle 
Sehnen  desselben,  welche 
durch  die  zugeordneten 
Strahlenpaare  der  erstcren 
bestimmt  werden,  durch  ei- 
nen uud  denselben  Punkt. 


Liegen  auf  eincrTnngente 
eines  Kegelschnittes  zwei 
in  volutorischc  Gerade,  so 
liegen  die  Durchschnitts* 
punkte  aller  Tangenten- 
paare,  welche  von  den  zu- 
geordneten Punktenpaaren 
der  ersteren  an  den  Kegel- 
schnitt gezogen  werden, 
auf  einer  geraden  Linie. 


Anmerkung  1.  Die  invulutorischen  Gebilde  zerfallen  in  zwei 
wesentlich  verschiedene  Klassen:  entweder  sind  die  beiden  Gebilde 
ungleichliegend,  und  dann  folgen  je  zwei  zugeordnete  Elemente 
unmittelbar  auf  einander,  oder  sie  sind  gleicliliegend,  und  dann 
wechseln  die  Elemente  jedes  Paares  mit  denen  der  nndereu  Paare 
ab.  Im  ersten  Kalle  giebt  es  allemal  zwei  Elemente  (Hauptpunkte, 
Hauptstrubleu),  welche  mit  je  zwei  zugeordneten  hiirmomsch  sind, 
im  zweiten  giebt  es  deren  niemals.  In  a)  tritt  der  erste  und  zweite 
Fall  ein,  jennchdem  der  Punkt  px  ausserhalb  oder  innerhalb  A* 
liegt,  und  in  £),  jeuaebdem  die  Gerade  P  deu  Kegelschnitt  schnei- 
det oder  nicht. 

Anmerkung  2.  Denkt  man  sich  links  in  der  Umkehrung  den 
besonderen  Fall  einer  Involution  von  lauter  rechten  Winkeln,  so 
erhält  man  einen  langst  bekannten  Satz. 

Anmerkung  3.  Das  hier  Gesagte  giebt  zugleich  über  die 
innere  Natur  der  Eigenschaften  der  harmonischen  Pole  und  Pola- 
ren, von  welcher  in  f.  45.  des  .Steiuer'scheu  Werkes  andeutend  ge- 
sprochen wird,  näheren  Aufschluss. 


§2. 

Es  ist  ein  beliebiger  Kegelschnitt  und  in  der  Ebeot 
desselben  sind 
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«  beliebige  Punkte  gege- 
ben; in  den  ersteren  ein  ein. 
faclies  n-Eck  zu  beschrei- 
ben,  dessen  Seiten  in  gege- 
bener Ordnung  durch  die 
gegebenen  Punkte  geben. 


Es  'sei  der  Kegelschuitt  Ä 

die  Punkte  p„p3,  pt,pk+i 
,...pH  gegeben.  Man  denke  sich 
dureb  einen  beliebigen  dieser 
Punkte,  z.  B.  durch  pty  unzählige 
Gerade  gelegt,  welche  K  in  den 
Punktenpaaren  a, ,  a, ;  b,,  b,  ;  c. , 
c*5  b,,  b,  ....  schneiden,  sodann 
einen  Punkt  jedes  Paares,  z.  B. 
flu  &i»  C,,  b,  mit  dem  auf  px 
folgenden  Punkte  p9  durch  Ge- 
rade verbunden,  welche  K  zum 
zweitenmal  in  a,,  c,,  b8  . . . . 
schneiden,  duun  wieder  diese  letz- 
teren Punkte  mit  pt  durch  Ge- 
rade, welche  K  in  a4,b4,c4,b4.... 
schneiden,  u.  s.  f.  die  Punkte  <u, 
b*,  C*,  JD*  ....  mit  ptt  die  Puukte 
Ä-H-i,bi+i,Ci-i-i,b<+i....mit/;/{+i ..... 
endlich  die  Punkte  o«,  b„,  C*,b*.... 
mit  dem  letzten  gegebenen  Punkte 
pn  verbunden,  wodurch  man  die 

Punkte  0*4-1,  b*4-t,  c+i,  b«4-i  

erhält.  Ferner  denke  man  sieb 
um  einen  beliebigen  Punkt  auf 
dem  Ilmfange  von  K,  als  gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt,  u  -f.  1 
Strahlenbüschel  Ä„  Bt,  Bt  . ... 
Üky  #t+i ....  BH>B»+\  gebildet, 
deren  Strahlen  a,,  ltK ,  c,,  ä% 
»      j      »  ^>  ...» ,       ,  ^  j  i  C  t*^ 

 OL,  t>k%  ci,  </*....;  «M+t»  <&X4-I» 

r/-*-i,  '/x4-t  f/,,  //«.... ; 

«rN4-i,  ^«4-1»  r*4-r,  '/«4-t  •  •  •  •  nach 
den  gleichnamigen  und  glcichmar- 
kirten  Punkten  des  l  tu  langes  von 
K  gerichtet  sind,  so  sind,  dem 
Satte  links  des  §.  1.  zufolge,  je 
zwei  dieser  Strahlbn&cliel,  welche 
unmittelbar  auf  einander  folgen, 
z.  B.  Bk,Bi+\,  in  Ansehung  der 
zugeordueteu  Strahlenpuurc  «r*, 
6a,  ci,  dt....  und  <jm-h.  6k+\,tk+u 
tfn+x  .  . . .  invoiutorisch;  folglich 
sind  auch  der  erste  und  der  letzte 


n  beliebige  Gerade  gege- 
ben; um  den  ersteren  ein 
einfaches  n  -  Seit  zu  be- 
schreiben, dessen  Ecken  in 
gegebener  Ordnung  auf  den 
gegebenen  Geraden  liegen. 

und  der  Reihe  nach 


die  Geraden        P%%  P%  ....  Pk% 


Pl+\ ....  P*  gegeben.  Alan  denke 
sich  von  unzähligen  Punkten  ei- 
ner beliebigen  dieser  Geraden, 
z.  B.  der  Px ,  an  K  die  Tangen- 
tcupaare «,,«,;  £,,£,;  c,,c,; 
</,,  ....  gezogen,  sodann  von 
den  Punkten,  wo  allemal  die  eine 
dieser  Talenten,  z.  B.  a9i  h 


die  auf  Px  folgende 


Gerade  P3  schneidet,  die 
Tauge uteu  <*,,  ct%dt dann 
wieder  von  den  Durchschnitts- 
punkten  der  letzteren  mit  Px  die 
Tangenten  aAt  £4,  c4,  </4.~.,  u.s.  f. 
von  den  Uurchschnittspunkten  der 
Tangeuten  6i,  rt,//x....  mit  Px, 
der  «X4-b  ^X4-b  £X4-b  di+i  •  •••  mit 
/Vm         eudlich  der  aHi6H,cH, 

dH  mit  der  letzten  gegebenen 

Geraden  PH  die  Taugeuten  a^b 
£,4.1,  «vm,  ....  Ferner  denke 
mau  sich  längs  einer  beliebigen 
andern  Tangeute  u  •+-  1  Gerade 
Aly  A„  A  Att.  Ai+i ....  Am 


A*+.\  aufeinander  gelegt,  welche 
von  jenen  Tangeuten  in  den 
gleichnamigen  und  gleichmurkir- 

ten  Punkten  a,,b,,c,.b  ;  oa, 

b»>  c„  b,.. ..j  a,,  b,,  c,, b, . Qu» 
bx,  c*,    — ;  ax4-t,  b*+i»  c*4-i,  bx4-i 

....  Q«,  b«,  Cm»  b*  .  .  .  . »  flw-4-l> 

b^i,  Cjh-1«  b«4-t  ....  geschnitten 
werden,  so  sind,  dem  Satze  rechts 
des  $.  1.  zufolge,  je  zwei  dieser 
Geraden,  welche  unmittelbar  auf- 
einander folgen ,  z.  B.  Ak,  Ai+\, 
in  Ansehung  der  zugeordneten 
Punktenpaure  Ox,  bx,  Ci,  b/t ....  und 
b/4-i,  CX4-1«  bjn-i-.-«  invoiuto- 
risch; folglich  sind  auch  die  er- 
ste und  die  letzte  Gerode  Al% 
AH+\  in  Ansehuug  der  entspre- 
chenden Punktenpaore  a,^bi,C1% 


Strohlbüschel  //,.  Bn+\  in  Anse    b,....  und  a«4-i,  b»4.i,  c«4-bbM4.i 
huug  der  entsprechenden  Strahlen  |  projectiviscu  (Steiuer.  $.  11.  III.). 
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an  <?,,  rf4  ....  und  a„+\,  &„+\, 
cH+\>  ^r+i ....  projectivisch  (Stei- 
ner. §.  11.  III.).  Ist  nun  (*,  evt-i) 
ein  Strahl,  in  welchem  sich  zwei 
entsprechende  ,  evn  vereinigen, 
so  euspricht  demselben  ein  Punkt 
(c,ew-n),  welcher  zum  Ausgangs- 
punkte e,  der  Punktenrcihe  e,. 
e 3, €,....  C.  e*+i  genommen,  mit 
dem  letzten  Punkte  e*+i  zusam 
menfällt.  Die  Struhlbüachel  ßn 
£t„+\  ober  sind  durch  drei  belie- 
bige ihrer  entsprechenden  Strnh- 
lenpaare  c,   und  «rM-Hi 

c„+\  vollkommen  bestimmt. 
Also  ist  die  Autgabe  gelöst,  wenn 
man  auf  die  oben  angegebene  Art, 
von  drei  beliebigen  Punkten  a,. 
b,,C,  ausgehend,  die  Punktenrei- 
hrn  a,,aa,  a, ....  a„,  a«+i;  b,,b,, 
b, . . . .  b».  bM+i  ;  c, ,  c,,  c, . . . .  c«. 
c«+i  bildet,  die  Punkte  a,,b,,Ci 
und  0w+i,  bjt+t,  Cm-i-i  mit  einem 
beliebigen  Punkte  (£ttBn+\)  des 
(Imfunges  von  K  durch  die  Strah- 
len <9%%f*x,cx  und  am+\,  bm+\,clt+.\ 
verbindet,  und,  indem  man  «ich 
zwei  Strahlbüschel  Üf,,  B„+.\  vor- 
stellt, die  in  Ansehung:  «lieser  drei, 
als  entsprechender  Straklenpaare 
projectivisch  sind,  diejenigen  zwei 
Struhlen  (exe„+\):  (/,,/it-n)  con- 
struirt,  in  deren  jedem  sich  y.wei 
entsprechende  vereinigen  (Steiner. 
$.  17.  II.).  Nämlich  jeder  der 
Punkte  (e,e„+i),  (f,f„-H),  wo  diese 
Strahlen  den  Kegelschnitt  schnei- 
den, ist  die  mit  //,  zu  verbindende 
ttcke  eines  der  Aufgabe  genügen- 
den Polygons. 


Ist  nun  (e,e*+i)  ein  Punkt,  in 
welchem  sich  zwei  entsprechende 
e,e„-i-i  vereiuireu,  so  entspricht 
demselben  eine Tan ^eAite  (e^ev-t-i), 
welche  zur  ersten  e>,  der  Tangen- 
teureihe  e, ,  e,,*,  .... e*.  ev+i  ge- 
wählt, mit  der  letzten  Taugente 
t»„-H  zusammenfallt.  Die  Geraden 
At  ,  AH+.\  aber  sind  durch  drei 
beliebige  ihrer  entsprechenden 
Punktenpaare  al?b,,C,  und  a^-b 
b»+i,  vollkommen  bestimmt. 
Also  ist  die  Aufgabe  gelöst,  wenn 
man  auf  die  oben  bezeichnete 
Weise,  von  drei  beliebigen  Tan- 
genten «,,£,,€?,  ausgehend,  die 
Tangentenreibeu  <srt,       at  .... 

<*jkm;  ^i»  ••••  ^n?  6»-m; 

<?,,<?,,  c,  ....  c„,Cn+\  bildet,  sich 

längs  einer  beliebigen  andern 
Tangente  (At,  AM+\)  zwei  pro- 
jectivische  Gerade  Ax>  Am+.\  auf 
einander  gelegt  denkt,  welche 
von  den  Tangenten  a,,^,,«:,  und 
*»m-i.  c»+\  in  entsprechen- 

den Punktenpaaren  a,,b,,c,  und 
0/h-i,  bn4-|.  c»-f.i  geschnitten  wer- 
den,  und  diejenigen  zwei  Punkte 
(e,,e«-i-i),  (f„  fw-i-i)  construirt,  in 
deren  jedem  sieb  zwei  entspre- 
chende vereinigen  (Steiner.  17. 
II.).  Nämlich  jede  der  Tangen- 
ten (*,,  <Vm),  (/,,/»-h),  welche 
von  diesen  Punkten  ausgehen,  ist 
die    durch  begrenzte  Seite 

eines  der  Aufgabe  genügenden 
Polygons. 


Anmerkung  1.  Lässt  man  bei  der  Bildung  der  Punkten-  und 
der  Tangentcureihen  6,,  a,,  a,  ....  fl«,  än-Hi  <r» ....  <Tit-f-t 

u.  s.  w.  a,,«^  die  Stelle  von  a,,«r,  vertreten,  um  sofort  letztern 
auf  zu  beziehen,  so  ändert  diess  nichts  im  Resultate,  weil 


B n »  B \  A , ,  A 2'  A ,  .... 


die  Gebilde  /?,,  Z?3,  /?, 
nicht  nur  projectivisch ,  sondern  involutorisch  sind,  folglich,  wenn 
z.  B.  die  Struhlen  beide  zu  /?,  gerechnet  werden,  ihnen  in 

B3  die  Strahlen  «2,  «r,  entsprechen  müssen;  die  Strahlbüschel 
ZJ„-+-i  bleiben  also  identisch  dieselben,  nur  erscheinen  zu  ihrer  Be- 
stimmung ein,  zwei  oder  drei  andere  ihrer  Strahlenpaare  gegeben. 

Anmerkung  2.  Aus  dem  eben  Bemerkten  folgt,  dass  die 
Aufgabe  links  und  rechts  höchstens  zweier  Auflösungen  fähig  ist. 
Liegt  ein  einziger  der  gegebenen  a  Punkte  //*  ausserhalb  A,  so 
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erzeugt  er,  wie  gesagt,  ungleichliegcnde  Strahlbüschel  ßt+u 
und  dadurch  müssen  auch  Ii , ,  ßn+\  uaglcichliegend  werden.  Wird 
dagegen  zwischen  Bx  und  B„+\  die  Lage  der  Gebilde  2,  4,  6....  mal 
umgekehrt,  so  sind  i?,t  Bn+\  uotliwendig  gleicliliegend.  Dasselbe 
gilt  von  AXiAn+\.  Vergleicht  man  hiermit  «Steiner.  16.  II.,  so 
folgt: 

Die  Aufgabe  hat  allemal  zwei  Auflösungen,  wenn 
eine  ungerade  Anzahl 


der  gegebenen  Punkte  aus- 
serhalb des  Kegelschnittes 
liegt;  und  sie  hat  entweder 
zwei,  oder  nur  eine  oder 
keine  Auflösung,  wenn  das 
Gegentheil  stattfindet. 


der  gegebenen  Geraden  den 
Kegelschnitt  durchschnei- 
det; und  sie  hat  entweder 
zwei,  oder  nur  eine  oder 
keine  Auflösung,  wenn  das 
Gegentheil  stattfindet. 


Anmerkung  3.  Führt  man  die  Coustruction  der  Punkte 
(C,Cw+i),  (f.fw+i),  sowie  der  Tungcntcu  (cle„+i)i  wirklich 
aus,  so  zeigt  es  sich,  dass  mau  der  ätruhlbüschel  i?,,  Bn+\  und 
der  Geraden  Ax  ,  AH+\  gar  nicht  bedarf.  \  ielmchr  hat  mau  links 
nur  die  Geraden  a,b«-H  und  aw-i-ib,,  die  sich  in  b„ ,  und  die  Gera- 
den a,C/H-i  und  «m-i-iC,  ,  die  sich  in  {„  schneiden,  und  sofort  die 
Gerade  b0C,  zu  ziehen,  so  schneidet  sie  K  in  den  genannten  Punk- 
ten; und  rechts  hat  man  den  Durchschnitt  der  Taugenten  hx,ün+\ 
mit  dem  der  Tuugenten  on+i,  bx  ilurch  eine  Gerade  bn1  und  den 
Durchschnitt  der  Tuugenten  anr«+i  mit  dem  der  Tangenten  «n-t-i, 
cx  durch  eiue  Gerade  c0  zu  verbinden,  so  ist  der  Durchschnitt  von 
b„,c9  zugleich  der  der^erstgeuuuuleu  Taugculen.  (Vgl.  Poncelet 
Tratte  ort.  560  und  561,) 


$.  3. 

ei)  Hat  eiu  beliebiger  Kegelschnitt  K  mit  einen»  andern  belie- 
bigen Kegelschnitte  /*,  eine  reelle  oder  ideale  doppelte  Berührung, 
und  CR  schneidet  eine  beliebige  Taugente  des  zweiten  den  ersteren 
in  den  Punkten  Bx,  //',  ,  was  aber  nur  dann  möglich  ist,  wenn 
entweder  7',  von  Jk  umschlossen  wird,  oder  wenn  Px  den  A'ausser- 
lich  berührt,  ohne  ihn  zu  umschließen;  wird  uusserdem  A'  von  be- 
liebig vielen  anderen  Tangenten  des  Px  in  den  Punkten  paaren  a,, 

a,  ;  b,,  ba;  C,,C,;  b,,ba  —  geschnitten,  wo  die  Punkte  a,  b,.c, 

b,  ....1)  übereinstimmend  mit  den  Punkten  a , .  b, ,  C, ,  b,  .... 
liegen  müssen,  2)  »her  nach  einerlei  oder  nach  entgegengesetzter 
Richtung  auf  dem  Umfange  von  Ä  zu  nehmen  sind,  je  nachdem 

innerhalb  oder  ausserhalb  K  liegt,  und  zieht  man  die  Geraden 
ßxax,Bta„  ZT.a,,  /f'.a,;  /7,b,,  Zf.b,,  //*,b,,  Ä',ba;  ßxcx<  //,ca, 

/*',€,,  /f',C3;  Bxt>xy  Zf,ba,  B  ,b,,  ZT ,t>,  oder        «ra,  «',,  «a; 

bx.  6Jt  1/ x,  h\  ;  ea.  c', ,  c'a  ;  </,,//,,  tt  x ,  d%  su  weiss  mau  aus 
Poncclet's  Traitt1  art.  424,  dass  entweder  die  Durchschnitte  der 
Strahlenpaare  bx%t/%\  cx%c\  \  «Jx>ef9  oder  der  anderen 

;  61%6'x;  ra,c',;  tliy  d'x  auf  der  Berühruugssehne  A  beider  Ke- 
gelschnitte liegen  müssen.  Es  sei  das  Letztere  der  Fall,  und  man 
denke  sich  die  Strahlen  6,,  cXi  dx  einem  Slrnhlbüsrhel  B, 
und  die  Strahlen  «3,       r,,       ....  einem  mit  Bx  conccntriscueu 
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Strahl biiscltel  /?,  nngehörig,  so  ist  erstens  wegen  des  perspectiv!- 
sehen  Durchschnitts  A 

B2(ati  62Xc2tt/9....)=zß'x{ax%&'l,c'ltd,l  ....), 

und  zweitens  wegeu  des  Kegelschnittes  K 


Bt(ax,6x,cxy(lx....  =  ß'x{a'x,ö\xc'x^/'x ....), 


also  auch 


B  l{al,bXiclidl....)  =  B2{a2>  &  j,c2>  </,....). 


Und  umgekehrt:  bildet  man  um  einen  beliebigen  Punkt  (i?,/?,) 
eines  Kegelschnittes  K  zwei  concentrische  projectivische  Strnhlbä- 
schel  Bx  ,  B2  ,  so  umhüllen  die  Sehnen  des  ersteren  b,b,. 
c,C, ,  welche  zunächst  von  drei  bestimmten  ihrer  entsprechenden 
Strahlcnpaure  <*,,  a2 ;  ;  <•,,<*,  begrenzt  werden,  vier  Kegel- 

schnitte, deren  jeder  A'  doppelt  berührt  (PonccJet.  art.  424).  Die 
Tangcntcnscbnaren  dieser  vier  Kegelschnitte  bestimmen,  indem  sie 
K  durchschneiden,  vier  Paar  concentrische  projectivische  Strahlbü- 
schel Bit  B2,  welche,  wiewohl  jedes  die  Strahlen  ati  Ä„r„  <r„ 
62i  c2  enthält,  durchaus  von  einander  verschieden  sein  müssen. 
Diese  Verschiedenheit  aber  ist  nur  möglich,  wenn  je  zwei  Strahlen 
<r,,<7j  verschieden  unter  Bt,  B2  vertheilt  werden,  wobei  z.  B.  dem 
Bx  entweder  die  drei  Strahlen  «r,,  hxy  r,  oder  €tl%bl%c%  oder 
p?i  r,  oder  r,  zufallen.    Also  ist  nothwendig  eines  dieser 

vier  Paar  Strahlhüschel  mit  dem  von  uns  angenommenen  identisch. 

fj)  Durch  dieselben  Schlüsse  wie  in  a)  und  durch  dasselbe  Ver- 
fahren wie  in  §.1.  6)  wird  man  sich  von  der  linken  Seite  des  fol- 
genden Satzes  überzeugen: 


Haben   zwei  beliebige 
eiue    reelle   oder  ideale  d 
stimmen 

die  sämmtlichen  Punkten- 
paare,  in  weichen  die  Tan- 
genten des  einen  deu  ande- 
ren durchschneiden,  wenn 
sie  mit  einem  beliebigen 
Punkte  auf  dem  Umfange 
des  letzteren  durch  Gerade 
verbunden  werden,  die  ent- 
sprechenden Strahlen paare 
zweier  concentrischer  pro- 
jectivischer  Strahlhüschel; 


Kegelschnitte  mit  einander 
oppelte  Berührung,    so  be- 

die  sämmtlichen  Tangen- 
ten paare,  welche  von  den 
Punkten  auf  dem  Umfange 
des  einen  an  den  anderen 
gezogen  werden,  auf  einer 
beliebigen  anderen  Tan- 
gente des  letzteren  die  ent- 
sprechenden Punktenpaare 
zweier  aufeinander  ge  legt  er 
proj  ecti  viseber  Geraden; 


und  umgekehrt: 


Bildet  man  um  einen  belie- 
bigen Puukt  auf  .dem  Um- 
fange eines  Kegelschnittes 
zwei  co  ncentri sehe  proj  ecti- 
visebe    Strahlhüschel,  so 


Legt  man  längs  einerbelie- 
bigen  Tangente  eines  Ke- 
gelschnitte» zwei  projecti- 
vische Gerade  aufeinander, 
so  liegen  die  Durchschnitte 
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umhüllen  dieSehnen  dieses 
Kegelschnittes,  welche 
durch  die  entsprechenden 
Strahlen'paare  ,  begrenzt 
werden,  eineu  zweiten  Ke- 
gelschnitt, welcher  den  er- 
steren  doppelt  berührt. 


der  Tangentenpaare,  wel- 
che von  den  entsprechenden 
Punktenpaaren  an  den  Ke- 
gelschnitt gezogen  werdeu, 
auf  dem  1'mfange  eines  zwei« 
ten  Kegelschnitts,  welcher 
den  ersteren  doppelt  be- 
rührt. 


*  Anmerkung.  Haben  die  beiden  Gebilde  H  x^  B7  oder  Al1A1 
Elemente  eyf  oder  c,  f;  in  denen  sich  zwei  entsprechende  vereini- 
gen, so  bestimmen  diese  resp.  die  gemeinschaftlichen  Punkte  oder 
Tangeute»,  und  somit  die  Berührungsscbne  oder  den  Berübruogspol 
der  beiden  Kegelschnitte.  Also  haben  diese  letzteren  allemal  einen 
reellen  C'outact,  wenn  die  Gebilde  //,,  Zf3  oder  Aiy  Ax  ungleich- 
liegend  sind. 

*.<*.. 

Ks  ist  ein  beliebiger  Kegelschnitt  nnd  ausserdem 
sind  n  beliebige  Kegelschnitte,  welche  den  ersteren 
doppelt  berühren,  gegeben; 


in  den  ersteren  ein  einfa- 
ches »-tick  zu  beschreiben, 
dessen  Seiten  in  gegebener 
Ordnung  die  letzteren  be- 
rühren. 


um  den  ersteren  ein  cinfa- 
chcsw-Seit  zu  beschreiben, 
dessen  E c k e n  in  gegebener 
Ordnung  auf  den  Umfangen 
der  letzteren  liegen. 


Die  hier  behufs  der  Auflösung  anzustellende  Betrachtung  stimmt 
beiderseits  mit  der  in  §.2  angestellten  überein,  nur  dass  hier  die  Ver- 
bindungslinien der  Punkte  a,,  a,,  a, ....  a„,  a„+i  u.  s.  w.,  statt  durch 

gegebene  Punkte  zu  gehen,  gegebene  Kegelschnitte  p9yp  

p„  berühren,  sowie  dass  die  Durchschnitte  der  Tangenten 
«r,  ....  a„,  a„+\  auf  den  Umfangen  gegebener  Kegelschnitte  Pt>P3J 
Pt  ..../«.  statt  auf  gegebenen'Geraden  liegen,  und  dass  von  jeder 
Ecke  <u  zu  zwei  Ecken  <U-h,  sowie  von  jeder  Tangente  at,  zu 
zwei  Tangenten  ai+i  übergegangen  werden  kann,  deren  Wahl  nur 
bei  der  Bildung  der  ersten  Ptioktcnreihe  ä,,a,.a,  — a„,  q«-h  oder 
Tangentenreihe  a,,a%iat  ....  aH,  an+i  beliebig,  bei  der  Bildung 
der  übrigen,  von  b,,C,,b,  —  oder  <&,,£,,</,  ....  ausgehenden  aber 
dadurch  vollkommen  bestimmt  ist,  dass  die  Gebilde  ßi,  Zfc+i  oder 
An,  Ai+\  allemal  gleich-  oder  ungleichlicgend  werden  müssen,  je- 
nachdem  der  Kegelschnitt  pi  oder  P*  deu  A*  innerlich  oder  ausser- 
lieh  berührt. 

Anmerkung  1.  Da  also  der  Ecke  o,  zwei  Ecken  d,,  jeder 
Ecke  a,  zwei  Ecken  a,  u.  s.  f.  folgen  könuen,  so  müssen  der  Ecke 
a,2**  Ecken  Ctn+\,  nnd  dem  Strahlbüschel  i7,2M  projectivische  Strahl- 
büschel ßn+u  und  ebenso  der  Geraden  Ax"ln  projectivische  Gerade 
A„+\  entsprechen.  Jede  Combination  des  Bx  oder  At  mit  einem 
Bn+\  oder  A$t+\  liefert  zwei  Polygone  von  einerlei  Art,  welche 
die  Bedingungen  der  Aufgabe  befriedigen;  also  ist  dieselbe  im  All- 
gemeinen  einer  Anzahl  von  2»-h  Auflösungen  fähig.  Statt  eines 
oder  mehrerer,  z.  B.  *»,  Kegelschnitte  /u  oder  Pk  können  auch, 
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was  bus  §.  1.  und  §.  2.  unmittelbar  erhellet,  m  Pankte  oder  Gerade 
beliebig  gegeben  sein,  und  dann  reducirt  sieb  die  Auzubl  der  in ot; li- 
eben Auflösungen  auf  2»— "•+!. 

Anmerkung  2.  Ferner  las  st  sieb  hier,  wie  in  2.  Anm.  2. 
dartbun,  dass  diese  2"+i  Auflösungen  alle  wirklieb  statthaben,  wenn 

eine  ungerade  Anzahl  der  Kegelschnitte  »,  pH  oder  Pt  ....  Pm 

den  Ä*  ausserlich  berühren,  und  dass  sie  nur  im  entgegengesetzten 
Falle  sämintlicli  oder  zum  Tbeil  illusorisch  werden  köuncn. 

Anmerkung  3.  Besondere  Fälle  treten  ein,  wenn  ein  Kreis 
.AT,  m  mit  K  concentrische  Kreise  und  »  —  m  Punkte  oder  Geratie 
gegeben  sind.  Sehr  leicht  und  für  den  Unterricht  ganz  b< 
anzuempfehlen  ist  die  erste  der  folgenden  Doppelaufgabeu : 


'I 


-V.) 


1. 


Aufgaben  für  Schüler. 
Es  sind  »  concentrische  Kreise  und 


ein  Punkt  beliebig  gege- 
ben; in  den  grössteo  Kreis 
ein  »-Eck  zu  beschreiben, 
dessen  Seiten  in  gegebener 
Ordnung  die  übrigen  Kreise 
berühren  und  wovon  die 
letzte  durch  den  gegebenen 
Punkt  geht. 


eine  Gerade  beliebig  gege- 
ben; um  den  kleinsten  Kreis 
ein  »-Seit  zu  beschreiben, 
dessen  Ecken  in  gegebener 
Ordnung  auf  den  Umfangen 
der  übrigen  Kreise  und,  die 
letzte,  auf  der  gegebenen 
Geraden  liegen. 


2.    Es  sind  m+\  concentrische  Kreise  und 


»  —  m  Punkte  beliebig  ge- 
gcben;indengrösBtenKreis 
ein  »-Eck  zu  beschreiben, 
von  welchem  m  Seiten  in 
gcgebeucrOrdnungdieübri* 

?en  Kreise  berühren,  und 
ie  übrigen  u  —  m  Seiten  in 
gegebener  Ordnung  durch 
die  gegebenen  Punkte  ge- 
hen. 


«  —  m  Gerade  beliebig  ge- 
geben, um  den  kleinsten 
Kreis  ein  »-Seit  zu  beschrei- 
ben» von  welchem  as  Ecken 
in  gegebener  Ordnung  auf 
den  Umfangen  der  übrigen 
kreise,  und  die  übrigen 
» — m  Ecken  in  gegebener 
Ordnung  auf  den  gegebene n 
Geraden  liegen. 


Anmerkung  4.  Denken  wir  uns  in  der  allgemeinen  Aufgabe 
nur  3  Kegelschnitte  »,,/>a,  gegeben,  und  statt  deB  »-Ecks  oder 
»-Seits  einen  Kegelschnitt  gesucht,  der  dem  K  eingeschrieben  oder 
umschrieben  sein,  d.  h.  ihn  doppelt  berühren,  uud  die  drei  andern 
einfach  berühren  soll,  eine  Operation,  welche  freilich  noch  des  lei- 
tenden Principes  ermangelt,  so  gelangen  wir  aus  dem  Gebiete  des 
Pappusscben  Problems  io  das  eines  andern,  von  welchem  ich  in 
einer,  Seite  108  der  No.  VII.  des  literarischen  Berichts  angezeigten] 
Abhandlung  nachgewiesen  habe,  dass  es  die  Tactionen  des  Apollo- 
nia iu  ihrer  allgemeinsten  und  wesentlichsten  Form  darstellt. 
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XLVI. 

Entwickelung  einer  sebr  brauchbaren  Reihe. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch 

zu  Weimar. 


Es  seien  folgende  zwei  Integrale 

mit  der  Forderung  gegeben,  den  Quotienten  derselben  an^ 

irgend  eine  Weise  zu  entwickeln. 

Der  natürlichste  Weg,  welcher  sieb  zur  Lösung  dieser  Aufgabe 
darbietet,  ist  der,  (1  — &*)p+1  in  (1  — &*)p(\ — <  xn)f  zu  zerlegen 
und  das  zweite  Binom  in  eine  Reibe  zu  verwandeln,  deren  einzelne 
Glieder  integrirt  und  dann  durch  f[p)  dividirt  werden.  Bezeichnen 
wir  die  Binomialkoeffizienten  des  Exponenten  q  mit  f0>7i>7*>  u.s.  w. 
und  die  Grösse  1  —  a:n  mit  A,  so  ergiebt  sieb  nach  dem  obigen 
Verfahren : 

ßp-+-  ?) 
Ar) 

Vof^  XPdv—yl       Xf**da:-*-qiJ%*XPS!'**djc—  ....  >  (2) 

ü 

Ks  kommt  also  noch  darauf  an,  die  Werthe  der  Quotienten 

y;w  fix,** '  /0W 

zu  bestimmen.  Der  erste  ist  =  1,  die  andern  finden  sich  sebr  leicht 
anf  folgendem  Wege. 

Eine  bekannte  Reduktionsformel  sofft: 

ist 
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Nehmeo  wir  «  =  1,  Ä  =  - l,  te  gebt  das  vorstehende  X  in  unser 
früheres  über;  nehmen  wir  ferner  ar=\>  .r  =  U  und  bemerken, 
dass  A>+1  sieb  iür  ,r=l  nnnullirt,  so  wird 

Daraus  erhält  man,  für  «  =  »-f- 1,  2»  +  1«  w.  der  Reihe  nack 

 ■   (»+»x   fXXvdX  u.s.  f., 


also : 


 j 

''i'iti 

t  i  •  •    •  ■  •       ;  « ■ 


TT 

./;•• 


u.  s.  w. 

Das  Gesetz  dieser  Zahlen  ist  leicht  zu  erkennen.  Bezeichnet  näm- 
lich —  irgend  einen  dieser  Quotienten,  so  sind  die  nächstfolgenden 
b 

Q(a  +  n)    a(a  +  n)(a-t-2n) 

Führen  wir  jetzt  die  gefundenen  Wertbe  in  die  Gleichung  (2)  ein, 
so  wird 

1  .  -    I.Ü+»)  „ 

=  V°- WT^l  ^ 1       (2p  +  »  +  ')  (-P -f- 2» -4-  1) ^* 


Unsere  Aufgabe  ist  aber  noch  einer  ganz  anderen  Ansicht  fähig. 

Vermittelst  der  Kuler'schen  Integrale  zweiter  Art  kennt  man 
nämlich  den  Werth  des  Integrales 

woraus  sich  für  y  =  ar»  ergiebt: 


Digitized  by  Google 


433 

 ±   


und  dir  <Un  speciellen  Fall  /?  = 


Hiernach  lassen  sich  die  Werthe  der  Integrale  (1)  leicht  ansehen 
lodern  man  einmal  a  =  ^  +  l,  dann  a=p-i-9+l  nimmt.  Dann* 
wird 

^-r-lH--)  "    JXp -+-?-+.  1-4-1) 

w 

I 

■/tp-t-T>  =     rfr  +  y-H)       r» -+-!-<--) 

1  *  V 

und  durch  Vergleichung  mit  Formel  (3) 

=  a  \  a    .  '.(l-fo) 

y°     »p-i-n+l  Yl  ^      +  » -hl)  (»/>-+- 2* -TT)         —  • 

Diese  Gleichung  gilt  für  ganz  beliebige  pyq  und  <»>0,  und  liefert 
je  nach  den  speciellen  VVerthen  dieser  Grössen  bemerkenswertlie 
Resultate,  wie  folgende  Beispiele  zeigen  werden. 

1)  Nimmt  man  *=r  1,  »,  q  ganz  und  positiv,  so  erhalt  man 
unter  der  Bemerkung,  dass  für  jedes  ganze  positive  m 

r(s.-r-l)=I.2.3....as 

ist, 

P      _  „  L_  -    .  1.2 

P-f-7-f-l     7o     P-+-2y'~t"  (p-4-2)(^-f-l) 9*—' 


>(4) 


>  •  • « 


■  -  • 

oder,  />  — 1  für  p  gesetzt: 

p  —  1  ]  12 

P-r-y-"-9'0-^-*-  1  y*  +(»-f-l)(p-f.2)^  — (5> 


wobei  die  Reihe  eine  endliche  int. 

2)  Für  f  =  —l  giebt  die  Gleichung  (4)  unter  der  Bemerkung, 
für  jedes  /»,  Tfy -f-l)=r:  ^ffa)  ist:  *' 
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— 

P  "^^^-n+l  ^(np^w-f- l)(npH-2it-+-l)   


worin  />  nnd  «  ganz  beliebig  aiod. 
Für  »  =      p  =  /?  —  a  —  l  folgt 

3)  Wir  nehmen  py  q  ganz  und  positiv,  tt  =  2,  Vermöge  der 
bekannten  Eigenschaft  der  Gammufunktiooen,  duss 

ist,  ergiebt  sich  nach  Ieichtrr  Reduktion: 

(p  +  »)(/» -f»  2).  ...Q»-t-y) 


—         2p  +  3  ^"MSjp-t-l)  (2/»-*-5)?*  —  •••• 
oder  />  —  1  für  /»  gesetzt: 

P(p~h  1  )_0» H-2)....Q>-f-y— 1) 


(?) 


1  .  1-3  

—  ?°     2;»-+-  1  ">  "+"(2/>-*-l)(2?H-J)  ~~  

4)  Nehmen  wir  wieder  »,  p  ganz  nnd  positiv,  aber  —  j, 

wo  m  ganz  und  positiv  ist  so  ergiebt  sieb: 

1 .3.5....(2p-f-2jw  —  1)    1 . 3 .  %  ....(2p-f- 1)  _tj 
2.4.6....(2?-t-2M)     '     2. 4. 6. ...(2p)      *  2 

=(*— t)o— 2^T3(*»  — J)i  ~*-(2^-f-S)  (2p-h5)  (•»—*)«  — 

*■ 

1 

z.  B.  für  m  =  0,  «i=l: 

1                            1.3  /'  ' 

=  (—  *)•  —  o«  .  3  (—  *)i  H-  (2«  _i_  3)  (20  -H  5)  ~~  


)(8) 


2p  +  jV     »AT-  (2p  +  S)(2»^-5) 

,3.S.7....(2p-h  l).t  ,  1  _»  _» 

*    2. 4. 6. ...(2p)    '  {2p  +  2}  2 

=  U)o  —  2^Hh3  tt)»  +  (2»  +  |)(2#-4-I>)         ~~  "  •  '  • 


(10) 
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Von  den  beiden  letzten  Gleichungen  taut  sieb  noch  eine  elegante 
Anwendung  machen. 

Denkt  mau  sich  nämlich  die  Zahl  p  von  bedeutender  Grösse, 
so  kann  man 


etc. 


2p     5'  2p-4-7» 

durch  kJTi  «setzen.    In  diesem  Falle  wird  die  Reihe  auf  der 

rechten  Seite  der  Gleichung  (9) 

(-  i)o  ~  (~  *)r  )  -f-  (-  1),  (^tf*  - .... 

deren  Summe  gleich  ist 

> 

(i  L_f*= 


Wir  haben  daher  ans  (9)  für  ein  sehr  grosses  p  nähernngs weise : 

2       2,-4-1  <!.,. n,....(2j,T.i/  ^2^2*  (11> 
Ebenso  leicht  ergiebt  sich  aus  (10): 

Beide  Gleichungen  sind  um  so  richtiger,  je  grösser  p  genommen 
wird,  für  unendliche  p  fallen  sie  mit  den  Ausdrucken  (9T  und  (101 
zusammen.  y  '        y  ' 

Einige  der  spezielleren  Reihen  unter  den  obigen  sind  schon 
bekannt,  ohne  das*  ihre  Kemeinschaftliche  Quelle  (4)  bemerkt  wor- 
den ist.  Die  Näherungsformel  (12)  giebt  ohne  Beweis  Euler  in 
der  torrespondance  mathe-matique  et  phvsique  de  quel- 
ques ce-lehres  ge-onietres  du  XVIII*-  silcle....  St  P<- 
tershourg.  1843.  Tome  I.  p.  47. 


28- 


430 


XLVII. 

Entwickelung  der  höheren  Integrale  von 
\o%x.da\  nebst  einer  Anwendung  auf 
die   wSummirung  einer  Reihe. 

Von  dem 

Herrn  Scliulamtscandidaten  F.  -Arndt 

zu  Greifswald. 


Das  erste  Integral  von  log  xdx  findet  man  unmittelbar,  wenn 
rann  auf  dasselbe  die  allgemeinste  Reductionsformel  anwendet;  denn 

es  ist  ^log  xdx  ±s  log  xfdx  ~%f%t~%f%t^  =  .sr  log  ;r —  x-\-c, 

wo  c  die  willkübrliche  Constante  bezeichnet.    Die  Bestimmung  des 

zweiten  Integrals  kommt  hiernach  auf  die  des  Integrals  J x  log  xdx 

zurück,  welches  ebenfalls  durch  particulare  Integration  gefunden 

wird,  indem      x  log  xdx 5=  log -x J* xdx  —  J~  f  r<*r  = 

l^r'logar— fr*  ist^2  log  xdx  =  \x7  log  x  —  \x%  •+- <?.r-t- r,, 

wo  c,  die  neue  willkührliche  Coostante.  Geht  man  diese  Ent- 
wickelung aufmerksam  durch,  und  setzt  sie  noch  weiter  fort,  so 

siebt  man,  dnss  die  Bestimmung  von  /  "  log  xdx  lediglich  auf 
x"*  log  xdx  zurückkommt,  indem  m  eine  positive  ganze 

Zahl  ist 

Nun  ist  I«g  xdx  =  log  xj*xmdx  —      ^  J%xmdx 

=  -  r  —  7 — -rr,  -f- const.    Wendet  man  diese  rormel  wie 

derhoit  an,   so   entsteht  nach   und  nach,   wenn  wir  allgemein 
log  xdx  durch  /„  bezeichnen : 

Jxz=zx  log  x  —  x-t-c 
-       x7  \oftx  ix9 

Y3  =  ö  "oT  -T-  CX  •+"  Cl 

r       x'\o*x       1  lor*  cx% 

9     T7i      (271)*       2~  <riÄ>+r* 

7   j:4  log  Jr       M>.r4         Ctf»  ctx* 

4~"    2.3.4       (2.3.4)»  """O  -*-  —  -*-*»-*-*• 

etc. 
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Daher  ist  allgemein 

* —  1.2..»«      (1.2.«»)»      1  —  t«  —  l)"*"l~.(w— 2)      '  1 

indem  ri  c,,  f,,  ....  dje  »  will  kührlichen  Constanten  sind, 
und  jj«  ein  von  jc  unabhängiger  Coel'ficient  ist,  auf  dessen  Bestim- 
mung es  lediglich  ankomme.  Ich  integrire  die  Gleichung  1.  noch 
einmal,  und  erhalte: 

» 

g«-H  logg      \\.2.3...M-t-(n+-\)pn\x»+*  cx>* 
*'  y«+l—  1.2.-.(»-H)  |1.2..~(W-»-l)ll  "i~l....*'+'elC'*~C" 

  a-»+ilogar         pm+ixh+i  cxn 

~~  1.2....(«-H)     |J.2_(*-|-l)|'       1 etc* <r"* 


Somit  haben  wir  die  Relation  pn+\  =  (*-f-l)/»«  -+-  1 . 2. 3  . . . .  », 
oder  es  ist 

.    _       arMoga:  _      pnx*      ,  er"—1          ^ar«— 2  c»— ax 

J.  7n_  i.2._.«     (1.2...*)»  !....(»-!)  ~*~  l....(*-2)  eic  "*~  i 

und  dabei  ist  ^,  =  1  und 

■  • 

4.  — (*-^l)/i*=1.2.3....X-. 

üa  nuo  ttber  jn^zri^Äjr  ~~  ii.2...(it-+.i)p— i.2^.(tM)« 

(Tiri^  =      di°  Re,alion  statt         ~~  jrfn  =  l....Ar(XH-lj3 
Stellen  wir  also  den  Ausdruck  3.  unter  der  Form  dar: 


r    _       x"]c>cx  ex1»—  »       .      ,  Cn—iX 

5-  7"  =  TITT  -  f' *"  +  i ....  t*  -i )    •  +  —  + 
so  haben  vir  zur  Bestimmung  vou  qH  die  Relationen: 

gk    1 

7*-H    1  

y*+s— k+z  —  i:^(ä+:i)(ä+2)» 

u.  s.  w. 

Dividirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  (£-t-2)(£-t-3).... 

die  zweite  durch  (/.--f-3)  (£-f-4) ....  (Xr-f-/*)  etc.,  und  ad- 
dirt  dann  alle  zu  einander,  so  wird 
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9k+p-\  9t    1  ,    1        _1  I 

T+^T     (^^.-.(A-hu)—  i.2„.(k+f»)  «jt-+-l'f"A-f.2H  hk^^}1' 

oder  für  k  =  1 : 

< 

J>         f.  _  =  !  .  ,  .  .JL, 


6-  ^=i^b(1+i+T+--+^ 

Daher  wird  endlich 

x"logar    ^v*  1      j*"  esc* — i 

Die  Constanten  sind  so  lange  willkührlich,  als  nicht  angegeben  ist, 
zwischen  welchen  Grenzen  die  Integrale  genommen  werden  sollen. 

Wir  wollen  nun  sehen,  was  aus  deo  Coostanten  wird,  wenn 
alle  Integrale  für  x  ■=■  1  verschwinden,  indem  dieser  Fall  deshalb 
einer  besondern  Beachtuog  werth  ist,  weil  er  uns  zur  Summiruog 
einer  Reihe  führen  wird. 

Nehmen  wir  also  das  Integral  7.  zwischen  den  Grenzen  1  und 
xy  so  wird 

C  ,   Ci  Ch-3  1  v 

i  _(«-*>    nr(n=2)  etc-  H — r+c"-,==n^  —» 

wenn  wir  1  H-i-r-|-r-....  -+-■£-  durch  2M  bezeichnen,  oder  für 
7*=1.2.3....(*-*-1)ca: 

2;  =  ay-r-»,r1+»ij's+»«j's  n-*+r»-u 

und  ebenso 

u.  s.  w. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  noch  mit  1^  —  nXy 
ntt  — «i,  etc.,  und  addirt  sie  nach  der  Multiplication  zu  einander, 
so  wird 


■ 
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S9  -  mt2*-*  4- *,       -  «tc.  -f-  (- 1)— !- 
=  rl*«-».<»-l)i+«>-2)I-ett.-4-(-l)— i/^-ii 

D.  8.  W. 

+  M. 
Nun  behaupte  ich,  es  sei 

8.  !)»-♦-»,(»— 2)«— »,(»— 3).,-r-etc.:=0. 

Denn  man  findet  leicht 

«»(*—  1).  =  »„,(»  —  w)» 

#»,(» — 3)„= 

U.  8.  W. 

{ * — (*»—»»)  |«  =  «„(» — **)«-«, 


folglich  ist  obige  Summe  »«.j -*-(»—«),—(/»— «"ji 

«•)»— i}  =  »-t(l  — l)"-",=°i  w-  «•  b-  w- 
Somit  verschwinden  die  Coefficienteu  von  /,  ylf  y*-«  in 

obiger  Relation,  und  es  wird 
9.  yw=s^>,4.i-(»H-l)l^H-(#-f-l)1^i.-i--etc.=fc(i.-r-l)»2i, 

also  nach  dem  Obigen 

«  .  • 

10.  ^—j-^^,^«^ 

und  c=2t. 

Demnach  ist 

11.  /^(log^-^.^-f-Y .  n^=T) 

1.2      *  l....(n-2) 


1.2.3         *  1 .-.(»— 8) 
u.  s.  w. 

.  ^w-i-(»-l)trw-»+..^fc(if-l)n-a^,  x 
H  1.2.5....(»-1)  1 

^   Xt — » i  Xt-i H — »«-1  ^  i  ^ 
1  .2.3. 4»..  9t 

wenn  die  Integrale  /lf  /,....  so  bestimmt  sind,  dass  sie  für 
xz=.  \  sämmtlich  verschwinden. 

Geht  man  nun  von  der  bekannten  Grundreihe  aus: 

l  —  Ä-|-i(l-»)»-f-Kl-a),-f-i(l—*)4-f- .-..=— log», 
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welche  für  jedes  positive  %  convergirt,  das  die  Binbeit  nicht  über- 
steigt, und  integrirt  «mal  hintereinander,  so  ist,  da  alle  Integrale 
für  *=1  verschwinden,  nach  11: 

(l-ty^-i      (l  -  x)»+*      (i  -  %)*+* 
J  ..«(n-r-1)       2....(>t-f-2)       1  .~ 


oder  wenn  man  1  —  %  —  x  setzt: 


12. 


T   9  T 

1.2      *  l....(n— 2) 
U.  8.  W. 

1     *  •  71 


in  inf. 


1.2w.(»-f-0       2.3....(*-|-2)  S.4..«(n+I)^ 

(1— *)«    ,  2T,  (1— 


=(-l)--i[|log(l-^)-^j  (± 


1  "  !....(*— 1) 

22—  2Z,    (1— g)»-» 
1.2      '  1~.(»— 2) 


1  •  ^ » 3  »••• 


Der  absolute  Werth  von  x  darf  hier  die  Einheit  nicht 
Für     =  1  wird 


13. 


l 


i 


in  inf. 


1.2~.(ft-+-l)    1  2.S~(»-|-2)  T  J.4.~(s+a) 

__/_  n<,_!  rX.-»,.ZW-H  =FS«-ll,-] 

— 1     1J      L  1.2.S~.»  J 
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XLV1 

*  ■ 

Entwickelang  der  Functionen 
cos  nx  und  sin  nx 

COS  X*  COS  X* 

in  Reihen,  die  nach  den  Potenzen  von  tang  x 
aufsteigen,  mit  Hülfe  des  Maclaurinschen 

Theorems. 

» 

T 

Von  dem 

Herrn  Sckulamts-Candiriaten  F.  Arndt 

zu  Greifswald. 


cos 

Zufolge  des  Maclaurinsclien  Lehrsatzes  muss  man,  um  - 

COS  X" 

«od  in  Reihen,  die  nach  den  Potenzen  von  tang  x  fort- 

schreiten, zu  entwickeln,  diese  Grössen  als  Functionen  von  tang  a? 
betrachten,  und  ihre  höhern  Differentialquotienten  nach  jener  Ver- 
änderlichen bestimmen. 
Man  setze  also: 

,  »      cos  nx 

1.  /ttang  *)  =  ^-7-n. 

Um  diese  Function  nach  tang  a:  zu  differenziiren ,  entwickele 
zuerst  ihren  Differentialquotieuten  nach  4%  uod  multiplicire 
denaelben  mit  dem  Differentialquatienten  von  a:  oaoli  tang  ät,  d.  h. 
mit  cos  ar*,  so  erhält  mao 

*  f>li»n<r  ~\—  „  »in  (»—!)* 
2.   /'(tang  &)  =  —  *.   cog  x>l_l  • 

Differcnziirt  man  diese  Function  auf  dieselbe  Weise  nach  tang  .r, 
so  wird 

3.  /»'(t"g*)  =  --(— •)  e°,("~— 


Da  diese  Function  wieder  dieselbe  Form  wie  die  Function  1. 
angenommen  hat,  so  wird  man,  /"(tang  a:)  zu  finden,  in  %  a—,2 
für  »  setzen,  und  das  Resultat  mit  —  <•(«•—  1)  multipliciren }  da- 
durch wird 


4.  r(taog^)  =  •(<.-!)(«- 2).,ln(l>  *)x 


Ferner  wird  man,  diese  Gleicbong  Dach  tang  x  zu  differenzü- 
ren,  in  3.  »  —  2  für  n  setzen,  und  das  Resultat  mit  —  *(«  — 1) 
multipliciren;  dadurch  wird 

5.  /"(Log  *)  =  »(<.-!)(— 2)(— 3).  "*^—*)X 


Auf  diese  Weite  kern  aeo  iaaer  weiter  fottsckreitep,  «od  er- 
eilt allgemein 

«.  /"tu««  *)=(-i)*.-{»-i)....('.-2*+i).£w^r 

7.  /«-'(f»g*)=(-l)*.-(— l)--(—ä*+2)-fW^lT- 

sin  fc*ir 

Behandelt  man  die  Function  y(tang  x)  =  cqm  auf  ganz  ähn- 
liche Art,  so  entsteht 

8.  g^(taogar)==(-l)*.i-(ii~l)....(»-2^1).1^=^r 
9.  «W(tang  *) = (- 1  )*.«(—  1 )....(* -2*) .  ^""-i^ 


Nun  muss  man  die  Werthe  bestimmen«  welche  diese  Differen- 
tialquotienteo  für  tang  x  =  Q  oder  für  x  =  =*=  Xn  annehmen,  wo 
X  eine  positive  ganze  Zahl  ist  Für  diesen  Werth  von  x  ist  aber 
nach  6.  7.  8.  9. 

/*«»  __/_iu  _  jy-'w  =0t 

j-^-^—l— 1)*.sjjA,  lM<(2/fc-1)-«? 
Daher  ist  nach  Maclaurins  Theorem 

10.  5^=l_^tanga:»+»4taDgar*--..±si1^tong^^H-Ä> 


11.  —  ^  =  »1,  tang  .r-»,  tan£  .r «-+-...  .±«:tf-i  tangar*-i-*-Ä', 

cos  x 

und  es  ist 

R  =(-l)'.»2*-i  tang  a^-».sin(»»-2^4-l)^.cos(^)»*-^» 
Ff  =  (- 1  )* .  «<*  tang  ^ .  sin  (»  -2*)  £ '  är .  cos  (^)«— , 

wo  zwischen  0  und  1  liegen. 

Wenn  nun  »  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  brechen  die  Reihen 
von  selbst  ab,  die  Reste  verschwinden,  und  die  Gleichungen  10.  und 
11.  gelten  für  jedes  beliebige  x. 

Wenn  aber  /*  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  darf  man  die  Rei- 
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hen  nur  dann  ins  Unendliche  fortgehen  lassen,  wenn  R  and  II 
sich  der  Null  nähern,  indem  der  Index  ins  Unendliche  zunimmt. 

Da  nun  in  obigen  Resten  die  Sinusse  die  Einheit  nicht  über, 
steigen,  da  ferner  cos({r.r)**— ebenso  wie  cosfvKar)**- n  sich  be- 
kanntermanssen  der  Null  nähert,  wenn  cos (&r)  oder  cos kleiner 
als  die  Einheit  und  constant  bleibt,  wenn  dieser  Cosinus  =1,  so 
bleibt  sin(»  — 2it-t-l)^.cos(^)»*-«-i,  so  wie  sin(*— U)&*a:. 
cos  (Par )**— *  mindestens  endlich,  und  die  Reste  werden  sich  also 
mit  *2£— i  tang  aP*—1  oder  ny,  tang  ac*  zugleich  der  Null  nähern. 

Nun  ist  «2*4-21  tang  .r8*-*-'^ 

=       tang  ar*.  i  --^-^^^  '  tnn* 

=*tt tang««*.(l  —  (1  —  &~-2)  -  -(l  — äf+2A^  tnu& 

Ist  daher  «  +  1  positiv,  so  ist 

•»«l  tang  <      tg       .  (1  -|£pZ  )*  tg 

<^tg^|(l-^^)tg^|n. 
Ist  aber  *  -f-  1  negativ,  so  ist 

»an*!         ******  <  «**  taD&       1(1  -  ^~[)  tang  .r 
Ist  endlich  »-»-1  =  0,  so  hat  man 

W2/4-21  tang  jr^^A  =  ny,  tang  .r** .  tang 

Im  ersten  Falle  nähert  »ich  «at+oj,  tang  .ar**+»A  der  Null  oder 
wächst  ins  Unendliche,  jenacbdem  tang^^l  (indem  wir  nur  den 

absoluten  Werth  verstehen).    Denn  wenn  tuug.r<;l,  so  ist  auch 

n  4-  1  v 
(l — 2>c_4_2it^  tan?«a?'<^»  nachdem  k  hinlänglich  gross  geworden; 

wenn  aber  tang  jc^>1,  so  kann  man  X  so  gross  nehmen,  dass 
(1  —  2^^.^)  tang  &  >1»  <*ei»n  <*»«»e  Bedinguog  erfordert, 
,1...  > _Ü2S* 

«4- 1         ung  or  —  1 
Im  zueiten  Falle  kann  man  fs  so  gross  nehmen,  dass,  wenn 

tang^r<:l,  auch  (1  —  «^"jpy)  tang  a?«<l;  indem  diese  Bedingung 
erfordert,  dass <  '^"^  Wenn  aber  tang  <r>  1,  so 
ist  aucb  (l— tang  ar>«l,  da  #»-*-!  negativ. 

Im  dritten  Falle  nimmt  tang  arU  mit  y   ins    Unendliche  ab, 

wenn  tang  ar<I.  Ist  tang  ar>l,  so  nimmt  es  ins  Unendliche  zu. 

Aus  diesen  Betrachtungen  folgt,  dass  die  Reihen  10.  11.  coo- 
ver^ireo  oder  divergiren,  jenacbdem  der  absolute  Werth  vou  taugar 
kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit  ist. 

Somit  bleibt  uns  noch  der  Fall  zu  untersuchen  übrig,  in  wel- 
chem der  absolute  Werth  von  tang  jrssl. 
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Es  wird  bier  auf  die  Creme  von 

>  '  > 

aukommen  für  X  =  oo  und  ein  constantes  k. 

1.  Wenn  »H-l  positiv,  so  ist 

'»gl1—  W^V  ^  2*-4-l 

■og  (i -äF^2j  <  — 
u.  s.  w., 

f 

also 

log  «ax^u  <  log     —  (»-+-!)  (ä^Ti  +  äti 1  **"at-H2A)* 

Daher  nähert  sich  der  Logarithmus  von  «sj+sj,  der  Grenze  —  oo, 
wenn  X  sich  dem  Unendlichen  nähert,  folglich  hat  waz^A  selbst  die 
Null  zur  Grenze,  und  die  Reiben  10.  11.  convergircn. 

2.  Wenn  *-f-l  negativ,  so  ist 

u.  s.  w. 

also 

log  «2X+2i>  log  «2/  —  («-hl)(^~ 1  +j5T^+  ,,,+  äÜH2i^ 

I  1 

Da  aber  die  Summe  ~*~2E£2Ä  mit  *  »•^'"H"*  wird» 

und  „,  1  +....-f-/-Ti — bekanntermaassen  endlich  bleibt,  so 
(24-H)*  ^  (2*-4-2A)» 

nähert  sich  der  Logarithmus  dem  Unendlichen ,  also  wird  auch 
*2A+flji  mit  A.  unendlich,  und  die  Reihe  10.  oder  11.  divergirt. 

3.  Wenn  «+1=0,  so  bleibt  der  absolute  Werth  von  «st+sj. 
constant,  und  die  obigen  Reiben  divergiren  wieder. 

Somit  haben  wir  das  folgende  Resultat  erhalten: 
Die  Gleichungen 


cns  nx 

cos  xH 

sin  tue 


=  1  —  na  tang  ar*  -f-  «4  tang  a:*  —  etc. 


cos  xn 


==»,  tang  x  —  n%  tang  xt  -f- »,  tang  ar»  —  etc. 


gelten  für  jedes  beliebige  .r,  wenn  »  eine  positive  ganze  Zahl  ist, 
und  in  diesem  falle  brechen  die  Reihen  ab. 
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Ist  aber  n  keine  positive  ganze  Zahl,  so  convergiren  obige 
Reihen,  wenn  der  absolute  Werth  von  tang  jt  kleiner  als  die  Ein- 
heit; ist  der  absolute  Werth  vod  tang  jr==l,  so  convergiren  sie 
auch  dann  noch,  wenn  m-T-l>ft.  In  allen  übrigen  Fällen  findet 
Divergenz  statt. 

Multipücirt  man  mit  cos  so  nehmen  die  Gleichungen  die 
Gestalt  an: 

12.  cos  na: =cos  x*—*9  cos  ar"-»sin  at%  +*«  cos  .r^sin  x*  —  etc. 
13.  sin  cos  .r"-*  sin  je— «,  coa  .**-*sin  ar'-r-etc. 


M  i  s  c  e  1 1  e  n. 


Eine  algebraisch -geometrische  Aufgabe. 

Von  Herrn  Albrecht  von  Gracfc  tu  Berlin. 

Ks  sei  am  Mittelpunkte  O  (Taf.  VII.  Fig.  10.)  eines 
Kreises  ein  beliebiger  Winkel  AOB=a,  und  auf  der 
Peripherie  ein  uil  I  k  ührlicber  Puukt  /'gegeben.  Von  P 
sind  auf  die  Schenkel  des  Winkels  AOB  die  senkrech- 
ten PC  und  PO  gefällt.  Es  soll  die  Entfernung;  CD  der 
beiden  Fusspunkte  C  nod  D  dieser  Senkrechten  von 
einander  bestimmt  werden. 

Alan  ziehe  den  Halbmesser  OPt  den  wir  im  Folgenden  uls  Ein- 
heit annehmen  werden,  und  bezeichne  die  beiden  Winkel  AOP 
und  BOP  mit  ß  und  y.   In  dem  Dreiecke  COD  ist 

CD*  =z  CO*  +  DO* -2CO  .  DO.  cos  o, 

und  folglich,  weil  C0=cos  ß,  00  =  cos  /  ist, 

CD*  =  cos'  /S-f-  cos'  y  —  2c 03  a  cos  ß  cos  yy 

also 

CD2  =  co8»  ß  —  a\a*y-t-l—2co*  a  cos  ß  cos  y.  # 

Es  ist  aber  bekanntlich 

cos*  ß  —  sin' cos  (/*■+- cos  (/?  —  y) 

und 

2cos  ß  com  y  =  cos  (/?4-y)  +  cos  (ß  —  y). 
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Mithin  ist 

CD*  =z  cos  (/9-r-y)  cos  (/?  —  r)-r-l  —  cos  a  cos  tf+r) 

—  cos  o  cos 

also,  weil  a  =  ß  +  y  ist,  % 

CD»  =  1  —  cos»  a  ss  sin*  a, 

und  folglich  CD  =  sin  a. 

Die  Längte  von  CD  ist  daher  unabhängig  von  der  Lage  des 
Punktes  /*,  indem  dieselbe  lediglich  von  der  Grosse  des  Winkels 
a  abhängt. 

Nehmen  wir  das  Dreieck  CDP  zu  Hülfe,  so  gelangen  wir  noch 
einfacher  zu  demselben  Resultate.   Denn  in  diesem  Dreiecke  ist 

CD*  =  sin»  ß  -f-  sin»  y  -f-  2cos  a  sin  ß  sin  y> 

da  der  Winkel  CPD  :=  180°  —  a,  und  mithin  sein  Cosinus  — 
—  cos  a  ist.  Addiren  wir  diese  Gleichung  zu  der  aus  dem  Dreieck 
CDO  sich  ergebenden  Gleichung 

CD*  =  cos»  ß  -f-  cos»  y  —  2cos  a  cos  ß  cos  y, 

so  erhalten  wir 

2  CD»  =  (sin»  /?-+-  cos»  /?)  -f-  (sin»  y-f-  cos»  y) 
—  2cos  c*  (cos  ß  cos  y —  sin  ß  sin  y), 

d.  i. 

2CD*  =  2  —  2cos»  a,  CD»  =  1  —  cos»  o  = sin»  cc, 

also  CD  =  sin  a. 

Auch  durch  Anwendung  des  Ptolemäischen  Lehrsatzes  würden 
wir  unmittelbar  zum  Resultate  gekommen  sein.  Denn  da  im  Vier- 
ecke OCPD  die  gegenüberliegenden  Winkel  sich  einander  sopple- 
meotiren,  so  kann  dasselbe  als  ein  einem  Kreise  eingeschriebenes 
betruebtet  werden,  und  der  angeführte  Satz  liefert  daher  die  Glei- 
chung 

CD.OP=CO.DP+DO.CP, 

also,  weil  OP=l,  CO  =  cos  ßt  DO  =  cos  y,  CP=sio  ß,  DP 
==sin  y  ist: 

CD  =  sin  ß  cos  y  +  cos  /S  sin  y  =  sin  (/J  -f-  y)  s  sin  o. 

Endlich  ergiebt  sich  die  Gleichheit  von  CD  und  sin  a  auch 
leicht  g^ureb  die  Betrachtung,  dass  die  Entfernung  der  deren  Ver- 
längerung der  beiden  Senkrechten  PC  und  PD  bis  zur  Peripherie 
entstandenen  Durchschnittspunkte  E  und  F  (Taf.  VII.  Fig.  11.)  ein- 
mal das  Doppelte  von  CD  ist,,  da  man  die  Proportion 

EF:CD=zEP:  CP=2  :l 
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hat,  sodann  aber  auch  durch  2sin  «  ausgedrückt  wird,  indem  lie 
als  Sebne  von  EOFzzz.  2a  dem  doppelten  Sinus  de«  einfachen  Win- 
kels a  gleich  ist 


Herr  Professor  Dr.  Sohncke  zu  Halle  hat  mir  in  Bezug  auf 
die  Tbeil  II.  8.  326.  des  Archivs  von  Herrn  Director  und  Professor 
Strehlke  au  Dans  ig  in  Betreff  des  sphärischen  Vierecks  aufge- 
worfene Frage  die  folgenden  interessanten  Bemerkungen  mitzutbei* 
len  die  Güte  gehabt.  G. 

Denkt  man  sieb  ein  sphärisches  Viereck  mit  seinen  beiden  Dia- 
gonalen  in  seineu  einzelnen  Stücken  wie  in  Taf.  VII.  Fig.  12.  be- 
zeichnet, so  wird 

die  Fläche  des  Dreiecks  DAB  =  ^-H»»+^-|8°* %r*x~-.Q.,r%9 

//?<rt_  #H- /.-+-«» -'80  - 

....  BCD=C+<^-™ 

.   .    .    .  CDA=£±^=m.r,„^.r,x 

wo  also    =     -f-p,  =     -|-/*4  =  ^H-Ä+ C-\-D  —  300°. 

Wendet  man  nun  den  bekannten  Satz  für  die  Bestimmung  des 
Flächeninhalts  eines  sphärischen  Dreiecks  aus  zwei  Seiten  und  dem 
eingeschlossenen  Winkel  ao,  so  ergiekt  sich: 

cotg  >t  =     »  Vn  ^«  '  +  cotg  ^ 
.  cotg      .  cotg  \b 

cotg  >,  =  **  r  ^  *      cotg  z? 

cotg  lA  .  cotg  ic 

cotg  J*.  =       ti«  f        +  cot*  C 

cotg  4c  .  cotg  \d  n 
cotg  \pA  =  — ~ V  ^  ~  +  cotg  D. 

Vermöge  der  goniometrischen  Formel  cotg  (ar-f- a)  =  —  -  1      -  "  1 


erhält  man  hieraus: 

cotg  40*.  -f-u,)  =  cotg  \p 

 lHhtg^tg4ccosC-|-tgjatgirfcos^-t-tg4tftg4^tg4ctg4rf.cos(^-r-C) 

—  tg4^tg4c8in6-+tg4at«4^sUi^4-tg4atg4Ätg4ctg4</SinM-^6'> 
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cotg  i(p,-t-p«)sc*tg  \f* 

 1-j-tglctgldcatiD-i-tg  cos  /7-+-tg  jgtg ]//tp \ctp\dcos{B-\-D) 

tg&t%ld*\nD+tg\l>i%{a%inB+tg\mig\bi%{ctgid.*\n(B+D)  ' 

Setzt  man  in  beiden  Gleichungen  cotg  \fi  =  j^,  schafft  dann 
die  Nenner  fort  uod  reducirt,  so  wird: 

sin  4/*  =  tg  \b  tg  \c  (cos  lf*  sin  C— sio  ^  cos  C\ 
-+-  tg  Ja  tg  4«/  {cos  sin  A  —  sin  4/»  cos  A\ 
-f-  tg|<JrtgiÄtg{ctgirf{cos^sin(^+C)—ini/»cos(^^)| 

_ 

und 

sin  >==  tg  tg  \d  {cos  4^*  sin  ZJ  —  sin  4/u.  cos  ZJj 
-r-tg  4«  *g  |c°8  s/*  »'o  B  —  8l*n  il1*  cos  B\ 
+  tg4atgiÄtglctg^{cos^sin(/r4-/>)— sio|/ticos(ÄH-Z>)  | 

Setzt  man  nun  auf  der  rechten  Seite  p  =  A-+-  ß+  C7-f-  />— 360° 
und  addirt  beide  Ausdrücke,  so  wird: 

2sin  4/*  =  tg     tg  4«  sin  (|Ä  —  A)  -H  tg  4«  tg     sin      —  ) 
*+-  tg     tg  \c  sin  (IS  -  <7)  -f-  tg  je  tg  idTsin  (4Ä  -  Z>) 

oder  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  die  Sinns  der  Differenzen 
auflöst  und  beachtet,  dass  sin  \S  =  —  sin  und  cos  {£  = 
—  cus  ±(i  ist,  so  wird: 

tang  \p 

tgidi$\at\xiA-+-\g\a  rp^Äsin  i?-f-tg  jZ> rg  jcsinC-l-tgJctg  J</*inZJ 
2-|-  tg  4** tg  ja  cos^-f-  tg  4a  tg     cos    -f-  tg    tg  Je  cos  C-+-  tg^ag^ckosl}' 


Be  richtigung. 


*  In  der  Uebersehrift  des  Aufsatzes  No.  XXXVIII.  streiche 
das  erste  dem. 


...  . 

» 
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Literarischer  Bericht. 


(hl  dieser  Nummer  des  Literarischen  Berichts  ist  es,  wie  man  finden 
wird,  xuerat  möglich  gewesen,  auch  die  amerikanische  Literatur  besonders 
su  berücksichtigen.    Da»  dies  auch  fernerhin  möglich  ist,  sind  die  nötbi- 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 


Newton  nod  die  mechanische  Naturwissenschaft.  Zu  Newton'* 
Gedächtnis*  im  zweiten  Säcularjuhre  seiner  Geburt.  Von  K.  Snell, 
Lehrer  der  Mathematik  am  Krause'schen  Institut  zu  Dresden. 
Dresden.  1843.   gr.  8.    12  ggr. 

i 

Correspondance  matbe'matique  et  physique  de  quel- 
ques ce'lebres  geometres  du  18.  siede,  prlcedle  a'une 
notice  sur  les  iravnax  de  L.  Kuler  tant  imprimes  quViu* 
Idits  et  publice  sous  les  auapices  de  Tuend,  imu.  des 
sciences  de  Saint- Petersbourg,  per  P.  H.  Fuss.  2  Vol. 
gr.  in  8.    St.  Petersbourg.  1843.    6  Tblr. 

Von  diesem  wichtigen  Werke  ist  schon  Literarischer  Bericht 
Nr.  V.  S.  87  ausführlicher  die  Rede  gewesen. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  mittlem  Klasse» 
höherer  Lehranstalten  von  Job.  Aug.  Grunert.  Zweiter 
Theil.  Ebene  Geometrie.  Dritte  vermehrte  und  ver- 
besserte Ausgabe.   Brandenburg.  1843.  8. 

Ausserdem  dasa  Verbesserungen,  wo  sie  nöthig  erschienen, 

iv.  19 
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überall  angebracht  worden  sind,  hat  dies«  dritte  Autgabe  eioea 
grössern  Zusatz  über  den  Nonius  oder  Vernier  erhalten.  Sonst  ist 
Zahl  uod  Ordnung  der  Paragraphen  ganz  ungeändert  geblieben, 
so  das«  diese  neue  Ausgabe  neben  den  frühem  ohne  die  geringste 
Störung  des  Unterrichts  gebraucht  werden  kann. 

Course  of  Mathematics  for  Colleges.  By  Charles  Davies,  late 
Professor  in  Military  Acaderoy.  7  vols.  8.  Hartford,  (ün it.  States). 

Course  of  Mathematics  for  Colleges,  etc.  By  Jer.  Day,  D.  D. 
Pres,  of  Yole  College.   2  vols.   8.    New  Häven.  (Unit.  States). 

The  Cambridge  Course  of  Mathematics.  By  Professor  Farrar 
of  Harvard  College.  2  vols.   8.   Cambridge.   (New  England). 

■ 

Course  of  Pure  Mathematics  for  Colleges  etc.  viz.  Geometry. 
7  sli»  Algebra  7  sb.  Trigonometrv.2  vols.  9  sh.  Curves,  Motions, 
etc.  8  sb.  Sound,  12  sh.  By  Benjamin  Pieree,  A.  M.,  Professor, 
Harvard  (Jniversity.    8  vols.   8.  Boston. 

Farrar,  Calcules,  7  sb.  6  d.;  Algebra,  7  sh.  6  d.  Astronomy, 
16  sb.  Natural  Philosoph?,  14  sh.,  Geometry«  10  sh.  6  d.  Topo- 
graphy  7  sh.  6  d.  Trigonometry,  6  sh.  Cambridge.  (New  England). 

Kncyctopädie  oder  allgemeine  dWissenschaftskunde  der  ooffe- 
wandten  Mathematik  im  bürgerlichen  Leben,  von  M.  Woelfer.  2.  Bd. 
prakt.  Anweisung  zur  Physik,  Mechanik  und  Maschinenkunde,  oder 
Grundsätze  der  Physik,  Mechanik,  Statik,  Nuscliinenbaukunst, 
Rohr-  und  Wasserleitung,  des  Planzeichnens  und  Nivellireos.  8. 
Mit  28  lilhogr.  Abbildungen.    Quedlinburg  1843.    1  Thlr.  12  ggr. 


Arithmetik. 


Proportions-  Laera.    8.    Sk am.  1841. 

Lehrbuch  der  höheren  Arithmetik  und  Algebra,  entli.  nebst  den 
wichtigsten  Lebren  der  höheren  Analysis  nach  GräftVs,  Budnn'a, 
Sturm's,  Fouriers,  Horner'»  und  Stern's  Auflösungen  numerischer 
Gleichungen.  Entworfen  von  D.  J.  Phil.  Kulik,  ord.  Prof.  der 
höh.  Math,  an  der  Prag.  Univ.  u.  s.  w.  L  Band.  Algehra.  2.  durch- 
aus umgeorb,  Aufl.   Prag.  1843.    gr.  8.    1  Thlr.  16  ggr. 

Maximilian  Marie  Discours  sur  la  nature  des  grandeurs  nega- 
tives et  imaginaires,  et  Interpretation  des  solutions  imaginaires  en 
geometrie,  Paris.  1843.   8.    3  fr. 

A  Treatise  on  Algebra:  comprising  the  Developement  and 
Application  of  tbo  receatly  discovered  Theorem  of  Sturm,  etc 
By  G.  R.  Perkins,  A.  M.   8.   Uiica,  (Unit.  States)  1842.    12  t. 


Digitized  by  Google 


195 

■  Elementar*  Algebraw   By  Warreu  Celbuen.    8.    Boston.   C  ab. 

Elementar»  Lärobok  i  Algebra  af  E.  G.  Björliag.  Pb.  Mag. 
Median.  Dur.  will  Upsnln  Akad.  Karra  Oden  innefeltnnde  lärun 
•m  Ii  a  oeJi  2:  a  ar.  aeauattener.  Fjerde  Upplagaa.    Ipsala.  1843. 


;b  X:  l  gr. 
8.    neu  1  |>l.  6.  1  Kdr.  40  sk. 

■ 

Algebra  foer  Begynnnre  af  C.  A.  Forsseil,  Math.  Lector  i 
Geöe.   8.   Geile.  1842.   1  Rdr.  24  ek. 

i  r 

B.  Lobatto,  (Doeteur  an  Sciences,  Chevalier  de  l'Odre  du  Lion 
'Neerlandais,  Carrespond.  da  »'Institut  Royal  des  Pnys-Bas,  etc.) 
ilacbercbes  aar  Ja  distioction  des  racines  reelles  et  imagionires 
dans  les  equations  numeriques,  pre'c&Jees  d'une  nouvelle  deinou- 
stration  du  theoreme  de  M.  Sturm.  4.  ä  Amsterdam  et  la  Heye. 
1843.    f.  I,  25. 

M.  6hm  t  tbe  spirit  af  mataemetical  uoalyeis,  and  ata  relation 
ta  a  logtcal  System.    Translated  Crom  tbe  geraten  by  A-  J.  BlUm. 

8.    f*ondon.  1843.    4  sb. 

♦ 

Sprciroen  analyticum,  tbearematn  quaedam  nava  da  integral  i- 
hu  s  defiaitie,  summetienp  s  er  i  er  um  earumque  in  alias  serias  Irans- 
formal  ione  exhiben«.  P.  1 — VIII.  P.  P.  CaraJus  Johannes  Malmsten 
Math,  infer.  Docens;  Respp.  Tbure  Augustus  Almgren,  Ericas  Se« 
lander,  Jobannes  Magnus  Alfred  Grenander,  Georg.  Enbard.  Oss- 
b«br,  Claad.  Alb.  Liodkageo,  Otto  Vilhelsjuts  Lewka,  Ernestus 
Lerjer  et  Anders  Liedern  to.   Upaaliae.  4. 

Sammlung  von  Farmein,  Lehrsätzen  und  Aufgaben 
aus  der  Buchstabenrechnung  und  Algebra,  von  Franz 
Motb,  k.  k.  ordentl.  offen  t).  Prof,  der  Mathem.  am  Ly- 
ceum  in  Lins,  1.  Abtbeilung.  Linz.  1843.  8.   I  Thlr.  4g^r. 

Duss  diese  Sammlung  auch  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  von 
Sätzen  und  Aufgaben  aus  der  Theorie  der  Zahlen,  namentlich  aus 
der  Lehre  vou  der  Congruenz  der  Zahlen  enthält,  wird  ihr  vor 
manchen  andern  ähnlichen  Sammlungen  zur  Empfehlung  dienen, 
indem  auch  die  übrigen  Aufgaben  zweckmässig  gewäbit  und  gut 
geordnet  scheinen. 

Saigey,  Probleme*  d'arithmltique  et  exercises  de  calcul.  5. 
Titian.    18.   Paris.  1fr. 


Geometrie. 


Geometrie.  Neunter  Curaus.  CoordinateaJafcre.  Vom 
Professor  Dr.  G.  Paucker.    Mitau.  1842.  8. 

Diese  Darstellung  der  analytischen  Theorie  der  geraden  Linie 

19* 


In  der  Ebene  und  des  Kreises  enthält  manches  Eigentümlich«, 

auch  eine  ziemlich  grosse  Ansah!  numerischer  Aufgaben,  nnd  ver- 
dient  duher  recht  sehr  auch  in  einem  weitem  Kreise  beachtet  zu 
werden.  Eine  recht  zweckmässige,  wenn  auch  nur  kleine,  ms 
drei  Theilen:  Constructionen  des  ersten  Grades,  Constructionen 
des  zweiten  Grades,  Aufgaben  zur  Cebung  im  Gebrauch  der  Coor- 
dinaten  —  bestehende  Sammlung  von  Ueb  ungsuufgaben  ist  beige- 
fügt. Besonders  angesprochen  hat  uns  der  dritte  Theil  dieser 
kleinen  Sammlung,  da  der  Gebrauch  der  Coordinaten  nicht  nur  für 
die  gesummte  neuere  theoretische  Mathematik,  sondern  auch  für 
deren  Anwendung  in  der  Praxis,  s.  B.  in  der  Geodäsie,  so  überaus 
wichtig  ist.  Wir  empfehlen  daher  diese  kleine  Schrift  auch  in  der 
letztern  Beziehung.  Vergl.  Literarischer  Bericht  Nr.  X  8.  154 
und  Nr.  XII.  S.  180. 

Lehrbuch  der  Planimetrie  für  Schulen  von  Dr.  G.  W. 
v.  Langsdorfs   Mannheim.  1843.   8.   8  ggr. 

Ausser  den  gewöhnlichen  Sätzen  der  ebenen  Geometrie  enthält 
dieses  kleine  Buch  auch  W>  üebungsaufgabeo  ohne  deren  Ao6«i- 
sungen. 

Grund  riss  der  Elementar- Geometrie,  für  Anfänger  nnd  Freunde 
dieser  Wissenschaft,  bearbeitet  von  R.  F.  Hennig,  Professor  der 
Mathematik  zu  Schweinfurt.  2.  verm.  Aufl.  Mit  12  Tafeln.  8. 
Schweinfurt.  1843.  21  ggr. 

Sadebeek,  Dr.  Moritz,  ord.  Lehrer  am  Magdalenäum  in  Bres- 
lau, Elemente  der  ebenen  Geometrie.  Leitfaden  für  den  Unterricht 
an  Gymnasien  und  höhern  Kürgerschulen.  Mit  3  Figurentafeln. 
2.  verb.  Aufl.   8.   Breslau.  1843.   10  ggr. 

De  Sex  Förste  jemte  Elfte  oeh  Tolfte  Böckerna  af  Enclidis 
Elementa  eller  Grundeliga  Inledning  tili  Geometrien,  tili  Swenskn 

Ungdnmens  tjenst  utgifne  nf  Marten  Stromer,  für  detta  Astrono- 
mine Professor  i  Upsala,  samt  Ledamot  af  Knogl.  Wetensk.  Acad.  i 
Stockholm  och  Societ.  R.  Lit.  et  Scient.  i  Upsala.   Sjunde  tlppla- 

gan.    örebro.  1842.   8.   h.  1  Rdr.  32  sk. 

Adhlmar,  J.,  Tratte*  de  Geometrie.  Livr.  1.    Paris.  1843.  8. 

Darstellende  Geometrie  von  J.  M.  Ziegler.  Mit  3  Fi» 
gurentafeln  in  Folio.  Winterthur.  1843.  4.  7Thlr.  12  ggr. 

Wir  glauben  dieses  Werk  der  Aufmerksamkeit  der  Freunde 
der  descriptiven  Geometrie  empfehlen  zu  dürfen.  Am  meisten  folgt 
der  Verf.  der  Geometrie  descriptive  von  Olivier,  welche  dessen  Re- 
petitor zum  Behuf  der  Centralscbule  für  Künste  und  Manufacturen 
in  Paris  als  Manuscript  drucken  liess,  und  benutzt  zugleich  die 
Eründungen  der  neuern  Geom&rie. 

Leroy,  C.  F.  A„  Traite*  de  Geometrie  descriptive,  4.  avec  Atlas, 
2.  Edit    1842.   20  fr. 

Analytieal  Geometry,   from  the  French  of  Äior.    By  Prof. 
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Smith  of  Virginia  Military  Institution.  I.  New.  York.  1841. 
10  .1».  6  d. 


Geometrie. 


Burgbeiro,  Dr.,  Baumeister  und  Dirigent  der  Bau -Gewerbe- 
Schule  zu  Minden,  die  Geometrie  in  ihrer  Anwendung  auf  das  Ge- 
werbe der  Bauhandwerker,  fdr  Bau-,  Gewerbe-  und  Sonntags- 
Schulen,  so  wie  auch  zum  Selbstunterricht,  namentlich  für  diejeni- 
gen Bauhandwerker,  welche  sich  nur  Meisterprüfung  vorbereiten 
wollen.  2.  verm.  und  verb.  Aufl.  gr,  8.  Nebet  15  Tafeln  mit 
365  Fig.  (in  4.)  Minden.  1843.   Geh.  1  Tblr. 

■ 

Cours  Methodique  de  dessin  Unfaire  et  de  Geometrie  usuelle, 
|iar  M.  Lamotte.  2.  partie.  Cours  supeYieurs.  In  8.  —  Atlas  in  4. 
en  15  pl.   Paris.  1843.   6  fr. 

P.  Caen:  Pami  des  arU  on  Part  du  trait,  contenant  la  glomi- 
trie.   Nanci.  1843.   12.  mit  12  Taf.   6  fr. 

Courae  of  Practical  Geometry  for  Mechanics,  es  Introductury 
to  every  Brauch  of  Matbematical  Drawing;  by  W.  Pease  late  of 
the. Royal  Laboratory  Department,  Woolwicb.  18.  London.  1843. 
1  sb.  6  d. 

Grundriss  der  Geodäsie  für  den  Unterricht  und  zur 
Selbstbeleb rung.  Von  Dr.  G.  W.  v.  Langsdorff,  Prof.  an 
der  Grossb.  höheren  Burgerschule  zu  Mannheim.  Mann- 
heim. 1843.  8. 

Dieses  kleine  Buch  enthält  die  wichtigsten  Aufgaben  der  nie. 
dem  Geodäsie  auf  dem  geringen  Baume  voo  143  Seiteu  in  deutlicher 
Darstellung,  und  kann  uei'm  Unterrichte  auf  höheren  Bürgerschulen 
und  ähnlichen  Lehranstalten  in  den  Händen  eines  guten,  auch  im 
Aufnehmen  schon  praktisch  geübten  Lehrers  gute  Dienste  leisten, 
möchte  sich  aber  zur  Selbstbelebrung  weniger  eignen.  Nach  einer 
Einleitung  über  den  Begriff  der  Geodäsie,  den  verjüngten  Ma;issstab 
u.  dergl.  lehrt  der  Vert.  zuerst  die  Einrichtung  und  den  Gebrauch 
der  Instrumente  im  Allgemein  en  kennen,  sowohl  bei  Horizontal-, 
als  auch  bei  Vertikalmessungcu,  und  trägt  dann  die  Kcctilication, 
Aufstellung  und  genauere  Einrichtung  der  Instrumente,  und  die 
Correctionen  der  Resultate  der  Beobachtungen,  nämlich  Correctio- 
nen  wegen  physischer  Einflüsse,  wie  z.  B.  den  Kinflnss  der  Tempe- 
ratur, der  Verschiedenheit  der  Schwere,  der  Capillarität,  der  Strah- 
lenbrechung, der  Verschiedenheit  der  Declination  der  Magnetnadel; 
und  die  Correctionen  wegen  der  Fehler  der  Instrumente  und  der 
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Beobachtungen ,  wie  z.  B.  die  Fehler  bet'm  Messen  der  geraden 
Linien  uud  der  Winkel,  die  Lehre  von  den  Fehlern  der  Dreiecke, 
erst  in  den  beiden  letzten  Abschnitten  seines  Werkchens  vor,  Alles 
übrigens  nur  ganz  in  der  Kürze  und  in  deo  allgemeinsten  Um- 
rissen, jedenfalls  zur  Krläuterung  durch  den  mündlichen  Vortrag 
des  Lehrers  bestimmt  Dass  eine,  solche  Trennung  der  allgemei- 
nen Lebren  von  den  feinern  Theorieen  bei'in  Unterrichte  erster 
Anfänger  in  methodischer  Rücksicht  ihre  Vortheile  haben  mag, 
räumen  wir  gern  cta,  können  ober  dieselbe  von  dem  rein  wissen- 
schaftlichen Standpunkte  aus,  nicht  gut  beissen,  indem  wir  der 
Meinung  sind,  dass  auch  die  Geodäsie  einer  streng  wissenschaft- 
lichen und  systematischen  Darstellung  nicht  bloss  fähig,  sondern 
auch  bedürftig  Bei,  wenn  der  durch  mathematische  Studien  hin- 
reichend vorbereitete  und  überhaupt  scheu  weiter  vorgerückte  Schü- 
ler eine  völlig  klare  Hinsicht  in  die  Natur  und  den  Zweck  Aller 
geodätischen  Operationen  erlangen  und  dergleichen  Arbeiten  von 
grösserem  Umfange  auf  zweckmässige  Weise  selbst  auszuführen  in 
den  Stand  gesetzt  Werden  soll.  Dass  das  Handwerksmässige  immer 
mehr  und  mehr  auch  aus  diesem  Theile  der  praktischen  Mathema- 
tik entfernt  werde  —  welches  hier  übrigens  ganz  ohne  alle  Be- 
Ziehung  auf  das  vorliegende  Werkchen  gesagt  wird  —  thut  gewiss 
.  im  böcbsteu  Grade  Noth,  wenn  wahrhalt  tüchtige  Geodäten  gebil- 
det werden  sollen.  Mancher  Feldmesser  quält  sich  lange  Zeit  ab, 
wenn  er  eine  gewöhnliche  Libelle  eines  Theodoliten  berichtigen 
soll,  weil  er  die  strenge  allgemeine  Thorie  dieses  Instruments  nicht 
kennt,  und  ähnliche  Fälle,  wo  ohne  eine  strenge  Theorie  gar 
nicht  auszukommen  ist,  würden  sich  noch  in  grosser  Anzahl  an- 
führen lassen.  Alle  diese  Bemerkungen  wollen  wir  aber,  wie  ge- 
sagt, auf  das  vorliegende  kleine  Werkeben  gar  nicht  angewandt 
wissen,  indem  im  (»egentlieil  in  demselben  vielmehr  olle  wesentliche 
Punkte  der  Theorie  hervorgehoben  oder  wenigstens  angedeutet 
nnd  der  weitern  Ausführung  durch  den  Vortrag  des  Lehrers  an* 
heim  gestellt  worden  sind. 

Gallet:  barcine  trignnoui&rique  ou  l'arpeatage  rendu  facUe? 
Montpellier.  184a.    12.   5  Fr. 

4 

Regnanlt,  M.,  TraUe"  de  Geometrie  prattque,  comprenant  les 
Operations  «rruphiques  et  de  nombreuses  applicutious  aux  travaux 
de  Part  et  de  coustniction,  8.  avec  II  gr.  PI.    Paris,  1842.   *  fr. 


V.  Croizet:  gfad^sie  gekernt*  et  tnetnodtque  eouside>ee  sous  I« 
rupport  de  la  mesure  et  des  divisions  des  terres.   2.  Altt.  Per 
roone.  1813.    8.  mit  «I  Taf. 


Gummere.  —  Treatise  on  Survcying.    8.    Philadelphia.  12  sh. 

Böktaaon,  neues  Nivellir- Instrument  zunächst  für  Wiesen  Dauer, 
dann  auch,  unter  angegebenen  Verbesserungen,  für  Geometer,  Bau 
kondokteure  u.  «.  w.    8.    Münster.  1843.    Geb,  10  ggr. 
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Trigonometrie. 


Grieser,  F.  J.,  Lei. r er  der  Mathematik  a»  Gymnasium  in  Mainz, 
G>uuuzöge  der  ebenen  und  sphärischen  Triegonometrie.  gr.  12. 
Mainz.  1843.   Geh  14  ggr 

Rate»  in  plane  aud  spherical  trigooometry :  wUa  auaerous 
examples  and  probleme.  Jfy  U.  W.  Jeans,  royal  unval  College; 
formcrly  mathemat.  Master  in  the  r.  military  academy,  Woolwicb. 
Londoa.  1843.   (3  ah.  ö  dw). 

Mements  of  Trigonometry.  By  Professor  Hacklev.  ,8.  New 
York.  1839.    9  sh. 

> 

i 

T.  Richard,  Table  des  sious,  cosinus,  tangeotes  et  cotangen- 
tes  naturels,  de  uinute  e»  miaute,  le  rayoo  du  cercie  etant 
IU0OOU00.    Paris.  1843.  8. 


  >  t 


Mechanik. 


.  < 


Ausführliches  Elemen tarlehrbach  der  Mechaaik  in 
ihrer  Anwendung  auf  die  Physik,  Künste  und  Gewerbe. 
Von  G.  Breesen.  Deutsch  herausgegeben  van  Dr.  €.  H. 
Scbnuse.  In  vier  Bänden»  Erster  Band.  Mechanik  fester 
Körper.  Mit  18  Figuren tafel n  in  Folio.  Darmstadt.  1843. 
8.   4  Thk. 

Wasu  die  jetzt  so  oft  vorkommenden  Uebertragungen  auslän- 
discher Werke  in's  Deutsche  unserer  Literatur  eigentlich  nützen 
sollen,  können  wir  nicht  recht  begreifen,  und  wundern  ans  häutig, 
d.« ss  dieselben  einen  Verleger  finden,  oft,  wie  auch  das  vorliegende 
Werk,  sehr  elegant  ausgestattet  werden,  indem  im  Gegentheil  nicht 
selten  sehr  verdienstvolle  Originalwerke  lange  Zeit  uogedruckt 
bleiben  müssen,  weil  sich  kein  Verleger  mit  denselben  befassen 
will,  und  sich  meistens  mit  einem  sehr  kümmerlichen  Druck  be- 
gnügen müssen.  Wir  sollten  denken,  dass  Deutschland  gegen  war- 
tig  auf  eignen  Füssen  stehende  Schriftsteller  im  mathematischen 
Fache  genug  besässe,  und  Cebersetzungen  aus  fremden  Sprachen, 
namentlich  aus  dem  Französischen,  dessen  Kenntnis«  so  allgemein 
verbreitet  ist,  nur  in  ganz  speciellen  Fällen  bedfirfen  möchte. 


Renwick,  Treati.e  on  Meclianics.  8.  New  York.  1832. 
19  sh. 
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Praktische  Mechanik. 


Allgemeine  Maschine -ttncvclopädie  herausgegeben  von  J.  A. 
Hülsse.  Atlas  11.  (2.  Bdi.  5.)  Lief.,  <Taf.  115-119.  124.  134—137. 
enthaltend)  qu.  *  gr.  Fol.    Leipzig.  1843.    lf  Thlr. 

LNmvrier-mecanicien.  Guide  de  mecanique  pratique ,  par  Cb. 
Armengaud  jeuoe.   2.  Edition.    In  12.    Paris.  1843.   4  fr. 

Tie  American  Mecbaoic.  By  Charles  Quill.  12.  Philadelphia. 
1838.   4  sli. 

Renwick,  Application  of  tbe  Science  of  Mechanici  to  Practica! 
Purposes.    18.    Philadelphia.  1842.   4  sb. 


A  Deacriptive  and  Historical  Account  of  Hydraotie  and 
Maciiioes  for  Kaising  water;  Ancient  and  Modern;  with  Observa- 
tions  on  various  Subjects  connected  with  tbe  Mecbanic  Arts,  ioclu* 
ding  tbe  Progressive  Development  of  tbe  Steam  -  fcngine  etc.  By 
Th.  Ewbank.  With  nearly  300  Engraviugs,  royal  8.  New  York. 
1842.    18  sh. 

Tbe  Steam- Kngine,x  its  Origin  and  Gradnal  Intprovement  front 
tbe  liste  of  Uero  to  tbe  preaent  day,  as  «dupted  to  Manufactures, 
Locomotion,  and  Navigation.  Illustrated  with  48  Plates  in  fall  detail, 
nomerous  Woodcuts,  elc.  By  Paul  R.  Hodge.  C.  K.  1.  vol.  fulio 
of  Plates,  and  letter-press  8.    New  York.  1841.    3  L.  10  sh. 

■■  . 

Treatisc  on  tbe  Steam- Engine.  By  James  Renwick,  L.  L.  D. 
Professor  in  Col.  College.    8.    New  York.  1832.    12  sh. 

Lobmeyer,  W.,  königl.  Hano.  Hydrotekt,  Theorie  der  Kreisge- 
wölbe.  (Nacb  Petit  bearbeitet).  (Besonders  abgedruckt  aus  Crelle's 
Journal  für  die  Baukunst  Bd.  18.)  Mit  1  Pigurentafel.  gr.  4. 
Berlin.  1843.    12  ggr. 


Optik. 


Beriebt  über  die  Ergebnisse  einiger  dioptrischer 
ü otersuebungen.  Vom  Prof.  Joseph  Petzval.  Peath. 
1843.   8.    15  g?r. 

Bei  seinen  im  Jalire  1S40  begonnenen,  zuerst  von  Herrn  Pro- 
fessor von  Ettingsbausen  veranlassten,  die  weitere  Ausbildung 
der  Theorie  der  "Oioptrik  und  die  Berechnung  von  Tafeln  be- 
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zweckenden  Untersuchungen,  aus  denen  zuerst  das  unter  dem  Na- 
men des  Voigtländer'schen  Apparate«  bekannte  Objectiy  hervorging-, 
ward  der  Herr  Verf.  auf  das  Wesentlichsie  und  Wirksamste  durch 
die  Theilnahme  unterstützt ,  welche  Seine  k.  k.  Hoheit  der  Herr 
Krzherzog  Ludwig  diesen  Untersuchungen  schenkte,  und  insbe- 
sondere dadurch  anf  die  thätigate  Weise  an  den  Tag  legte,  dass 
er,  als  k.  k.  General- Artillerie -Dircctor,  dem  Herrn  Verf.  zwei 
durch  mathematische  Kenntnisse  ausgezeichnete  Oberfeuerwerker, 
die  Herren  Lösch  ner  und  Huin,  nebst  tfcht  im  Reebnen  geübten 
Bombardieren  zur  Disposition  stellte,  um  ihm  bei  seinen  Unten 
Buchungen,  vorzüglich  auch  bei  der  Berechnung  der  Tafeln  hehülf- 
lieh  zu  sein,  welches  jedenfalls  einen  neuen  im  höchsten  ürnde 
erfreulichen,  jeden  Freund  der  Muthemotik  und  der  Wissenschaften 
überhaupt  wahrhaft  erwärmenden  Beweis  von  der  kräftigen  Unter» 
stütinog,  welche  von  je  her  die  exaeten  Wissenschaften  in  dem 
österreichischen  Kniserstnate  gefunden  haben,  und  von  der  Tlieil- 
iiuhme.  die  denselben  dort  hantig  von  den  höchsten  Personen  ge- 
schenkt worden  ist,  und  fortwährend  geschenkt  wird,  zugleich  aber 
auch  einen  neuen  Beweis  von  der  längst  bekannten  ausgezeichne- 
ten wissenschaftlichen  Bildung  des  k.  k.  Artillerie- Corps  liefert, 
die  unter  dessen  gegenwärtigem  hohen  Chef  immer  mehr  erhöhet 
worden  ist  Dem  Herrn  Erzherzog  Ludwig  über  den  Fortgang 
dieser  diontriseben  Untersungen  einen  erstes  Bericht  zu  erstatten, 
ist  der  nächste  Zweck  der  vorliegenden  Schrift,  anf  die  wir  die 
Freunde  der  optischen  Wissenschatten  aufmerksam  zu  machen  nicht 
verfehlen,  indem  wir  zugleich  bemerken,  dass  diesem  ersten  Be- 
richte noch  andere  von  ähnlicher  Tendenz  folgen  sollen. 

In  dem  vorliegenden  ersten  Berichte  giebt  der  Herr  Verf.  zu- 
vörderst Nachricht  übet  den  theoretischen  Theil  seiner  Arbeit. 
Auf  S.  9  maeht  er  uns  mit  der  Aufgabe  bekannt,  von  welcher  er 
bei  allen  seinen  Untersuchungen  ausgegangen  ist.  Wenn  näm- 
lich ein  beliebiges  System  brechender  oder  auch  reflec- 
firender  Rotationsflächen  mit  gemeinschaftlicher  Rota- 
tions-Axe,  die  man  als  Aze  der  *  annehmen  kann,  gege- 
ben ist;  ein  Strahl  von  beliebiger  Richtung  in  einen  be- 
liebigen Punkt  der  ersten  dieser  Flächen  einfällt;  an 
dieser  und  sodann  an  allen  übrigen  Flächen  gebrochen 
oder  reflectirt  wird;  und  endlich,  nachdem  er  die  letzte 
verlassen,  eine  gewisse  an  derselben  Axe  gedachte  Ro- 
tationsfläche in  einem  gewissen  Punkte  schneidet;  so 
«oll  man  die  Coordinuten  (£,  r/),  ferner  die  Winkel  (*, 
A),  welche  dieser  gebrochene  Strahl  mit  den  drei  Coor- 
dinaten-Axen  einschliesst,  als  Functionen  ähnlicher, 
den  Rinfallspnnkt  in  die  erste  Fläche,  und  die  Richtung 
des  einfallenden  Strahls  bestimmender  Grössen  (-»,§/ 
und  a,  8)  angeben.  Hierauf  entwickelt  der  Herr  Verf.  die 
Grössen  £,  iy  und  «r,  b  in  nach  den  Potenzen  und  Producten  von 


sind,  fortschreitende  Reihen,  und  unterscheidet  dann  Bilder 


der  mten  Ordnung  eines  Strahlen  aussendenden  Punktes  ein  Bild 
dieses  Punktes  auf  der  leisten  Rotationsfläche  versteht,  in  welchem 
sich  die  Coordinaten  von  £,  tj  für  alle  diesem  Bilde  entsprechende 
von  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  ausgebende  Strahlen  nur  um 
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Grossen  von  einander  unterscheiden,  die  in  Bezug  auf  die  Grössen 

x,  y,  o,  ß  von  der  «stea  Ordnung  sind,  wobei  leicht  aus  der  Na- 
lur  der  Grundformelu  erhellet ,  dass  m  nur  eine  uogerade  Zahl 
■ein  kann..  Diese  bestimmte  Unterscheidung  von.  Bildern  der 
3ten,  5tea,  7ten,  9teu  u.  s.  w.  Ordnung  »ckeint  uns  sehr  wesent- 
lich su  nein,  weil  dadurch  die  Dioptrik  gewissermasscn  aus  densel- 
ben Gesichtspunkte  behundelt  und  auf  denselben  Stundpunkt  ge- 
stellt wird,  welchen  in  der  Geometrie  die  Lehre  von  den  Berührun- 
gen schon  längst  mit  so  grossem  Vortheil  für  ihre  vollständige 
Ausbildung  eingenommen  hat,  und  wir  glauben,  dass  ein  strenges 
Festhalten  dieses  Standpunktes  zur  Förderung  der  Wissenschaft 
beitragen  wird.  Auf  S.  18.  und  8.  2$.  bebt  der  Herr  Verf.  swei 
von  ihm  gefundene  Theoreme  heraus,  deren  zweites  folgender- 
müssen  lautet:  der  reciproke  Werth  des  Krümmungshalb- 
messers den  geometrischen  Orts  eines  Bildes  am  Scheitel 
ist  gleich  der  Summe  der  Produete  aus  den  recipreken 
Werthen  der  Brennweiten  in  die  recipreken  Wertbe  der 
Brechungsverbäl  tnisse  der  einseinen  Bestand!  iusen; 
und  geht  dann  nach  verschiedenen  andern  allgemeinern  Bemer- 
kungen zur  Berechnung  der  Correctiouen  der  erhaltenen  Bilder 
über. 

Wir  sind  der  Meinung»  dass  die  dioptrischen  Untersuchungen, 
von  denen  der  vorliegende,  im  Vorhergehenden  wegen  der  Be- 
schränktheit des  Raumes  nur  in  gaas  allgemeinen  Umrissen  skis- 
sirte  Bericht  Nachricht  giebt,  auf  sehr  verständige  Weise  angelegt 
sind,  bekennen  gern,  dass  wir  diesen  Bericht  mit  luteresse  und 
eigner  Belehrung  gelesen  haben,  und  sehen  den  verbeisseaen  fer- 
neren Berichten ,  welche  vorzüglich  den  durch  die  kräftige  Unter- 
stützung der  Regierung  des  Verfs.  so  sehr  geförderten  mehr  prak- 
tischen TbeU  der  Untersuchungen  betreffen  sollen,  mit  Verlangen 
entgegen. 

*  +         *  • 

Treatise  on  Optica.  By  Bartlett,  Professor  in  the  United 
States  Military  Academy.   8.   New  York.  1841.    10  sh.  6  d. 

»<■•••  • 


Astronomie. 


Biot,  Träte  äementaire  d'Astrenemie  pbysiqne,  Tom  1.  8. 
avec  Atlas  de  26  Planchen,   Paris.  1843. 

Dies  ist  der  erste  Theil  der  jetst  erscheinenden  neuen  Aus- 
gabe von  BioU  bekanntem  trefflichen  Tratte*  d' Astronomie  pbysique. 

P.  J.  Bandet,  (Maitre  de  Mathematique  au  Gyssnese  d'Utreeht): 
Apercu  du  Systeme  planet  »ire  avec  un  tubleau  synoptique  des  prin- 
cipales  particalarites  de  ce  Systeme.  De'die'  a  la  social  de  physt- 
que  de  la  viUe  d' Utrecht;  gr.  8.  a  Deveoter.  18-13.   C  10»  50. 

Grand  secret  de  l'exageratioa  des  caUuss  coperniciens  aar  le» 


• 
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grosseurs  des  «st res,  devoile*  pur  l'auteur  d«  l'Anti  - Coperutc. 
Huris.  1843.   8.   |  Fr. 

..t       :'  -i 
Bnidford,  Wonders  of  tbe  Heavens.    Witb  nu 
vings.    Royal  4.    Botton.    31  ib.  6  d. 


Burritt.  —  The  Geograpby  of  tbe  Heaveos,  witli  n  Celestial- 
Atlas,  (coloured)  1«.  edition.  18mo.  and  4t*  %  voll.  New  York. 
10  ib.  0  d. 


Aitronomy  for  Schools,  od  tbe  Basis  of  Arogo's  Lectores.  By 
A.  W.  rlaskins.  A.  M*   12.    New  York.  1841.   7  sb.  6  d. 

Ae  Elementary  Treatise  od  Astroooavy:  containing  a  Syste- 
matic  and  Comprehensive  Bxpoaition  of  the  Tbeory ,  and  tbe  more 
important  Practical  Problems.  With  Solar,  Luaar  and  otber  Astro* 
nomical  Table«.  Designed  as  a  Text* Book  for  Colleges,  etc.  By 
VY.  A.  Norton,  late  Professor  of  Ast.  University  ot  New  York. 
New  York.   8.   15  sh.   


Gümmer«.  —  Treatise  ob  Astrouomy.   8.  Philadelphia.    12  s. 

Headerton,  Treatise  on  Aatronomy;  displayiog  tbe  Arilbmetical 
Arcbitectnre  of  tbe  Solar  System,  etc.  2.  odtL,  enlarged,  and 
embellisbed  witb  numerous  en'gravings.    12.  London.  1843.   5}  sb. 

Astronomt  och  All  man  Physik,  Betraktademed  Hängeende  tili 

de  Bewis,  dessa  Wetenskaper  forete  pa  Guds  Allmagt,  Wishet  och 
Godhct,  af  William  Waewell:  Stockholm.  8.  Stockholm.  1842.  b. 
subskr.  1  Rdr.  12  sk.,  Köp.  1  Rdr.  40  sk. 

Beraettolse  om  ABtrouoroieus  Framsteg  foer  Aren  1837 — 1841. 
Af  N.  H.  Seiander.   Stockholm.  1842.   8.   40  sk. 

Oeuvres  de  Laplace.  Tome  I.,  traUe*  de  me'canique  Celeste.  I. 
Paris.  1843.  4. 

Tbe  Mecanique  Celeste  of  La  Place.  Translated,  with  a  Com- 
mentary,  bv  N.  Bowditcb,  L.  L.  D.   With  a  Memoir  of  tbe  Trans 
lator.    In  4  vols.  imper.  4.    Boston.    12  L.  12  sh. 

Solutions  of  the  Astronomical  and  otber  Problems  in  Jeans 
Rules  in  Plane  and  Spherical  Trigonometry;  designed  as  an  lotro- 
>n  to  Naatical  Aatronomy.    London.  1843.    3  sh.  6  d. 


De  longitudine  terrestre  e  stellis  «na  fere  cum  luna  culmtnunti- 
bus  determinnnda  d  isser  tat  io.  Praes.  Thomas  Olivecrona  Phil. 
Mag.;  Respp.  Gustavus  Samuel  Löwemhielm  et  Nicanor  Uammareo. 
P.  I.  II.   (jpsaltae.   4,   med.  1  lab. 

Navigation  and  Nautical  Aatronomy ,  for  tbe  ose  of  British 
Seamen.  By  the  Rev.  James  Inman,  D.  D.  4.  edition.  8.  London. 
1843.    10  sb. 


J.  C.  Böhme,  astronomische  Sternacheib«,  oder  allgemeine 
Himmelskarte,  bis  zum  40  Grad  südi.  Breite,  mit  beweglichem  Ho- 
rizonte und  Höbenquudranten.  8-f  Zoll  Durchmesser.  2  {(rosse 
kupfert.  und  1  Bg.  iu  gr.  4.,  Anweisung  zum  Zusammensetzen  und 

zum  Gebrauch.   Leipzig.  1843.    1  Thlr.  8  ggr. 

Mittlere  Oerter  von  12000  Fix -Sternen  für  den  Anfang  von 
1836,  abgeleitet  aus  den  Beobachtungen  auf  der  Hamburger  Stern- 
warte von  Carl  Blinker.   Hamburg.  1843.   qu.  4.  (3  Tbl.). 

Catalogue  de  514  Voiles  doublet  et  ssnltiples  decouvertes  aar 
rbemisplierc  Celeste  boreal  por  ]a  grande  lunette  de  l'observatoirc 
central  de  Poulkova.  et:  Catalogue  de  256  etoiles  doubles  prinet- 
pales  oü  la  distance  dea  conposantes  est  de  32  secondes  ä  2  sni- 
nutea  et  qui  se  trouvent  sur  rheinispbdre  horeal.  (par  W.  Struve). 
Par  l'academie  imperiale  des  scienecs.  Folio.  St.  Petersburg.  1843. 
1  Thlr. 

J.  C.  Böhme,  das  Rad  der  Zeit  mit  einer  drehbaren  Planiephäre 
von  8  Zoll  Durchmesser.  Immerwährender  Monats-,  Namens-  and 
Fest -Kalender,  mit  bildlicher  Darstellung  der  täglichen  Richtung 
der  Erde  gegen  die  Sonne.  11£  Zoll  in  Quadr.  2  grosse  Kupfert. 
und  1  Bg.  in  gr.  4.  Anweisung  zum  Zusammensetzen  und  zum 
Gebr.    Leipzig.  1843.    1  Thlr.  8  ggr. 

■ 

Horizontal  -  Sonnenuhr  für  die  wahre  und  mittlere  Zeit,  nach 
mathematischen  Gesetzen  verfertigt  von  J.  C.  Böhme.  11^  Zoll  rk. 
lang,  8{  Zoll  breit.  Auf  zwei  grossen  Kupfertafeln;  mit  deutlicher 
Anweisung  zum  Zusammensetzen  und  Benutzen  derselben.  Leipzig. 
1843.   1  Thlr.  * 

Zusammengesetzte,  halb  horizontale,  halb  verticale  Sonnenuhr 
für  die  wahre  und  mittlere  Zeit,  von  J.  C.  Böhme.  S\  Zoll  lang, 
3|  Zoll  hoch  Auf  4  Kupfertafeln.  Mit  Anweisung;  u.  s.  w.  Lein, 
zig.  1843.    1  Thlr.  8  ggr. 

o 

Beständig  Sjö -Kalender,  Inneballande  Knkla  och  Sakra  Metho- 
de r  och  Tabeller  för  Latitudens  och  Longitudens  Bestämmunde. 
uton  Tillhjelp  af  Naulikal-  Almanakan;  om  firuket  af  Kronometero 
och  Sjobarometern,  samten  Allmän  Tidwattens  Tabell,  af  J.  Griffiu, 

Navigation!- Lärare  i  London.    Fran  Andra  Engelska  Upplngao 

Oefwersatt  och  Tillökt  af  J.  J.  A.   12.  Götheborg.  1842.  32  sk. 

Observationes  astronomicae  in  specula  regia  Monacbiensi  insti- 
tutae  et  regio  jussu  publicis  impensis  editae  a  J.  Lamont  Vol.  VL 
■eu  novae  seriei  Vol.  I.  (Observationes  a.  1828,  1829  et  1830  factas 
cont.)  4maj.    Monacbii.  1841.   Geh.  1  Thlr.  6  ggr. 

■  1  "i 

—  id.  Vol.  VII.  seu  novae  aer.  Vol.  II.,  obaerv.  a.  1831  et 
1832  factas  cont.   4maj.   Ibid.  1842.   Geh.  1  Thlr.  6  ggr. 

r 

—  id.  X.  aeu  novae  aer.  Vol.  V.,  observ.  a.  1835,  1836  et 
1837  factas  cont.   4maj.   Ibid.  1842.   Geh.  1  Thlr.  6  ggr. 


Digitized  by  Google 


Vol.  VIII.  IX.  iiml  1854  und  1836  erschienen  und  kosten  eben- 
falls jeuer  1  Tblr.  6  ggr. 

Connaissance  des  Temps,  a  l'usage  des  Astronomen  et  des  Na* 

vigateurs,  pour  Päonie  1843.    8.    Paria.    $  fir.  nvoc  Addition* 

7  fr.  50  c. 


Physik. 


Ueber  da«  academiscbe  Stadium  der 
soglich  das  der  Chemie.  Ein  Beitrag  zu  zeirgemässen  Betrachtun- 
gen Uber  Veränderungen  im  academiscben  tute  nicht  (mit  Bezug- 
nahme auf  die  Schrift  dea  Prof.  Liebig:  Ueber  das  Studium  der 
Naturwiss.  und  über  den  Zustand  der  Chemie  in  Preussen.  Braun, 
schweig  1840)  von  F.  L.  Hünefeld.   Greifswald.  1843.  8. 

Melos,  J.  G.,  Naturlekre  für  Bürger-  und  Volksschulen  sowie 
die  untern  Klassen  der  Gymnasien.  6.  Aufl.  Durchgesehen  und  be- 
sonders in  Hinsicht  auf  die  physikalischen  und  astronomischen  Ele- 
mentarkenntnisse berichtigt  und  vermehrt  von  Dr.  E.  P.  August, 
Director  des  Real  -  Gymnasiums  io   Berlin.    8.    Leipzig.  1843. 


Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Physik  auf  Gym- 
nasien, Gewerbeschulen  und  höheren  Bürgerschulen  von 
Dr.  H.  A.  Brettner.  Achte  vermehrte  und  verbesserte 
Anflöge.    Breslau.  1842.   8.    18  ggr. 

Nach  der  Vorrede  hat  der  Verf.  die  neuern  Entdeckungen  in 
dieser  neuen  Auflage  überall  nachgetragen,  ohne  die  Zahl  und  Ord- 
nung der  Paragraphen  zu  ändern. 

Grundrias  der  mechanischen  Naturlehre.  Als  Leit- 
faden für  physikalische  Vortrage  un  Handelt-  und  Ge- 
werbschulen entworfen  von  Christian  Albert  Weinlig. 
Leipzig.  1843.    8.    10  ggr. 

Wir  glauben,  dass  dieses  deutliche  Lehrbuch,  welches  die  im 
praktischen  Lehen  wichtigsten  Sätze  der  Theorie  nnd  deren  An- 
wendungen, die  wichtigsten  kunstausdrücke  und  Formeln  in  klarer 
nnd  praciser,  daher  auch  die  mathematische  Form  nicht  mit  unnöthi- 
ger  Aengstüchkeit  ganz  vermeidender  Form  den  Schülern  der  auf 
den  Titel  genannten  Lehranstalten  in  die  Hände  zu  geben,  olles 
Andere  nur  anzudeuten  strebt,  seinem  Zwecke  recht  wohl  ent- 
spricht. Guter  Druck  und  die  sauber  ausgeführten  Holzschnitte 
dienen  demselben  ausserdem  zur  Empfehlung. 

Poutllet'4  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie,  für  deutsche 
,  Verhältnisse  frei  bearbeitet  von  J.  Müller.    In  2  Bänden  mit  gegen 
1000  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.    5.  und  6. 
rnng.  gr.  8.   Braunscbweig.  1843.    1  Tblr. 
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Marcet,  P.,  Prof.  an  der  Arademie  tu  Genf,  die  Kxperimental- 
Pkysik.  Zum  Selbstunterrichte  für  Gebildete  und  zum  Gebrauch  in 
Heul-  und  polytechnischen  Scholen.  Nach  der  3.  Aufl.  des  Franz. 
Übers,  ran  G.  Kissling.  Mit  6  Tafeln  Figuren.  2.  bis  4.  Lief, 
gr.  8.    Ludwins  bürg.  1843.    18  ggr. 

Les  phenomenes  de  la  nattire.    Publik  par  de  Maries.    2.  e'dit. 
,  Paris.  1843.   8.  mit  4  Abbildungen.   3  Fr. 

I^ettres  sur  la  physique,  par  A.  Bertrand.   2  vols.  in  8.  Paria. 
.    1843.   8  fr. 

Carpenter,  Meclianical  Philosophy,  Horology  and  Astronomy. 
London.  1843.  8.  9{  sh.  (Auch  unter  dem  Titel:  Populär  Cyclo- 
paedia  of  Natural  Science  vol.  2). 

Osann»  Dr.  G.  W.,  Königl.  Hajen  Bofratb  und  ord.  Prof.  der 
Physik  nad  allg.  Chemie  auf  der  IJitiv.  Würaburg,  neue  Beiträge 
zur  Chemie  und  Physik.  1.  Beitrag.  NU  gslvanok ausfischen  Ab- 
bildungen.   1.  Lief.   8.    Wörzburg.  1843.   Geh.  8  ggr. 

Populäre  Vorlesungen  über  naturwissenschaftliche  Gegenstände 
aus  den  Gebieten  der  Geologie,  Physik  und  Chemie,  im  Jahn  1842 
gehalten  vor  den  gebildeten  Bewohnern  von  Bonn,  von  G.  Bischof, 
gr.  8.   Bonn.  1843.   8  ggr. 

• 

Figurentafeln  zur  Physik,  nebst  ausführlicher  Erklärung  von 
Dr.  G.  Lauteschläger,  Grossherz.  Hess.  Hotrath  und  Lehrer  an  dem 
Gvoionsium  tu  Dannatadt.  6.  Hett.  Magnetismus  und  Electricität. 
Lex.  8.   Darmstadt.  1842.    12  ggr. 

«  tm 

Sammlung  physikalischer  Aufgäben  nebst  ihrer  Auf- 
suagw  Zum  Gebrauch  in  Schulen  und  beim  Selbstun- 
terricht.   Von  Friedrich  Kries.   Jena.  1843.  8. 

Diese  empfehlenswerthe  Sammlung  physikalischer  Aufhüben  be- 
trifft die  Bestimmung  des  specitischen  Gewichts,  die  Bewegung  der 
Körper,  den  Fall  der  Körper,  den  Stoss  der  Körper,  das  Gleich- 
gewicht fester  Körper,  das  Gleichgewicht  flüssiger  Körper,  die 
Verdichtung  und  Verdünnung  elastischer  Flüssigkeiten,  das  Gleich- 
gewicht  fester  und  flüssiger  Körper,  die  Archimedische  Aufgabe, 
die  Lehre  vom  Lichte,  die  Wärme,  Gegenstände  der  angewandten 
Naturlehre.  Aus  der  Lehre  von  der  tilectrieität  nnd  dem  Magne- 
tismus sind  gar  keine  Aufgaben  aufgenommen,  weil  die  Auflösung 
derselben  theils  auf  Versuchen  beruht,  die  gewönnlicherweiee  nicht 
in  den  Schulen  angestellt  werden,  theils  Kenntnisse  erfordert,  die 
bei  einem  Schüler  nicht  vorausgesetzt  werden  fcannen.  Zweck- 
mässig sind  die  Auflösungen  von  den  Aufgaben  getrennt.  Gewiaa 
wird  diese  Sammlung  den  Lehrern  4er  ftiysik  willkommen  sein, 
da  überhaupt  die  Anzahl  solcher  Sammlungen  physikalischer  Auf- 

gaben  noch  sehr  gering  ist.  Benutzt  bat  der  Verf.:  Nouveaux 
roblemes  de  Pbysique  etc.   Per  M.  K.  Bary.   Paris.  1838.  8. 

,        .i  i.  \  .  • 

Tratte*  de  In  chaleur  consid^ree  dans  ses  npplications;  par  E. 
P^clet.   2.  edit.  2  vol.  iu  4.   Paris.  1843.   66  Fr. 
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Dove,  H.  W„  Cntersudrangeu  im  Gebiete  der  Inductionselectri 
eitttt    Eine  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  tu  Berlin  gele* 
sene  Abhandlung.    Mit  Holzschnitten  und  einer  Kupfertafel.  gr.  4. 
Berlin.  1842.    1  Thlr.  4  ggr. 

Contributions  tu  Elecrrieitv  ond  Mncrnetism.  By  Professor  J. 
Henry.   4.   Philadelphia.  1831   6  sh. 

Hiildnt,  recherches  sur  la  puissance  motrice  et  l*intensite  des 
de  l'electricite*  dynamique.   Nanci.  1843.  8. 


Davis,  Manual  of  Magnetism,  Electricity,  tbe  Rlectrotvpe  etc. 
Witb  100  original  Illustration.    Boston.  1842. 

Nahl.  Alex.  Tbeod.,  meteorologische  und  naturhistorisrhe  Chro- 
nik des  Jahres  1842.    Boren  1—8  mit  den  Tabellen  J 
Februar,  gr.  8.  Oarmstadt.  1843.  Preis  dea  Gatzen  1  Tlilr.  12  ggr. 

M.  vergl.  Lit.  Ber.  Nr.  X.  8.  165. 


Howard,  seven  lectures  on  meteorology.    London.  1843.  Sd. 

ed.  4|  sh. 

Treatise  on  tbe  Law  of  Storms;  by  W.  C  Redfield.  8.  New 
York.  1842. 

On  tbe  Nnture  of  Thunder .  Storms,  nnd  on  tbe  ftleans  of  Pro- 
tecting  Buildings  und  Shipping  aguinst  the  Destrnctive  Effects  of 
Lightning;  »y  W.  Suow  Harris,  T.  B.  S.  8.  London.  1843. 
10  sb.  ö  d. 

Tbe  Pbilosophy  of  Storms;  by  James  P.  Bsny.  Witb  Map«, 
Kngravings,  etc.   8.   Boston.  1841.    16  sh. 


Notice  sur  les  tremblemens  de  terre;  des  tentativcs  faites  poor 
les  preVenir,  expose*  d'un  nouveau  mode  <le  constrnction  pour  go- 
rantir  la  Tie  des  homtnes  contre  leurs  desustrenx  effets:  per  Z. 
Nanci.  1843.  8. 

Photographic  Manipulation;  containing  simple  and  practical  De- 
tails of  tbe  most  improved  Processcs  of  Photogenic  Drawing,  tbe 
Daguerreotype  and  Calotype.  8.    London.  1843.    1  sb.  6  d. 


Vermischte  Schriften. 


Mlmoires  de  l'Acad^mie  imperiale  des  sciences  de 
Saint-PeUersbourg.  VI  se*rie  (sciences  matblmatiques, 
physiques  et  naturelles)  Tome  V.  on  Tome  III.  de  la 
1.  partie  (siences  matb.  et  physiques).   4.   St.  Pdters- 
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bourg.  0  Thlr.  18  ggr.  Inhalt:  Buoaiakowsky,  solotio* 
d'un  probleme  de  l'unalyse  de  Diopbente.  —  0.  Struve,  Besttm- 
mung-  der  Constanten  der  Präcessioo  mit  Berücksichtigung  der  eignen 
Bewegung  des  Sonnensystems. 

Deft  Kongeltge  danske  Videnskabernes  SeUkabt  Natorvideus- 
kabelige  otr  mathematiske  Afliondlinger.  9  Deel  med  19  Tarier.  4. 
Kopenhagen.  1842.   2  Tblr.  12  ggr. 

L'e  opere  di  Galileo  Galilei.  Prima  edizione  com- 
pletu  condotta  sugli  aateotici  manoscritti  palatini  et 
dedicata  u  S.  A.  J.  e  R.  Leopold«  II.,  Gran  Duca  di  Toi- 
cana.  Tomo  I.  Floren*.  1843.  8.  (Mit  4  Tafeln  ond  Bild- 
niss).   10|  L. 

Alt  Kedacteur  dieser  Ausgabe  wird  Kugenio  Alberi  genannt, 
der  von  Vine.  Antinori  und  in  mathematischer  Beziehung  von  Coe- 
lestino  Biancbi,  in  literarischer  Beziehung  von  Pietro  Bigazzi 
unterstützt  wurde.  Der  Inhalt  ist  nach  dem  Stoffe  in  folgend« 
6  KJassen  getheilt: 

I.  Delle  materie  astronomiche. 
II.  Delle  materie  meccaniche. 

III.  Delle  materie  varie  scientifiche. 

IV.  Delle  materie  letterarie. 

V.  Deila  corrispondenza  varia  scieotißca  in  quanto  non  siau  I  et  lere 
che  debbono  considerarsi  piuttotto  come  trattati  a  parte  di 
trattati,  le  ouali  avranno  luogo  nelle  Ire,  e  specialmente  nelle 
due  prime  classi. 

VI.  Deila  vita  e  dclle  opere  piü  propriamente  relative  alla  vita 

dell'  autore. 

Die  ganze  Ausgabe  ist  auf  12  Bände,  von  etwa  40  Bogen,  be- 
rechnet; diese  sollen  in  Zwischenräumen  von  3  bis  4  Monaten  er- 
scheinen, so  dass  bis  zur  Vollendung  etwa  4  Jahre  v« 
würden. 
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Literarischer  Bericht. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 


Guil.  Libri  Storio  delle  scienze  matematiche  in  Italia.  Vers, 
di  Loigi  Maaieri.  Puntata  1.  2.  (ä  1T**  L.)  Mailand.  1842.  8. 
(Das  Ganze  in  24  solchen  Punt,  die  4  Bände  bilden.) 


Schriften  über  Unterrichtsmethode. 


De  l'enseignement  des  mathematiques  dang  les  Colleges,  consi- 
dlre*  sous  le  donble  point  de  vue  des  prescriptions  regtementaires 
de  l'universite  et  des  principes  fondamentanx  da  la  acience,  par 
F.  C  Bnsset.   In-8.   Paris.  1843.  6  fr. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Lahrbach  der  Mathematik  ffir  die  obern  Classen  hö- 
herer Lehranstalten,  von  Johann  August  Grnnert.  Drit- 
ter Theil.  Ebene  und  sphärische  Trigonometrie.  Dritte 
Ter  mehrte  und  ver  besserte  Ausgabe.  Brandenburg.  1843. 8. 

Auch  die  dritte  Ausgabe  dieses  die  ebene  und  sphärische  Tri- 
gonometrie enthaltenden  dritten  Theils  meines  Lehrbuchs  der  Ma- 
thematik fiir  die  obern  Classen  höherer  Lehranstalten  ist  an  mehre- 
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ren  Stellen,  überhaupt  tiberall,  wo  es  Döring  schien,  verbessert 
worden ,  ohne  jedoch  eine  nur  einigermassen  erhebliche  Aendertmg 
seiner  ganzen  Anlage  erfahren  zu  haben,  so  dass  diese  dritte  Aas- 
gabe neben  den  früheren  ohne  irgend  .ein  Hindernis*  in  den  Lehr- 
anstalten, für  welche  das  Buch  bestimmt  ist,  gebraucht  werden  kann. 

G. 

Erster  Cursus  der  Planimetrie  für  Gymnasien,  Real-  und  Bür- 
gerschulen und  zum  Gebrauch  für  Hauslehrer  und  zum  Selbstunter- 
richt von  Dr.  August  Wiegand.  Mit  2  Kupfertafeln.  Halle.  1843. 
8.    8  ggr. 

De  Sin no  Carso  completo  di  matomatiche  pure.  Tomo  I.  Nea- 
pel. 1843.  8. 


Arithmetik. 


i 

A.  Steen,  Elementair- Arithmetik,  som  Inledning  til  den 
Mathematik.  8.  Kjoebenbavn.  1843.  20  fs. 

Bourdon  Klemens  d*algebre.   9e.  eVlit.   Paris.  18&J. 

Key  to  the  Treatise  on  Algebra  in  Chamber's  Educational  Course, 
containjng  Solutions  of  all  the  Exercises  in  that  Work.  By  A.  Bell, 
formerly  Matbematical  Master  in  Dollar  Institution.  8.  London. 
1843.   2  sb.  6  d. 

Algebraische  Cebungsaufgaben  nebst  Auflösungen,  von  J.  H. 
D.  T.  Brandt.    Hamburg.  1843.  8.    1  Thlr. 

Tafel  logistiseher  Logarithmen.  Zugabe  zu  den  Vega- Hülsse- 
schen und  anderen  Logarithmen -Tfefelu.  (Aus  Caltet's  „Tanles 
des  Logarithmes")  Nürnberg.  1843.   6  ggr. 

.  ,  .     •  .         ../»'.  . 

Chr.  Jürgensen,  Hoiere  Algebra  og  Differentsregning.  2.  Uder. 
Kjobenhavn.  1843.  8.  44  fs. 


-  C.  Ramus,  Cndersoegelse  af  Resten  nf  Lngranges  Raekke;  og 
om  en  Kgenskitb  ved  de  lineaer«  Djfereatialiigningtr  med  2  Va- 
riable. 4.  Kjoebenbavn;  1843.  1.  Cdg.  af  VidenskVSelsk.   32  fs. 

Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale  von  Dr. 
Oskar  Scblöeitlca.   Jena.  1843.  4. 

Diese  für  die  Theorie  der  bestimmtes  Integrale  jedeufalls  wich- 
tige Schrift,  welche  von  Keineav  der  sich  mit  eignen  Untersuchun- 
gen auf  diesem  noch  reiche  Ernten  versprechenden  Felde  der  höhern 
Mathematik  beschäftigt,  unbeachtet  gelassen  werden  darf,  besteht 
aus  vier  The* Jen,  deren  drei  erste  folgende  Uebecsc driften  fuhren: 
L  Die  Theoreme  von  Lagrange  and  Fourier.  II.  Anwendungen  der 
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Theorem«  von  Lagrange  und  Fourier.  III.  Ueber  verschiedene  be- 
stimmte Integrale,  deren  Werthe  durch  doppelte  Integrationen  ge- 
funden -werden.  Der  vierte  Theil  enthält  eine  Formelsammlung  und 
besteht  -wieder  aus  zwei  Tbeilen,  nämlich:  I.  Formeln,  welche  zu 
Reihensummirungcn  benutzt  werden  können,  II.  Die  Werthe  der 
wichtigsten  bestimmten  Integrale.  Zweck  und  Inhalt  der  einzelnen 
Abschnitte  sind  durch  diese  Deberscbriften  hinreichend  bezeichnet, 
und  ohne  uns  bei  einer  Schrift  von  so  reichem  Inhalt  hier  natürlich 
auf  das  Einzelne  einlassen  zu  können,  wollen  wir  nur  bemerken, 
dass  in  dem  ersten  Abschnitte  der  Herr  Verf.  insbesondere  beabsich- 
tigt, die  bekannten  schönen  Untersuchungen  Dirichlet's  über  die 
Convergenz  der  berühmten  Fourier'schen  Reiben,  welche  zuerst  in* 
Grell  ess  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathema- 
tik. B.  IV.  S.  157.  mitgetheilt  wurden,  und  auch  in  den  Supple- 
menten zum  mathematischen  Wörterbuche.  Abtb.  I.  8.  239. 
vollständig  entwickelt  worden  sind,  ohne  der  Strenge  Eintrag  zu 
thun,  auf  eine  viel  einfachere  Weise  darzustellen.  Der  zweite  Ab- 
schnitt ist  durch  die  in  demselben  gegebenen  Anwendungen  der 
Fourier'schen  Theoreme  sehr  lehrreich  und  ganz  geeignet,  die 
Wichtigkeit  dieser  Theoreme  in  ihrer  ganzen  Grösse  zu  zei- 
gen. Die  dritte  Abtheilung  enthält  zwar  die  Anwendung  eines  be- 
kannten Princips,  führt  aber  zu  manchen  neuen,  insbesondere  auch 
die  Gammafunctionen  betreffenden  Resultaten.  Üeberbaupt  lehrt  uns 
die  Schrift  den  Herrn  Verf.  von  Neuem  als  einen  mit  den  neuern 
Fortschritten  der  Aualysis  vollkommen  vertrauten  Mathematiker  ken- 
nen, und  verdient  denen,  welche  sich  mit  eigneta  Forschungen  in 
der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  beschäftigen,  wiederholt  an- 
gelegentlichst zu  sorgfältiger  Beachtung  empfohlen  zu  werden. 

Deber  eine  auch  hierher  gehörende  Schrift  des  Herrn  Prof. 
Verdam  zu  Leiden  vergl.  m.  Geometrie  am  Ende.  Eben  so 
vergl.  m.  über  des  Herrn  Prof.  G.  Winkler  Edler  von  Brücken- 
brand logaritbmisebe  und  trigonometrische  ^afeln  Praktische 
Geometrie  am  Anfange. 


Geometrie. 


E.  Ljonnet,  Elemens  de  geomltrie.  2.  «Mition.  Paris.  1843.  6  fr. 

Ellmens  de  geomltrie,  par  E.  Catalan,  rep&iteur  de  u6om4trie 
descriptive  ä  Pe'cole  polvtechnique.  Avec  planches.  In« 8.  Paris. 
1843.   5  fr.  50  c. 

Geometri,  i  Förening  med  Linearteckning,  för  Folk-L&rare- 
Seminarier  och  Folkscholor  af  C.  M.  Lagerliomn,  Phil.  Mag.  Stock-' 
holm.  1843.  8.,  med  7  pl.  h.   24  sk. 

Sammlung  von  Formeln  und  Gleichungen  aus-  der 
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Elementargeometrie  und  Trigonometrie.  Von  G.  A.  Jahn. 
Leipzig,  1843.  8.    1  Thlr.  12  ggr. 

Diese  eine  grosse  Anzahl  von  Formeln  aus  der  ebenen  Geome- 
trie, Stereometrie,  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  auch  aus 
der  trigonometrischen  Fehlerrecbnung,  und  aus  der  ebenen  Poly- 
gonometrie  enthallende,  zweckmässig  zusammengestellte,  gut  und, 
wie  es  scheipt,  auch  correct  gedruckte  Sammlung  wird  zugleich 
heim  Unterrichte  als  eine  Sammlung  von  Uebungsaufgaben  vort beil- 
haft gebraucht  werden  können.  Sehr  zweckmässig  würde  es  übri- 
gens nach  unserer  Meinung  gewesen  sein,  wenn  der  Herr  Verf.  in 
seine  Sammlung  auch  die  wichtigsten  Formeln  und  Gleichungen 
aus  der  analytischen  Theorie  der  geraden  Linie  in  der  Ebene  und 
im  Räume,  des  Kreises,  der  Ebene  und  der  Kugel  aufgenommen 
hätte,  da  man  diese  Formeln  auch  bei  solchen  Untersuchungen,  die 
eine  mehr  praktische  Tendenz  haben,  wie  z.B.  in  der  Optik  und 
Astronomie,  gegenwärtig  so  häutig  gebraucht,  wohl  nicht  minder 
hau  (ig  als  die  Formeln  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie. 
Jedenfalls  würde  er  dadurch  sein  Buch  überhaupt  auch  dem  neuern 
Zustande  der  Mathematik  mehr  genähert,  dessen  wissenschaftlichen 
Werth  erhöhet  und  ihm  die  Anwendung  in  einem  grösseren  Kreise 
gesichert  haben. 

G.  Sch,r eiber,  Geometrisches  Portfolio.  Blätter  über  dar- 
stellende Geometrie  und  ihre  Anwendungen.  Nebst  eioem  erläu- 
ternden Text.  2.  Heft,  krumme  Flächen  enthaltend.  Text  in  4. 
und  22  Tafeln  in  Folio.    Carlsruhe.  1843.   3  Thlr. 

Clsar  Lambert  et  J.  Picque,  Cours  de  geome'trie  descriptive. 
Paris.  1843.  8.  mit  12  Tafeln.   31  fr. 

De'veloppemens  de  geome'trie  descriptive,  par  Theod.  Ol i vier. 
Texte.    Paris  1843.  gr.  4.  mit  1  Atlas  in  24  Blättern.    18  fr. 

Lec,ons  de  geome'trie  analytique,  preeddees  des  Riemens  de  In 
trigonooie'trie,  par  P.  L.  Cirodde.  Paris,  1843.  In- 8.    7  fr.  50  c 

Nieuwe  Verhandelingen  der  eerste  Klasse  van  bet 
K  o  n  i o  k  I  ij  k -  Ned er i an  d seb  - 1  n sti  tu t.  Tiende  Deel.  Fer- 
handeling  over  de  hyperbolische  paraboloTde,  door  G.  J. 
Verdam,  Uoopleraar  te  Leiden.   Te  Amsterdam.  1843.  4. 

Der  eigentliche  Titel  dieser  Schrift  ist:  Bijdrage  tot  de 
meetkundige  beschouwing  van  der  hyperbolische  uara- 
boloide.  Door  G.  J.  Verdam.  und  dieselbe  ist  jedenfalls  als 
ein  sehr  dnnkenswerther  Beitrag  zu  der  auf  die  Theorie  des  hyper- 
bolischen Paraboloids  angewandten  descriptiven  Geometrie,  so*  wie 
zu  der  Theorie  dieser  Fläche  des  zweiten  Grades  an  sieb  Zu  be- 
trachten. 

w  * 

Wiskundige  bijdrage,  inhoudende  eene  verklaring 
en  beschouwing  der  Tafelen  van  elliptische  bogen,  be- 
rekend  door  den  hoogleeraar  Schmidt;  alsmede  eene 
mededeeling  van  herleidiogen  eener  reeks  ?an  integral- 
formulen  tot  elliptische  tunetien.  Door  G.  J.  Verdam, 
hoogleeraar  te  Leiden,  lid  der  eerste  Klasse  van  bet 
Koninklijk  Nederland  sehe  Instituut. 
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Der  nächste  Zweck  dieser  sehr  lesenswertheii  Schrift  ist  eine 
vollständige  Analyse  der  in  Nr.  IX.  8.  137.  des  Literarischen  Be- 
richts augezeigten  elliptischen  Tafeln  von  Schmidt,  und  wird  daher 
für  die  des  Holländischen  hinreichend  kundigen  Besitzer  der  Schmidt- 
sehen  Tafeln  um  so  mehr  ein  sehr  angenehmes  Geschenk  sein,  weil 
diesen  Tafeln  nur  eine  ganz  kurze  Einleitung  beigegeben  ist.  Aus- 
ser dieser  Analyse  dei*  genannten  Tafeln  enthält  die  Schrift  aber 
auch  noch  mehrere  eigentümliche  für  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  nicht  unwichtige  Formeln«  und  besteht  ausser  einer  Ein- 
leitung eigentlich  »aus  vier  Theilen,  von  denen  der  erste  die  Erklä- 
rung der  Schmidtschen  Tafeln  enthält,  der  zweite,  dritte  und  vierte 
aber  die  Ueberschriften:  A.  Ontwikkeli  ng  der  Formulen  van 
Legendre;  B.  Ontwikkeling  van  eenige  bijzondere  Inte- 
?  raal'Formu len;  C.  Ontwikkeling  van  eenige  algemeene 
Integraal- Formulen  führen.  —  Die  Schrift  ist  besonders  abge- 
druckt aus  dem  ersten  Hefte  des  zweiten  Theils  der  vou  dem  Kö- 
niglich Niederländischen  Institute  der  Wissenschaften  und  Künste 
herausgegebenen  Zeitschrift. 


* 

Praktische  Geometrie. 


Systematische  Abhandlung  über  die  Potbe  not'scbe 
Aufgabe  in  ihrer  einfachsten  Anwendung:  aus  drei  ge- 
gebenen Punkten  den  Messtisch  in  einem  vierten  Punkte 
zu  orrentiren,  und  zugleich  durch  das  Rückwärtsein- 
schneiden diesen  Punkt  auf  dem  Tiscbblatte  zu  bestim- 
men, um  dadurch  eine  Messoperation  zu  beginnen,  fort- 
zusetzen und  zu  vollenden.  Allen  deutschen  Geometern 
freundlichst  gewidmet  von  Georg  Winkler  Edlen  von 
Brückenbrand,  Prof.  der  Mathem.  an  der  k.  k.  Forstlehr- 
anstalt zu  Mariabrunn  u.  s.  w.    Wien.  1843.  8. 

Diese  kleine  Schrift,  welche  der  Herr  Verf.  auch  der  diesjäh- 
rigen Versammlung  der  deutschen  Naturforscher  zu  Grätz  vorzu- 
legen beabsichtigte ,  enthält  die  in  der  Messtischpraxis  am  meisten 
brauchbaren  Auflösungen  des  gewöhnlich  nach  Pothenot  benannten 
Problems,  welche  das  Gesuchte  entweder  sogleich  direct  mit  völliger 
Schärfe  oder  durch  zweckmässige  Näherungen  nach  und  nach  lie- 
fern ,  in  einer  sebr  einfachen  und  deutlichen ,  jedem  auch  nur  mit 
den  ersten  Elementarsätzen  der  Geometrie  bekannten  Praktiker  ge- 
wiss völlig  verständlichen  Darstellung,  verbunden  mit  manchen 
aus  eigner  Erfahrung  hervorgegangenen  Bemerkungen,  und  ver- 
dient daher  Praktikern,  welche  sich  mit  dem  in  Rede  stehenden 
Probleme  näher  bekannt  machen  wollen,  wie  in  allen  Fällen 
sehr  zu  wünschen  ist,'  empfohlen  zu  werden.  Am  Ende  giebt 
der  Herr  Verf.  auch  ,  noch  die  gewöhnliche  Auflösung  durch  die 
ebene  Trigonometrie,  wie  sie  sich  z.B.  in  Mayer's  praktischer 
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Geometrie  findet,  erläutert  dieselbe  durch  eio  Beispiel,  verbreitet 
sich  in  der  Vorrede  auch  über  die  Geschichte  des  Problems,  und 
verbindet  damit  u.  A.  die  Bemerkung',  dass  die  directe  Auflösung, 
deren  Erfindung;  Schulz-Montanus  in  seinem  bekanntlich  von  * 
praktischen  Geometern  viel  gehrauchten  Handbuche  der  ge- 
sammten  Land-  und  Erdmessung.  B.II.  S.  146.  sich  beilege, 
schon  gegen  Kode  des  vorigen  Jahrhunderts  von  österreichischen 
Ingenieurs,  namentlich  von  dem  bekannten  Geographen  Freiherrn 
von  Lic litenstern  gebraucht  worden  sei,  wie  aus  einer  von  dem- 
selben der  k.  k.  Grundsteuer-Regulirungs-Hofcommtssion  überreich- 
ten Denkschrift,  und  aus  cioer  späteren  Broschüre  desselben:  Vor- 
Schriften  zn  dem  praktischen  Verfahren  bei  der  trigo- 
nometrischen und  geometrischen  Aufnahme  eines  gros- 
sen Landes,  hervorgehe.  • 

Bei  dieser  Gelegenheit  wollen  wir  die  Leser  des  Archivs  auch 
noch  darauf  aufmerksam  zu  machen  uns  erlauben ,  dass  den  von 
dem  Herrn  Verf.  der  vorhergehenden  kleinen  Schrift  im  Jahre  1839 
in  einer  zweiten  Ausgabe  herausgegebenen,  auf  gutes  Papier 
sauber  und  correct  gedruckten  sechsstelligen  Logarithmi- 
schen und  Lognrit  h  misch  -trigonometrischen  Tafeln. 
Wien.  1839.  In  Commission  bei  J.  G.  Heubner,  deren  in 
Nr.  X.  S.  154.  des  Literarischen  Berichts  nur  kurz  Rrwähnung  ge- 
than  worden  ist,  ein  Vorzug  vor  manchen  andern  kleinen  Ti  .fein 
dadurch  gebühren  möchte,  dass  sie  die  erforderlichen  Differenzen 
und  Proportionaltheile  überall  wie  die  grössern  Tafeln  vollständig 
berechnet  enthalten. 

J.  B.  A.  Thorel,  Arneutage  et  Geodesie  pratiques.  Formcrie. 
1843.  8.  mit  12  Tafeln. 

i 

i  • 

Abrege*  de  ge'ome'trie  pratique  appliqule  au  dessin  lineaire,  par 
L.  C.  et  F.  P.  B.    14.  Edition.  12.   Tours.  1843. 

- 

Theoret.  Praktisk  Lärobok  i  Landtmäteriet.  Till  Landtmä'ta- 
res,  Landtbrukares,  Juristers  och  Kameralisters  m.  fl.  Tjenst  Sam- 

inandragen  och  utgifwen  af  Anders  Alreik,  Fil.  Mog.,  Ofwer-Inge- 
niör,  R.  N.  o.  W.  0.  Stockholm.  1843.  8.  med  10  pl.  *h.  4  Rdr.  16  sk. 

Rnr.  Hontucci,  Geometria  e  meccanica  applicate  alle  arti  ec.  di 
Policarpo  Bandini  sulle  tracce  della  publica  elementare  istruzione. . . 
de»'  accad.  Tegea.   Disp.  1  —  3.  1843. 


Trigonometrie. 


Sammlung  von  Formeln,  Aufgaben  und  Beispielen 
ans  der  Geometrie,  ebenen  und  sphärischen  Trigon o m e- 
trie,  nebst  Anwendungen  auf  die  Stereometrie  und  Po- 


Digitized  by  Google 


215 

* 

lvgonometrie.  Herausgegeben  vou  J.  Salomon.  Wien. 
1'843.   8.  2  Tblr. 

Diese  Schrift  enthält  eine  reiche  Sammlung  von  Formelu  und 
Aufgaben  aus  den  auf  dem  Titel  genannten  Theilen  der  Mathema- 
tik, so  wie  auch  aus  der  Lehre  von  den  goniometriseben  und  cy- 
ciometrischen  Reiben  2  der  Kreisrechnung  und  der  goniometriseben 
Auflösung  der  Gleichungen,  und  wird  daher  für  einen  Jeden,  dem 
die  Erwerbung  einer  grössern  Gewandtheit  im  trigonometrischen 
Calcul  Bedürfnis»  ist,  ein  erwünschtes  Hü Ifsmittel  sein.  Denn  schwer- 
lich wird  Jemandem,  der  dieses  Buch  vollständig  durchgearbeitet 
hat,  noch  ein  Fall  aufstossen  können,  in  welchem  er  sich  nicht 
seihst  zu  helfen  wissen  sollte,  weshalb  dasselbe  allerdings  allgemei- 
ner bekannt  zu  werden  und  Eingang  zu  finden  verdient. 

R.  Lobetto,  Leerboek  der  regtlijnige  en  seherische  driekoeks- 
meting.   1843.   2J  fl. 


Mechanik. 


A.  Mutet,  Cours  de  statique,  k  l'usage  des  uspirans  a  l'^cole 
polytechnique  et  des  e*coles  d'artilleric  et  de  marine.  8.  Paria.  1813. 


Praktische  Mechanik. 


Allgemeine  Maschinen •Encyelopädie,  herausgegeben  von  J.  A. 
Hülse  Atlas  12.  (2.  Bds.  6.)  Lief.  Taf.  92  -  95.  97.  105-109. 
enthaltend,  qu.  {  gr.  Fol.    Leipzig.    1843.    1  Thlr.  16  ggr. 

Poppe,  Dr.  J.  H.:  die  praktische  Mechanik  und  Maschinenlehre 
unserer  Zeit;  ein  fassHch  dargestelltes  Lehr-,  Lese»  und  Hülfsbuoh 
zum  Nutzen  und  Vergnügen  für  alle  Stände.  Mit  190  Abbildungen. 
1.  Lieferung.    Zürich.    1843.   8.    14  ggr. 

Der  praktische  Maschinenbauer,  von  A.  V.  Demme,  prakt.  Ma- 
schinenbauer. 13.  Lief.,  mit  20  Tafeln  Abbildungen.  8.  Quedlin- 
burg.   1843.   2  Thlr. 

Description  des  Machines  et  proce*d£s  consignes  dans  les  bre- 
vets  d'invention  etc.  Tom. 47.  a?ec  plancbes.  4.  Paris.  1843.  15  fr. 

Werkzeichnungen  oder  praktische  und  detaillirte  Zeichnungen, 
Beschreibungen  und  Erläuteruugeo  der  verschiedenen  Arten  vou 
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ausgeführten  Maschinen  und  Maschinerien.  Herausgegeben  von  C. 
T.  N.  Mendelssohn,  unter  Mitwirkung  mehrerer  Techniker.  1.  Band 
6.  Heft,  enthält  die  Anlage  einer  vollständigen  Oelfabrik  nebst  Zu- 
behör. (6  lithogr.  Blätter  in  gr.  Folio  und  1  Bogen  Text  in  gr.  8.) 
Berlin.   1843.   1  Thlr.  12  ggr. 

Premiers  Klemens  de  me'canique  appliqule,  comprenant:  1)  la 
th^orie  des  machines  simples  en  moovement;  2)  des  notions  g£n£- 
rales  sur  les  machines  composees:  par  H.  Sonnet.  In  12.  Paria. 
1843.  4  fr. 

Angelo  Parocchetti,  Manuale  di  Meccanica  pratica  per  1*  inge- 
gnere  civile.   Mailand.  1843. 

Gabrio  Piola,  Nuove  ricerche  per  uoa  risoluzione  pin  ri 
di  varii  problemi  sul  moto  delP  acqua.   4.   Mailand.  1843. 


Optik. 


Albert,  Petit  traite  de  perspective  pratique.  Limoges.  Mit 
14  Tafeln.   Paria.  1843 

L.  Salme,  Traite*  de  perspective  th^orique  et  pratique.  3.  e*dit 
Mit  6  Tafeln.   Paria.  1843. 


r 


Astronomie. 


Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  1846,  herausgegeben  von 
.  F.  Encke.   gr.  8.   Berlin.   1843.  3  Thlr.  4  ggr. 

M  t 

Astronomy  and  Scripture,  or  some  lllustratioos  of  tbat  Science, 
and  of  the  Solar,  Lunar,  Stellar  and  Terrestrial  Phenomena  of 
Holy  Writ.  Bv  the  Rev.  T.  Milner,  M.  A.  Autbor  of  „The  History 
of  the  Seven  Churchea  of  Aaia  etc."   London.  1843.   7  ah. 

C.  Rossari,  Trättato  di  astronomia  elementare.  16.  Mailand. 
1843.   1  L. 

Handbok  i  Practiska  Astronomien  af  S.  A.  Cronstrand.  Andra 
Haftet.    Till  ledniug  uoder  föreläaningarna  wid  det  högre  Militär 

Lärowerket  p°a  Marieberg.   Stockholm.  1843.  8.  samt  2,  ark  Ta- 
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heller,  b.  %  Rdr.  40  sk.  Man  vergl.  Literarischer  Berieht  Nr.  |. 
8.  13. 

Kreil ,  C,  üeber  die  Natur  und  Bewegung  der  Kometen.  Mit 
besonderer  Berücksichtigung  des  grossen  Kometen  vom  Jahre  1843. 
8.   Prag.   1843.   12  ggr. 

E.  M.  Beima,  Verhandelingen  over  den  ring  van  Saturnui.  Lei- 
den.  1843.   *f  fl.    Man  vergl.  Literarischer  Bericht  Nr.  X.  S.  162. 

Connaitsance  des  tems  ou  des  mouvemens  Celestes,  a  l'usage 
des  astroaomes  et  des  navigateurs  pour  Tan  1846.  Publik  par  le 
boreaa  des  longitodes.  8.   Paris.   1843.   7  fr.  50  c. 

J.  Seidelin,  Tabel  over  Solens  Declination  til  hver  Dags  Sand- 
middag  og  Maanens  ovre  Culminations  Middelklokkeslet  for  Kbh. 
Meridian  f  1845.   Kjoebenhavn.    1843.   20  fc. 

Derselbe:  Tabel  over  Solens  Declination  og  Tid-Equatiooeu 
til  hver  Dags  Sandmiddag  og  Middelmidda^,  samt  Maanens  ovre 
Culminations  Middelklokkeslet  for  Greenvichs  Meridian  i  18-15. 
Ibid.   1843.   32  fs. 

Kerigan's  Matbematical  and  General  Navigation  Tables.  2  vols. 
rojal  8.   London,   reduced  to  30  sh. 

» 

Mappa  coelestis,  sive  tabolae  qninqne  inerrantium 
eptimum  ordinem  non  excedentium  et  usqoe  ad  30  gra- 
u m  decl.  aostr.  pertinentinm  qnas  pro  medio  seculo  19 
atereograpbice  construxit  G.  Schwinck.  Lips.  1843.  Fol. 
0  Thlr.  16  ggr.# 

Diese  trelflicben  fünf  Sternkarten  sind  in  den  astronomi- 
schen Nachrichten  Nr.  482.  S.  30.  von  Bessel  mit  vollem 
Rechte  sehr  empfohlen  worden.  Am  Ende  seiner  Anzeige  sagt 
Bessel:  ,,Die  Karten  stellen,  wie  aus  dem  Gesagten  hervorgeht, 
den  in  unseren  Gegenden  sichtbaren  Theil  des  Himmels  dar.  Sie 
leisten  dieses  nicht  nur  weit  vollständiger,  sondern  auch  in  jeder 
anderen  Beziehung  weit  vollkommener  als  das  umfangreiche  Werk 
von  Bode.  Sie  befriedigen  ein  Bedürfnis*,  dessen  Befriedigung 
alle  mir  bekannt  gewordenen  ähnlichen  Bülfsmittel  nicht  gewährten. 

Uranometria  nova.  Stellae  per  mediana  Enropam  so- 
lis  ocnlis  conspicnae  secundum  veras  lucis  magnitudi- 
nes  e  coelo  ipso  dcscriptae  a  Dr.  Fr.  Argelandro  (Auch 
mit  deutschem  Titel).  Berlin.  1843.  Mit  dem  Sternverzeich« 
nisse  4  Tblr. 

„Alle  Himmelscharten,  die  wir  jetzt  besitzen*',  sagt  der  Herr 
Verf.  in  der  Vorrede,  M haben  zwei  wesentliche  Mängel:  die  Gros* 
•en  der  Sterne  sind  auf  denselben  nach  den  Schätzungen  angege- 
ben, die  die  Astronomen  in  Fernröhren  gelegentlich  der  Bestimmung 
ihrer  Positipnen  gemacht  haben,  und  die  häufig  sehr  fehlerhaft 
sind,  und  es  stehen  auf  ihnen  eine  Menge  hellerer  Sterne  nicht, 
während  viele  schwächere  gezeichnet  sind.  Beide  zusammen  ge- 
nommen verändern  die  am  Himmel  sich  darstellenden  Configuratio- 
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nen  oft  so  bedeutend,  dass  man  sieb  nameotlicb  io  ao  helleren 
Siemen  ärmern  Gegenden  desselben  kaum  zureebt  finden  kann. 
Diesen  Mängeln  für  die  im  mittlem  Kuropa  mit  blossen  Augen 
sichtbaren  Sterne  so  viel  als  möglich  abzuhelfen,  ist  der  Zweck 
der  gegenwärtigen  neuen  Himmelscbarten."  Allerdings  glauben 
wir,  dass  diese  schönen  neuen  Himmelsebarten,  in  denen  die  Sterne 
von  der  ersten  bis  zur  sechsten  Grösse  sehr  bestimmt  und  deutlich 
von  einander  unterschieden  sind,  in  dieser  und  in  anderer  Bezie- 
hung einem  wesentlichen  Bedürfnisse  abhelfen,  und  empfehlen  die« 
selben  daher  den  Astronomen  und  den  Liebhahern  der  Astronomie 
angelegentlichst,  letzteren  auch  namentlich  deshalb,  weil  dieselben 
mit  geringen  Hülfamitteln  schätzbare  Beobachtungen  über  die  ver- 
schiedene Grösse  und  Helligkeit  der  Sterne  anstellen  können,  und 
die  Vervielfältigung  solcher  Beobachtungen,  zu  denen  Liebhaber 
der  Astronomie  nicht  genug  ermuntert  werden  können,  jedenfalls 
sehr  zu  wünschen  ist.  Sehr  zweckmässig  sind  auf  diesen  Charten 
die  Sterne  schwarz,  die  Umrisse  der  Sternbilder  dagegen  mit  blas- 
sen rothen  Linien  gezeichnet.  Auch  der  verhältnissmässig  sehr 
niedrige  Preis  von  4  Thlr.  für  die  Charten  mit  dem  Sternverzcich- 
nisse  zusammen,  gereicht  diesem  schönen  Werke  zur  Empfehlung, 
und  wird  dessen  Anschaffung  erleichtern,  und  zu  seiner  weiteren 
Verbreitung,  die  es  so  sehr  verdient,  gewiss  wesentlich  beitragen. 

Mittlere  Oerter  von  12000  Fix-Sternen  für  den  An- 
fang von  1836,  abgeleitet  aus  den  Beobachtungen  auf 
der  Hamburger  Sternwarte  von  Carl  KOmker.  Hamburg. 
1843.  4.   3  Thlr. 

Das  Vorwort  des  Herrn  Conferenzratbs  Schumacher  giebt 
den  Lesern  hinreichende  Nachricht  über  das,  was  dieser  treffliche 
Sterncatalog  zu  leisten  sucht,  auf  welches  wir  daher  hier  uns  zu 
verweisen  erlauben. 

New  Star  Tables,  adapted  to  Practical  Purposes  for  Twenty- 
two  Vears,  commencing  Jandary  1843:  for  tbe  Use  of  Mariners, 
Amateur  Astronomers,  Chronometer  Makcrs  etc.,  with  an  Appendix, 
which  together  contain  all  tfae  nrincipal  Problems  for  determining 
tbe  Latitude  aud  Longitude  at  Sea,  with  several  Tables  and  Bxam- 
plifications.  By  Thomas  Lynn.    Roy.  8.    London.    1843.    10  sb. 

S.  Janse,  llcrekeoing  en  construetie  van  zonnewijzers  vor 
den  middelbaren  tijd,  benevens  de  handelwijze,  om  dezelve  binnen 
in  vertrekken  te  beschrijven.  2|  6. 

>  \  • 


Physik. 


Die  Experimcntal-Phvsik,  methodisch  dargestellt  von  Dr.  F. 
Heussi,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Parchim.  1.  Cursus-  Kennt- 
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niss  der  Phänomene.  3.  verm.  und  rerb.  Aufl.  gr.  8.  Berlin.  1843. 
12  ggr.   Man  vergleiche  Literarischer  Bericht  Nr.  VII.  S.  111. 

Pouillct'a  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie  für  deutsche 
Verhältnisse  bearbeitet  von  Dr.  Joh.  Müller.  7.  und  8.  Lief.  Braun- 
schweig. 1843.   8.    1  Thlr. 

Kästner,  K.  G.  W.,  Handbuch  der  angewandten  Naturlehre. 
8.  Lieferung,    gr.  8.    Stuttgart.  1843.    7  ggr. 

Populäre  Vorlesungen  über  naturwissenschaftliche 
Gegenstände,  aus  den  Gebieten  der  Geologie,  Physik 
und  Chemie,  im  Jahre  1843  gehalten  vor  den  gebildeten 
Bewohnern  von  Bonn,  von  Gustav  Bischof.  Bonn.  1843. 
8.    8  ggr. 

Den  Inhalt  dieser  Schrift  bilden  zwei  Vorlesungen,  von  denen 
die  erste,  um  uns  hier  mit  einer  ganz  allgemeinen  Angabe  zu  be- 
gnügen, die  Lehre  von  der  Verdunstung  zum  Gegenstande  hat.  Die 
zweite  kündigt  sich  an  als  eine  Erklärung  der  Erscheinungen  des 
Thau's,  beschäftigt  sich  auch  etwa  auf  den  ersten  fünf  Seiten  mit 
diesem  Gegenstande,  enthält  aber  nachher  lauter  Dinge,  die  zur 
Lehre  vom  Thau  gar  nicht  gehören,  wie  z.  B.  die  mehrfach  be- 
'  hauptete  bekannte  Tbatsache,  dass  durch  Oel  die  Gewalt  der  Mee- 
reswellcn  gebrochen  werden  könne,  und  eine  ausführliche  Beschrei- 
bung des  Geysers  auf  Island,  von  dem  auch  eine  Abbildung  gegeben 
ist,  und  dessen  Erscheinungen  durch  einen  Versuch  nachzuahmen 
gelehrt  wird. 

R.  F.  Addenet,  Nouvelle  the*orie  de  l'llectricite*.  Ne*ces8ite*  des 
fordts  pour  l'agriculture  et  le  bien-ötre  glneVal.    Paris.  1843. 

Fleet rical  Magazine.  Conducted  by  Mr.  Charles  V.  Walker. 
No.  1.    London.    1843.   8.   2  sh.  6  d. 

Zantedescbi:  Espericnze  sull1  origine  dell'  elcttricita  yoltiana, 
e  descrizionc  di  un  elettro-  inotore ,  iu  cui  la  forza  chimico*elet- 
trica  h  cospirante  colla  elettro-motrice  di  cootatto.  4.  Vicenza.  1843. 

Zautedeschi:  Sull'  induzione  dioamica  attraverso  involucri  e 
dialrammi  di  ferro.  Vicenza.  (Aus  dem  Sept.  —  Oct.- Hefte  des 
Jahrganges  1841  der  Annali  delle  scienze  del  regno  Lombardo- 
Veneto  besonders  abgedruckt.) 

Zautedeschi:  Dell'  azione  reeiproea  di  dne  correnti  ellettrichi 
in  un  medesimo  filo  e  in  tili  isolati  vicioissimi.  delle  leggi  delP 
induzione  \  olta  -  elettrico  dioamica  e  della  identilä  fra  la  virtü  in- 
duttiva  elettro- luat^netica  e  magneto- elettrica.  Vicenza.  4.  (Aus 
dem  Nov.  —  Dec.  -Hefte  des  Jalirfr.  1841  der  Annali  delle  acienze 
del  regno  Lumbardo*  Veneto  besonders  abgedruckt.) 

Zautedeschi:  Sonra  alconi  fenomeni  che  presentaao  i  poli  di 
un  elettro  -motore  voltiano.   Venedig.  1842.  8. 
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Gius.  Zamboui,  Süll*  elettro  •  motore  perpetuo,  istruzione  teor. 
prot.   Verona.  1843. 

Zannotti,  Kiemen  ti  di  fisica  positiva.  Fase.  1—3.  Neapel. 
1843.  8. 

Die  hydroelektrische  Metallüberziehung  oder  Ver- 
goldung, Versilberung,  Verplatinirung,  Verkupfernng 
und  Verzinkung  auf  galvanischem  Wege.  Ausführlich 
bearbeitet  für  den  Gewerbsmaon  von  C.  F.  Hänle.  Lahr. 
1843.   8.   16  ggr. 

Diese  Schrift  scheint  recht  deutlich  bearbeitet  zu  sein,  und  kann 
duber  allen  denen,  welche  sieb  mit  hydroelektrischen  Metallüber- 
ziehungen beschäftigen, wollen,  empfohlen  werden. 

An  Account  of  sorae  remarkable  Applications  of  the  Electric 
Fluid  to  the  Iseful  Arts.  By  Hr.  Alex.  Hain.  With  a  Vindication 
of  his  Claim  to  be  the  First  Inventor  of  the  Electro-Magoetic  Te- 
legraph, and  also  of  the  Eiectro-Magnetic  Clock,  by  «lohn  Finlai- 
soo,  Esq.  Actuary  of  the  National  Debt  Office.  London.  1843.  8. 
with  5  diagrams.  4  sh. 

Ueber  das  Licht  von  Ludwig  Moser.  Vortrag,  ge* 
halten  in  der  physikalisch  -  ökonomischen  Gesellschaft 
so  Königsberg  den  7.  April  1843.  Königsberg.  1843. 
8.   8  sgr. 

„Der  Wunsch  einiger  Freunde  veranlasst  mich",  sagt  der  Herr 
Verf.  in  dem  Vorwort,  „eine  in  der  hiesigen  physikalisch -ökono- 
mischen Gesellschaft  gehaltene  Vorlesung  dem  Druck  zu  übergeben. 
Sie  enthält  die  Resultate  meiner  Untersuchungen  über  das  Licht, 
in  derjenigen  Form,  in  welcher  sie  vielleicht  ein  grösseres  Publi- 
kum interessiren.  leb  glaube  nicht,  dnss  wenn  man  vor  das  grös- 
sere Publikum  tritt,  es  mit  den  oberflächlichen  Ergebnissen  getban 
sei;  ihm  gebühren  vielmehr  die  besten,  d.h.  diejenigen,  welche  in 
das  Wesen  der  Sache  am  meisten  eingeben.  Das  einzige,  was  man 
da  zurückhalten  darf  und  soll,  sind  die  minutiösen  Details,  welche 
das  Interesse  der  Männer  von  Fach  zu  bilden  pflegen,  und  ihnen 
reservirt  bleiben  müssen/*  Wir  empfehlen  diese  Schrift  allen  den- 
jenigen ,  welche  sich  in  der  Kürze  mit  den  Hauptresultaten  der 
merkwürdigen  Moser'schen  Entdeckung  des  sogenannten  unsicht- 
baren Lichts  bekannt  machen  wollen,  und  sind  zugleich  der 
Meinung,  dass  die  in  derselben  angegebenen  Gesichtspunkte  ganz 
geeignet  sind,  die  Leser  auf  den  richtigen  Standpunkt  zu  stellen, 
aus  welchem  sie  diese  in  neuerer  Zeit  mehrfach  angefochtene  Ent- 
deckung zu  beurtheilen  haben. 

TraUe*  de  Photographie,  derniers  perfectionnemens  apportes  au 
da^uerr^otype.   4.  Idit.    Par  R.  P.  Lerebours.    In  8.   Paris.  1843. 


Photogenic  Manipulation ,  containing  piain  Instructions  in  the 
Theory  and  Pratice  of  the  Arts  of  Photography,  Calotype,  Cyano- 
type,  Ferrotype,  Cbrysotype,  Anthotype,  Daguerreotype ,  Tbl 
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graphy.  By  Georg;  Thomas  Fiteber.  18mo,  illustrated  by  wood-  - 
cuti.   London.  1843.    1  sb. 

Meteorology ;  comprising  a  Description  of  tbe  Atmosphere  and 
its  Pbenomena;  tbe  Laws  of  Climate  in  general  and  especially  tbe 
Climate  Features  peculiar  to  tbe  Region  of  the  United  States;  with 
some  Remarks  npon  the  Climate«  of  the  Ancient  World  as  based 
on  Fossil  Geology.  By  Sam.  Forry,  M.  D.  With  13  illustrations, 
s mall  folio.    New  York.  1843.    1  sb  6  d. 

Annalen  für  Meteorologie,  Erdmagnetismus  und  ver- 
wandte Gegenstände,  redigirt  von  Grunert,  Koller, 
Kreil,  Lamont,  Plinninger,  Quetelet,  Stieffei;  heraus- 
gegeben von  Dr.  J.  Lamont. 

Jahrgang  1842.  Heft  IV.  Hünchen.  1843.  8.  Hagne- 
tische Störungen,  beobachtet  im  magnetischen  Observatorium  der 
k.  Sternwarte  bei  Hünchen.  —  Releve*  des  Observation»  möteorolo- 
giques  faites  ä  TObservatoire  Royal  a  Marseille  par  M.  B.  Valz.  — 
Zusammenstellung  der  meteorologischen  Beobachtungen  in  Schössl, 
von  Herrn  A.  Bayer.  —  Auszug  aus  dem  Annuaire  magne'tique  et 
mete'ornlogique  du  corps  des  Ingenieurs  des  Mines  de  Russie  par  A. 
T.  Kupffer.  —  Maxima  und  Minima  der  Barometerstände  im  Jahre 
1841.  —  Resultate  der  meteorologischen  Beobachtungen  an  der 
Sternwarte  in  Dorpat  für  1842,  mitgeteilt  von  Herrn  Hofrath 
Mädler.  —  Bruchstücke  aus  den  meteorologischen  Beobachtungen 
vom  Hobenpeissenberge.  —  Meteorologische  Beobachtungen  in  La- 
brador und  Grönland.  —  Meteorologische  Beobachtungen  in  Utrecht, 
mitgetbeilt  von  Herrn  Professor  van  Rees.  —  Quantite"  de  PLuies 
tombees  ä  Lyon,  par  H.  Job.  —  Stündlicher  Gang  der  Temperatur 
und  des  Luftdruckes  beobachtet  im  Jahre  1842  in  der  k.  Sternwarte 
bei  München.  —  Zusammenstellung  der  täglichen  meteorologischen 
Beobachtungen  von  Stuttgart,  Giengen  an  der  Brenz,  Carlsrube, 
Wien,  Parma.  —  Zusammenstellung  der  monatlichen  Mittel  des 
Luftdruckes  und  der  Temperatur.  —  Pbenomenes,  registre*  a  Parme 
pendant  Kannte  1841,  par  M.  Colla.  —  Ueber  die  Bestimmung  des 
(rcsetzes,  nach  welchem  der  Magnetismus  in  Stablstäben  vertbeilt 
ist,  vom  Herausgeber.  —  Vermischte  Nachrichten,  vom  Herausgeber: 
Annuaire  magnetique  et  m&eorologique  da  corps  des  Ingenieurs 
des  Mines  de  Russie  etc.,  par  A.  T.  Kupffer,  annee  1840.  Auszug 
ans  einem  Schreiben  des  Herrn  Staatsraths  und  Akademikers  Kupffer 
an  den  Herausgeber.  Auszug  aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Pro- 
fessors van  Rees.  Absolute  Intensitätsbestimmung  von  Herrn  Prof. 
Lloyd.  Mittbeiluog  des  Herrn  Prof.  Fonrnet  aus  Lyon.  Meteoro- 
logische Beobachtungen ,  veranstaltet  von  Herrn  Bspy  in  Washing- . 
ton.  Witterungsbericbt  von  Herrn  Hofrath  Mädler  aus  Dorpat. 
Mittheilung  von  Herrn  Colla.  Mognetische  Wärme- Compensatio. 
Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Koller.  Variationen  der  mag- 
netischen lnclination. 

Jahrgang  1843.  Heft  V.  München.  1843.  8.  Auszug 
aus  dem  Annuaire  magneTique  et  me'teorologique  du  corps  des  In- 
genieurs des  Mines  de  Russie,  par  A.  T.  Kupffer.  An  nee  1840.  — 
Magnetische  Störungen,  beobachtet  im  Observatorium  der  k.  Stern- 
warte bei  München,  1841.  —  Monatliche  Mittel  des  Barometer-  und 
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Thermometerstandes  in  Dnnzig,  beobachtet  von  dem  Herrn  Regie- 
rungsrath Dr.  Kleefeld,  von  "1807  bis  1838.  —  Zusammenstellung 
der  täglichen  meteorologischen  Beobachtungen  in  Wien,  Salzburg, 
Stuttgart,  Bensberg  und  Cronberg  1842.  —  Vergleichung  der  me- 
teorologischen und  magnetischen  Beobachtungen  in  Brüssel  und 
München  1841.  —  Mittlere  magnetische  Declination  iu  München 
1841  und  1842.  —  Magnetische  Beobachtungen  der  russischen  Sta- 
tionen ,  ausgezogen  aus  dem  Annuaire  des  Herrn  Staatsraths  und 
Akademikers  Kuptfer.  —  Magnetische  Beobachtungen  in  München 
vom  August  1842  bis  Mai  1843.  —  Bemerkungen  zu  den  vorher- 
gebenden Beobachtungen.  —  vermischte  Nachnebten,  vom  Heraus- 
geber:  Magnetische  Bestimmungen  in  Böhmen,  von  Herrn  Kreil. 
Tiefer  Barometerstand  am  Ende  Februar  1843.  Auszüge  aus  Brie- 
fen des  Herrn  Colin.  Magnetisches  Observatorium  in  Washington. 
Bemerkungen  über  magnetische  Beobachtungen. 

Bestimmung  der  HorizontaMntensität  des  Erdmagnetismus  nach 
absolutem  Maassc.    Von  Dr.  J.  Lamont.    München.    1842.  4. 

Resultate  der  magnetischen  Beobachtungen  in  München  wäh- 
rend der  dreijährigen  Periode  1840,  1841,  1842.  Von  J.  Lamont 
München.    1843.  4. 

In  den  Gelehrten  Anzeigen,  herausgegeben  von  Mitgliedern  der 
k.  baver.  Akademie  der  Wissenschaften,  3.  März  1843.  Nr.  4t.  45. 
S.  358  —  360,  hat  Herr  Dr.  Lamont  der  k.  Akademie  einen  Bericht 
über  Die  magnetischen  Beobachtungen  in  der  dreijähri- 
gen Periode  1840  —  41 — 42.  erstattet.  In  denselben  Anzei- 
gen, 26.  Juli  1843.  Nr.  147.  148.  149.  8.  148  —  164,  findet  sich  ein 
Bericht  desselben  Herrn  Verfs.  über  die  von  ihm  eingeschla- 
gene Methode  zur  Messung  der  magnetischen  1  n c I i  n a • 
tion.  Auch  berichtet  in  Nr.  149.  ff.  Herr  Akademiker  Dr.  Schaf- 
häutl  über  die  Resultate  seiner  Beobachtungen  mittels 
eines  von  ihm  coostruirten  Photometers. 

Der  Urzustand  der  Erde  und  die  Hypothese  von  einer  statt- 

gehabten  Aenderung  der  Pole,  erklärt  durch  Uebereinstimmung  mit 
agen  und  Nachrichten  aus  ältester  Zeit.  Eine  geolog.  histor.  Un- 
tersuchung über  die  sogenannte  Sündfluthskatastrophe  von  Fred. 
Klee.  Nach  der  dänischen  Handschrift  des  Verfassers  von  Maj.  G. 
F.  von  Jenssen -Tusch,    gr.  8.    Stuttgart.  1843.    LTblr.  18  ggr. 

W.  C.  RedGeld,  Ön  Wbirlwiud  Storms:  with  Replies  to  the 
Objections  and  Strictures  of  Dr.  Hare.    New  York.  1843.   6  sh. 

Sammlung  physikalischer  und  hydrographischer  Beobachtungen, 
welche  an  Bord  der  k.  preussischen  Seehandlungs-Schiffe  auf  ihren 
Reisen  um  die  Erde  und  nach  Amerika  angestellt  worden  sind. 
Geordnet  und  herausgegeben  von  Dr.  H.  Berghaus.  Erste  Abthei- 
lung: Reisen  um  die  Welt.   Breslau.  1842.   i.   5  Thlr. 

Philosophie«!  Diograms,  illustrating  the  various  Branches  of 
Natural  Philosopby.    By  Fred.  J.  Minasi,  Lecturer  on  Nat.  Philo- 
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sopby.  1.  Series.  Mcchanics  (15  Blätter  mit  Figuren).  London 
!Si3.    15  sli. 


t  •  :  t 


Vermischte  Schriften. 


The  Cambridge  mathematical  Journal.  No.  XV.  Mav, 
1842.  1.  Oo  the  General  Problem  of  Intercalations.  11.  Note  on  the 
Tbeory  of  the  Solutions  of  Cubic  and  Biquadratic  Equations.  III. 
Exposition  of  a  General  Tbeory  of  Linear  Transformations.  Part  II. 
IV.  A  Method  of  obtaiuing  nny  Boot  of  a  Number  in  the  Form  of 
a  Cootinued  Fraction.  V.  Notes  on  some  Points  in  Formal  Ontics. 
VI.  Un  Elliptic  Functions.  VII.  On  the  Solution  of  Functions!  Dif- 
ferential Equations.  VIII.  On  Certain  Delinite  Integrals.  XI.  De- 
monstrations  of  some  Gcometrical  Theorems.  X.  On  tbe  motion  of 
a  Solid  Body  about  its  Centre  of  Gravity.  XI.  Mathematical  Notes: 
I.  Demonstration  of  the  principle  of  Virtual  velocities.  2.  Problem 
from  the  Papers  of  1842.  —  If  F       y%  %)  =  y  (»,  r,  *>),  where 

dF 

F  is  homogeneous  of  the  »th  degree  in  .ar,  y,  %  and  u  =  ^n;, 
dF  dF    ^  .         t  v dy  ,  d<p 

No.  XV  III.  May,  1843.  I.  On  certain  Formulae  made  use  of 
in  Physical  Astronom*.  II.  Note  on  vibrating  Cords.  III.  On  tbe 
Integration  of  certain  Equntions  of  Finite  Diffcrences.  IV.  On  a 
Class  of  Differential  Equations,  and  on  the  Lines  of  Curvature  of 
an  Ellipsoid.  V.  Note  on  a  Problem  in  Dynamics.  VI.  On  the  In- 
tegration of  Linear  Partial  Differential  Equations  by  tbe  Melhods 
of  Monge  and  Lagrange.  VII.  On  the  Attractions  of  Conducting 
and  Non-  Conducting  Electrified  Bodies.  IX.  On  Lagrnnges  Theo- 
rem. X.  Note  on  Orthogonal  Isothermal  Surfaces.  XI.  On  Fou- 
riers Theorem.  XII.  Mathematical  Notes:  1.  Stability  of  Eccentri- 
cities  and  Inclinations.    2.  Mnemonic  Rule.   (Für  die  Formel: 

cos  c  cos  B  =  sin  c  cot  a  —  sin  B  eot  A 

■ 

der  sphärischen  Trigonometrie).  3.  To  shew  tbat  the  greatest 
and  least  radii  of  nny  plane  section  of  the  surface  of  elasticity  are. 
at  right  angles.  4.  Problem  in  tbe  Papers  of  1842.  A  quadrilate- 
ral,  composed  of  four  unequal  beams  jointed  togetber  at  the  extre- 
mities,  is  compressed  by  a  given  force  in  the  direction  of  one  dia- 
gonal: find  tbe  force  in  the  direction  of  tbe  other  diagonal  wbich 
will  resist  the  compression. 

Memoire 8  prlsentls  uar  divers  «avants  a  l'Acade'mic 
royale  des  sciences  de  {'Institut  de  France  et  imprim^s 
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par  iod  ordre.  Sciences  math e*matiques.  Tome  Till.  Pa- 
ris.  1843.  4. 

Aus  diesem  Bande  sind  folgende  Abbandlungen  auszuzeichnen: 
E.  Becquerel,  memoire  sor  le  rayonnement  cbimique  qoi  accompapve 
la  lumiere  solaire  et  la  lumiere  clectrique.  —  G.  Lame,  memoire 
sur  la  demonstratio  d'on  nouteau  cas  du  deroier  tbeoresse  de  For- 
mat. —  ,G.  Delsfusse,  recherches  sur  la  cristallisation 
sous  les  rapports  physiques  et  matheinaticjues. 
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XV. 

Literarischer  Bericht. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik« 


Alberi,  Eug.;  De  Galilei  Galileii  circa  Jovis  satellites  lucubra- 
ibus 
Florenz. 


tionibus  quae  in  i.  et  r.  pittiana  palatina  bibliotheca  adservantur. 
1843. 


Denelbe:  Dei  Lavori  di  G.  Galilei  intorno  i  satelliti  di  Giore 
csistenti  nell  i.  r.  bibliotheca  Palatina  de' Pitti.  4to.  Florenz.  1843. 
(Wabrscbeinlicb  aas  der  neuen  Ausgabe  der  Opere  di  G.  Galilei 
besonders  abgedruckt.) 

M.  s.  Literar.  Bericht  No.  XIII.  S.  208.  und  unten  unter  den 
Vermischten  Schriften. 

Wilde  s  Geschichte  der  Optik.  Zweiter  Theil.  s.  n.  unter 
Optik.  » 


Schriften  über  Unterrichtsmethode. 


Gerono  et  Roguet,  Programme  dotnillc  des  connaissauces  ma- 
tblmatiques  cxigees  puur  Tadmissioa  aux  exoles  polytechnique,  na- 
vale,  militaire,  forestiere  etc.  2  Cdit  8.  Paris.  1843.  2  fr.  50  c. 
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Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Reher,  Peter,  Herzog!.  Leuehfenberg.  Oberadministrationsrath 
zu  Eichstädt,  Handbuch  der  Arithmetik,  Geometrie,  Stereometrie, 
Trigonometrie  uud  deren  praktische  Anwendung  für  Forstmänner, 
Milituirs,  Beamte,  Geometer  und  Alle,  welche  «ich  in  dieser  Wis- 
senschaft selbst  unterrichten  wollen.  2.  Abth.:  Geometrie,  Trigo- 
nometrie und  Polygonomelrie.  gr.  8.  nebst  5  lith.  Tafeln  in  £  Fo- 
lio, 1  Tafel  in  4.  und  1  Karte  iu  Folio.    Kempten.  1843.  2  thlr. 

*  "V 

Bordes,  L. ,  Legons  de  mathlmatiques.  2de.  £dit.  Part.  1.  2. 
Avec  8  plaoehes.    Puris.  1843.    8  fr. 

Francoeur,  Corso  completo  di  matematiche  pure.  2  Tomi.  Con 
10  Tav.    Neapel.  1841.   21  L.  25  o. 


Arithmetik. 


Fiebag,  demonstrative  Rechnenknnst  für  die  unteren  Gymnasial- 
Klassen,  für  Seminarien  uod  höhere  Bürgerschulen.  2te  vermehrte 
uod  verbesserte  Auflage.  Breslau.  1843    8.    |  thlr. 

Bernhardt,  J.  B.,  Lehrer  in  Fleischwangen,  Verfahren,  die  Ver- 
hältnissrechnungen  durch  Vernunftschlüsse  anschaulich  und  zugleich 
bequem,  leicht  uud  schnell  aufzulösen.  Eine  Zugabe  zur  gewöhn- 
lichen Scblussform  und  zunächst  ein  methodischer  Leitfaden  für  die 
Hand  des  Lehrers.    Ulm.    1843.    gr.  8.   8  ggr. 

Frisch,  Friedr..  Lehrer  in  Basel,  Aufgaben  zum  Ziflerrechnen, 
für  schweizerische  Elementarschulen.  Nach  einem  stufenmässigen, 
vom  Leichtern  zum  Schwerem  fortschreitendem  Gange  und  mit  be- 
sonderer Berücksichtigung  der  schweizerischen  Münzen  und  der 
neueren  Maasse  und  Gewichte.  2.  Abth,;  -das  Rechnen  mit  Sorten, 
Brüche,  Dreisatzrechnung,  Zinsrechnung  uod  Gesellschaftsrechnung. 
Basel.    1842.    8.    Geh.  11  ggr. 

Derselbe:  Schlüssel  zur  ersten  Abtheilung  der  Aufgaben  zum 
Zifferrechnen,   übend.   8.   Geh.  4  ggr. 

Loehmann,  Fr.,  neue  arithmetische  Uebungsheispiele  für  Deutsch- 
lands Gymnasien  und  Bürgerschulen,  sowie  für  Berg-,  Forst*,  Mi- 
litair-  nod  andere  Institute  bearbeitet.  Istes  Heft;  die  4  Rech, 
nnngsarten  mit  ganzen  gleich  und  ungleich  benannten  Zahlen.  2te 
vermehrte  Aufl.    Leipzig.    1843.   8.   9  ggr. 
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Derselbe.  2tes  Reft:  die  4  Rechnungsarten  gleich  uod  ungleich 
benanDter  Zahlen  mit  gemeioen  Brüchen.  2te  vermehrte  Auflage. 
Kbeod.  1843.   8.   6  ggr. 

Anweisung  zum  Gebrauche  des  englischen  Rechen- 
schiebers (Sli ding  rule-Hegle  ä  c a  1  c u I ) ,  eines  I o s t r u - 
menti,  mittelst  dessen  man  den  grössten  Theil  der  im 
technischen  Leben  vorkommenden  Rechnungen  sehr 
schnell  uod  sicher  vollführen  kann;  zunächst  für  Ma- 
schinenbauer, Ingenieure,  Architecten,  Zimmermeister, 
Steinhuuer,  Fabrikanten  und  jeden  im  technischen  Be- 
triebe Beschäftigten,  wie  nicht  minder  für  Astro  u  omeo, 
Physiker,  Optiker,  zur  grossen  Erleichterung  und  Si- 
eherstellung ihrer  Rechnungen.  Von  Dr.  L.  C  Schulz 
v.  Strassnicki,  ö.  o.  Prof.  der  Mathem.  am  k.  k.  polytech- 
nischen Institute  zu  Wien.  Wien.  1843.  8.    1  Thlr.  12  ggr. 

So  wie  das  hier  beschriebene  Instrument  selbst  ist  auch  die 
vorliegende  Schrift  wegen  der  grossen  Sorgfalt  und  Gründlichkeit, 
mit  welcher  dieselbe  im  Allgemeinen  verfasst  ist,  und  den  vielen 
zur  ErläuterUDg  beigebrachten  Beispielen ,  die  nicht  der  geringsten 
Undeutlichkeit  Raum  lassen,  hauptsächlich  Lehrern  an  köheru  Bür- 
gerschulen, Realschulen  und  Gewerbeschulen  in  jeder  Beziehung 
sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlen,  und  der  Herr  Verf.  hat  sich  durch 
deren  Ausarbeitung  sowohl  um  diese  Schulen,  als  auch  um  die  auf 
dem  Titel  genannten  Personen  gewiss  ein  sehr  donkbar  anzuerken- 
nendes Verdienst  erworben.  Durch  die  Robrmann'sche  Buchhand- 
lung zu  Wien  kann  der  von  Lenoir  jo  Paris  aus  Uuxbaum  ver- 
fertigte, an  Genauigkeit  keinem  englischen  Instrumente  nachstehende 
Sliding  rule  um  den  sehr  geringen  Preis  von  2  fl.  30  kr.  Conv.- 
Miinze  ==  3  fl.  Reichswährung  von  ganz  Deutschland  bezogen  wer- 
den. In  den  bekanntlich  ungemein  reichen  Sammlungen  des  k.  k« 
polytechnischen  Instituts  zu  Wien  befinden  sich  eilf  Sliding  rule's 
von  verschiedener  Einrichtung,  die  auf  S.  184  — 198  der  vorliegen- 
den Schrift,  der  am  Ende  auch  noch  Tabellen  der  Divisoren  für  die 
vorzüglichsten  Maasse  und  Gewichte  beigegeben  sind,  sämmtlich 
beschrieben  werden. 

Sammlung  von  Lehrsätzen,  Formeln  uod  Aufgaben 
ans  der  gewöhnlichen  Rechenkunst,  Mathematik  und  Phy- 
sik von  Dr.  J.  Götz,  Prof.  dez  Mathematik  (am  Gymna- 
sium zu  Dessau).    Berlin.    1843.  8. 

Drei  Theilc  sind  erschienen.  Erster  Theil.  Sammlung  von 
Aufgaben  aus  der  gewöhnlichen  Rechenkunst.  8  ggr.  —  Zweiter 
Theil.  Sammlung  von  Lehrsätzen,  Formeln  und  Aufgaben  aus  der 
Arithmetik,  Algebra  uod  allgemeinen  Grössenlehre.  10  ggr.  — 
Dritter  Theil.  Sammlung  von  Lehrsätzen,  Formeln  uod  Aufgaben 
aus  der  ebenen  Geometrie,  analytischen  und  ebenen  Trigonometrie, 
ebenen  Polygonometrie,  Stereometrie,  sphärischen  Trigonometrie  und 
sphärischen  Polygonometrie.  1  Thlr.  6  ggr.  —  Die  jedem  Kapitel 
vorausgeschickten  Fragen  und  die  in  das  System  gehörenden  Sätze 
hätten  nach  unserer  Ceberzeuguog  weggelassen  werden  sollen. 

Reber,  Tabellen  über  Längen-,  Flüchen-  und  Körper  maasse, 
über  den  inneren  uud  gangbaren  Werth  der  Münzen,  über  Verglei- 
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chung  verschiedener  Haudelsgewichte,  Ellen-,'  Getreide-  ond  Gc- 
tränkemaasse  aller  Lander,  dann  über  das  spezifische  Gewicht  und 
die  Verhältnisszalileri  bei  Flüssigkeiten,  Metall,  Mineralien,  Holz u. s.w. 
nach  baycrschem  kubikschuh  und  Gewicht  berechnet.  Mit  1  li- 
thogr.  Tafel  in  kl.  Fol.    Kempten.    1843.    gr.  8.    12  ggr. 

Derbois:  cabier  ou  prngrnmme  detail  lc*  d'nrithmeVtque  theoriqae 
et  pratiquc.    8.    Sr.  Ld. 

Knapp,  Fl.,  Theorie  des  proportions  composfas  et  ses  applica- 
tions,  a  rusage  des  maUons  d'cducatinn.    18tno.    Bruxelles.  1843. 

. 

Bergery,  C.  L, ,  Complemens  de  calcul  des  Icoles  primatre*. 
Seconde  edition.    Paris.    1843.    18  ggr. 

■ 

Aritlimctic ,  designed  for  tue  Use  of  Schools.  By  the  Rev. 
J.  W.  Colenso,  M.  A.  Kollow  of  8t.  John's  College.  Cambridge. 
1843.    12mo.   4  sb.  6  d. 

■ 

Francois,  Gius.,  Trattato  tcorico -prntico  d'aritmetica.  Florenz. 
1843.   5  L.  88  c. 

Fiebag,  die  allgemeine  Grösseolehre  und  niedere  Algehra  für 
die  oberen  Gymnasialklassen  und  Realschulen,  gr.  8.  Breslau. 
1843.   8  ggr.  ' 

Sass.  Buchstaben -Rechnung  und  Algehra.  Mit  1  Logarithmen- 
Tafel.  IL  Ahth.  der  Fortsetzung  des  „Rechenbuches  für  Volksschu- 
len",   gr.  8.    Altona.    1843.    1  Thlr. 

■ 

Derselbe:  Resultate  dazu.    gr.  8.   6  ggr. 

Fiedler.  Dr.  J.,  Lebrhuch  der  allgemeinen  Arithmetik  zum  Ge- 
brauch für  Gymnasien  und  höhere  Bürgerschulen,  gr.  8.  Breslau. 
1843.    1  Thlr. 

Gräfe,  Dr.  H.,  Sammlung  vou  Beispielen  und  Aofgaben  aus  der 
Buchstabenrechnung  und  Algebra  zum  Gebfauch  in  Real*  und  Bür- 
gerschulen.   1.  Hett.    8.    Jena.    1843.    9  ggr. 

Derselbe:    Resultate  zu  vorstehender  Sammlung.    8.  Ebend. 

Blaser,  C,  Allgemeine  Behandlung  der  Reihenum- 
kebrung  nebst  Anwendung  derselben  zur  Durstellung 
der  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  in  unendlichen 
Reihen.    4.    Bern.    1842.    10  ggr. 

Weun  der  Verf.  dieser  Schritt  klagt,  dass  die  Reihcnumkeh- 
rung,  die  bekanntlich  längere  Zeit  einen  Hauptgegenstand  der  Un- 
tersuchungen der  Bearbeiter  der  comhinatorischea  Analyst  nament- 
lich Hiodenburg's.  Rotbe's,  Eschenbach's,  PfnfT*  ausmachte,  gegen- 
wärtig vou  den  Mathematikern  vernachlässigt  und  eher  umgaugen 
als  angewandt  werde,  so  hätte  er  bedenken  sollen,  dass  die  ge- 
genwärtige Theorie  dieser  analytischen  Operation  in  so  fern  als 
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eine  im  höchsten  Grade  unvollkommene  bezeichnet  werden  «uss, 
weil  sie  uns  in  völliger  Ungewissheit  über  die  Convergeoz  oder 
Divergenz  der  betreffenden  Heiden  lässt,  um!  dass  daher  die  Mathe- 
matiker, welche  statt  der  Reihenumkehrung  zu  andern  Methoden 
ihre  Zuflucht  uehmeo,  jedenfalls  viel  eher  zu  lohen  als  zu  tadeln 
sind.  Hatte  er  seine  Untersuchungen  auf  den  vorher  in  Anregung 
gebrachten  Punkt  gerichtet,  so  würde  er  der  Wissenschaft  einen 
wesentlichen  Dienst  zu  leisleo  im  Stande  gewesen  sein;  er  hat  die- 
sen Hauptpunkt  in  der  Theorie  der  Uinkebrung  der  Reiben  aber 
ganz  uo beachtet  gelassen.  •  , 

i  .  .  .  i  k 

Elementar  Afhandlin^  om  Seriers  Convergens.  Praes.  Carl 
Joban  Hill,  Mathem.  Pfbf.;  Re*p.  Theodor  ihrmanu.  J.  Lund. 
1843.  8. 

Mündt,  C.  A.,  de  accuratiooe,  qua  possit  quantitas  per  tabulas 
determinari  et  quidem  cum  per  tabulas  iu  tJuiversum,  tum  siogula- 
tim  per  tabulas  logurithmicus  et  trigunometricag.  4.  Hauniue.  184*2 
2  Thlr. 


Geometrie. 


Bohano,  Dr.  Bern.  Versuch  einer  objectiven  Begrüudung  der 
Lehre  von  den  drei  Dimensionen  des  Raumes  (aus  den  Abhandlun- 
gen der  königl.  böhm.  Gesellschaft  der  Wiss. ,  V.  Folge.  3.  Band, 
besonders  abgedruckt),   gr.  4.    Prag.    1843.   4  ggr. 

Türk,  Willi,  v.«  Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Formen- 
und  Grössenlehre.  5.  Aufl.  mit  120  kuptertafeln.  gr.  8.  Potsdam. 
1843.    1  Thlr.  18  ggr. 

Raumlehre  oder  Geometrie,  nach  den  jetzigen  Anforderungen 
der  Didaktik  für  Lehrende  und  Lernende  bearbeitet  von  Dr.  F.  A. 
VV.  Diesterweg,  Director  des  Seminars  für  Stadtschulen  iu  Berlin. 
Zweite  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Mit  9  Steintafelu.  gr.  8. 
Bonn.    1843.    1  Thlr. 

« 

Gruber,  Dr.,  die  Formen-  und  Raumgrössenlebre  in  der  Volks- 
und Fortbildungsschule,  für  Lehrer  bearbeitet,  gr.  8.  Karlsruhe. 
1843.    12  ggr. 

Hablütiel,  J.  G..  Lehrer  und  Geometer,  die  Kiemente  der  Geo- 
metrie., nebst  einem  geordneten  Stutengange  von  80  Aufgaben  aus 
der  Constructions-,  Verwandlungs-  und  Theilungslebre.  Für  Schu- 
len und  zum  Privatunterricht.  Nach  einem  neuen  und  erleichtern- 
den Systeme  bearbeitet,  gr.  12.  mit  33  litb.  Tafeln.  Schaffbausen. 
1843.    10  ggr. 
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Leitfaden  bei  den  Coterricbte  in  der  Längen-,  Flächen-  nnd 
ruirpcrlehre,  fiir  Volksschulen  bearbeitet  von  F.  L.  Schöne.  Leip- 
zig.   1843.    8  ggr.  - 

Wiegaod,  Aug.,  Zweiter  Curaus  der  Planimetrie  für  Gymnasien 
und  Realschulen.  Mit  2  Kupfertafeln.  8.  Halle.  1843.  8  ggr. 
(M.  vergl.  Liter.  Bericht  flo.  XIV.  S.  210.) 

Dr.  Georg  Recht,  Lehrer  der  Mathematik  und  Privatdocent  an 
der  Universität  München.  Die  Elemente  der  Geometrie,  gr.  8.  mit 
7  Steintafeln  in  qu.  |Fol.    München.    1844.    lj  Thlr. 

Sammlung  von  120  Aufgaben  ans  dem  Gebiete  der  Elementar- 
geometrie mit  ihren  Auflösungen  und  Beweisen  ohne  Anwendung 
der  Proportionen,  neltst  einem  Anhange  von  Formeln  zur  Berech- 
nung der  Flächen  und  Körper,  für  Elementarklasseu  der  Geome- 
trie, sowie  zum  Selbstunterricht  und  zur  Vorbereitung  auf  Profan- 
en, herausgegeben  von  K.  Schulz,  Conrector  zu  Fürstenwalde, 
it  5  Kupfertafeln.    8.    Leipzig.    1844.   8  ggr. 

Die  Aufgabensammlung  von  Götz  s.  unter  Arithmetik. 

Theoremes  et  problcmes  de  glometrie  lllroentaire ,  par  H.  Ch. 
de  la  Fremoire.   In -8.    Paris.    1843.   6  fr. 

Die  Lehre  von  den  Transversalen  in  ihrer  Anwen- 
dung auf  die  Planimetrie.  Eine  Erweiterung  der  Eukli- 
dischen Geometrie  von  C.  Adams,  Lehrer  der  Mathema- 
tik an  der  Gewerbschule  in  YVinterthur.  YVinterthur.  1843. 
8.    1  Thlr.  12  ggr. 

Lehrer  finden  in  dieser  Schrift  eine  sehr  deutliche  und  ziemlich 
vollständige  Zusammenstellung  der  Elementarsätze  der  Lehre  von 
den  Transversalen,  deren  Aufnahme  in  den  geometrischen  Elemen- 
tarunterricht jedenfalls  sehr  zu  wüuschen  ist,  worin  wir  dem  Verf. 
völlig  beistimmen.  Dnss  die  wichtigsten  Anwendungen  der  Lehre 
von  den  Transversalen,  insbesondere  auf  die  Lehre  vom  Kreise,  die 
im  vierten  Abschnitte  in  ziemlicher  Vollständigkeit  behandelt  ist, 
nicht  fehlen,  braucht  wohl  nicht  erst  besonders  bemerkt  zu  werden. 
Auf  die  Kegelschnitte  hat  der  Verf.  seine  Untersuchungen  nicht  aus- 

Sedehnt,  was  aber  wohl  auch  nicht  in  seinem  Plaue  liegen  konnte, 
a  sein  nächster  Zweck  die  Abfassung  eines  Elementarlebrbu- 
ches  war.  Dagegen  sind  im  fünften  Abschnitte  mehrere  Anwen- 
dungen der  Lehre  von  den  Transversalen  auf  die  Auflösung  ver- 
schiedener zweckmässig  gewählter  Aufgaben  der  praktischen  Geo- 
metrie zusammengestellt.  Schülern,  welche  einen  Cursusder  ebenen 
Geometrie  durchgemacht  haben,  wird  diese  Schrift  wegen  ihrer 
Deutlichkeit  und  Klarheit  mit  Nutzen  für  ihre  weitere  Ausbildung 
zum  eignen  Studium  in  die  Hände  gegeben  werden  können. 

Zwahr,  J.  G.,  die  Quadratur  des  Zirkels  auf  ihre  einfachen 
Grundregeln  zurückgeführt.  1  Tabelle  und  1  Holzschnitt.  Sparn- 
berg.   1843.    8.    10  ggr. 

Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  descriptiven  Georoe- 
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trie  von  Dr.  Bernhard  Gugler  (aus  dem  grossem  „Lehrbuch"  etc. 
des  Verladers  ausgehoben,  vorzugsweise  für  den  Gebrauch  der  Ge- 
werbeschulen).   Mit  2  kupfertafeln.  Nürnberg.  1844.  21  ggr. 

Die  Kegelschnitte  für  den  Gebrauch  in  Gymnasien  und  Real- 
schulen, bearbeitet  von  K.  H.  Schell  tisch,  Protess.  der  Mathematik 
und  Physik  am  Friedrieh  Wilhelms  -Gymnasium  in  Berlin-  8.  mit 
7  Fignrentafeln.   Berlin.    1843.    1  Thlr.  8  ggr. 


Praktische  Geometrie. 


Die  Geometrie  in  ihrer  Auwendung  auf  das  Gewerbe  der  Bau- 
bandwerker  für  Bau -Gewerbe*  und  Sonutagsscbulen  u.  s.  w. ,  vuu 
Dr.  Burgheim.    Minden  und  Leipzig.    1843.    8.    1  Thlr. 

I 

Jahn,  Dr.  G.  A.,  Berechnungstafeln  für  den  Inhalt  vierkantiger, 
walzen-  und  kegelförmiger  Hölzer  und  für  die  Kostenpreise  der- 
selben,   kl.  4.    Leipzig.    1843.    1  Thlr. 

Bergery,  C.  L.,  Geome'trie  des  courbes  appliquees  aux  arts. 
2  Mit.    In -8.    Paris.    1843.   0  fr. 

Symon,  Fr.  T.,  Vorlagen  zur  praktisch -mathematischen  Zeich- 
nungslehre.  Gründliche  Auweisung  zur  Selbsterlernuug  und  Hebung 
iin  geometrischen  Zeichnen,  als  Vorbereitung  zur  topographischen, 
Situations»,  Forlifikutions-,  tuktischen,  Artillerie-  und  Maschinen- 
Zeichnung  für  Geoineter,  Forstmänner,  Regiments-,  Gewerksscbu- 
len  und  undere  Urziehungs  •  Institute.  2  Hefte.  München.  1843. 
1  Thlr.  4  ggr. 

Fucbs,  Dr.,  Heber  den  Einfluss  der  Gestalt  des  Terrains  auf  die 
Resultate  barometrischer  und  trigonometrischer  Höbenmessung,  so 
wie  auf  die  Bestimmung  der  geographischen  Lage  eines  Punktes 
auf  der  Oberfläche  der  Krde.    8.    Wien.    1843.    12  ggr. 

Versuch  einer  neuen  Methode  zur  Bestimmung  der 
Polböhe  bei  geodätischen  Messungen.  Von  Job.  AugUBt 
Gruner t.    Leipzig.    1844.   8.    9  s;gr. 

Ich  beabsichtige  mit  dieser  kleinen  Schrift  dem  Geodäten  eine 
Metbode  zur  Bestimmung  der  Pulhöhe  oder  geographischen  Breite 
an  die  Hand  zu  geben,  mittelst  welcher  er  dieses  wichtige  Element 
bloss  mit  Hülfe  des  Instruments,  mit  welchem  er  Uberhaupt  alle 
seine  Messungen  ausführt,  nämlich  des  Azimutbaltbeodoliten ,  also 
namentlich  ganz  ohne  Ohr,  und  zugleich  ohne  Voraussetzung 
vieler  astronomischen  Kenntnisse  und  Fertigkeiten,  zu  bestimmen 
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im  Stande  igt.  Die  Fehler  dieser  Metbode  sind  i«  der  Schrift  einer 
sorgfältigen  analytischen  Untersuchung  unterworfen  worden.  Vor- 
züglich wünsche  ich,  dass  diese  Methode  vielleicht  Veranlassung 
geben  möge,  dass  künftig  öfter  als  bisher  auch  mit  kleinern  prak- 
tischen Messungen  Polhöbenbestimmungen  verbunden  werden ,  wo- 
durch, wie  es  mir  scheint,  der  Geographie  mancher  dankenswertbe^ 
wenn  auch  allerdings  hin  und  wieder  noch  spätere  Berichtigungen 
bedürfende  Beitrag  geliefert  werden  kaun.  G. 


Trigonometrie. 


Mazure  &  Bellinault',  Tables  trigonom^triques,  donnnnt  pour 
tous  les  au  gl  es  du  quart  de  cercle  calcules  de  cinq  minutes  cent^si- 
males  et  appliques  a  tuutes  les  bypotlnuses  possibles,  les  ainns, 
cosinus  ou  segmens  des  bnses  avec  des  dccimales  etc.  In  .8.  Mont- 
mirail.    1843.   6  fr. 


Mechanik. 


Treatise  on  Mecbanics,  by  S.  D.  Poisson.  Translated  frora  the 
Frencb,  and  elucidated  with  Explanatory  Notes  by  the  Rev.  H.  H. 
Harte.   2  »ols.   8.  with  8  Plates,  cloth.    London.    1843.   28  s. 


Praktische  Mechanik. 


Bresson,  Carl,  Lehrbuch  der  Mechanik  in  ihrer  Anwendung  auf 
die  physischen  Wissenschaften,  die  Künste  und  Gewerbe.  Aus  dem 
Franz.  3.  —  5.  Lief.  gr.  4.  Nebst  Ittb.  Tafeln  in  £  Fol.  Leipzig. 
1843.    a  Lief.    12  ggr.    M.  vergl.  Literar.  Ber.    No.  X.   S.  159. 

Poppe,  Dr.  Joh.  Heinr.  Mor.  v.,  Hofrath  und  Prof.  zu  Tübingen, 
die  praktische  Mechanik  und  Maschinenlehre  unserer  Zeit;  ein  fass- 
lich durgestelltes  Lehr-,  Lese-  und  Hülfsbuch  zum  Nutzen  und  Ver- 
gnügen Tür  alle  Stände.  Mit  190  Abbildungen  auf  24  Taf.  2.-4. 
Liet:  gr.  8.  Zürich.  1843.  1  Tblr.  18  ggr.  ( M.  vergl.  Literar. 
Bericht  No.  XIV.  S.  215. ) 
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Haindl,  S.,  die  Maschinenkunde  und  Mascbinenzeichnung.  4  Lief. 
(Schluss).  Text  irr.  4.  mit  Tafeln  in  Fol.  München.  1843.  5  Tblr. 
8  ggr.   (M.  vergl  Liter.  Bericht.    No.  III.   S.  57.) 

Deramc,  A.  V.,  der  praktische  Maschinenbauer.  14.  u.  15.  Lie- 
ferung. 8.  Mit  50  Tafeln  AbbiWnngcn  io  j-  Folio.  Quedlinburg. 
1843.   4  Tblr.  20  ggr.    (M.  vergl.  Liter.  Ber.    No.  XIV.    S.  215.) 

Tuffe,  A.,  Application  de  la  uecanique  aux  maehioea  le  plus  en 
usage,  mues  par  l'eau.  la  vapeur,  le  veut  et  loa  animaux,  et  ä  di- 
verses constructioos.    3  edit.   8.    Poris.    1843.    10  fr. 

*  •  * 

Hoffmann,  Ludw ,  Baumeister  in  Berlin,  die  Sagemühle  aiit  deo 
neuesten  Constructiouen ,  in  deo  Honptansicliteo ,  Profilen  und  ein-, 
zelneo  Theilen  nach  dem  Maasatabe  geaeicbnet  uud  beschrieben. 
Polio.    Leipzig.    1843.    1*  Tblr. 

Das  Eisenbahnwesen,  oder  Abbilduogen  uod  Beschreibungen 
von  den  vorzüglichsten  Dampf-,  Munition»-,  Transport-  und  Per- 
sonenwagen, von  Schienen,  Stühlen,  Drehscheiben,  Äuswciclt-  oder 
Radleukschieuen  und  sonstigen  Vorrichtungen  und  Maschinen,  die 
auf  den  Eisenbahnen  Englands,  Deutschlands,  Frankreichs,  Belgiens 
in  Anwendung  stehen.  Auf  Veranlassung  des  königl.  franz.  Mini- 
sterium» des  Handels  und  4er  öffentlichen  Arbeiten  herausgegeben 
von  Armetiguud  d.  A.,  Ingenieur  und  Professor  am  Conservatorium 
der  Künste  und  Gewerbe,  und  von  C.  Armengaud,  Zeichner  und 
Prof.  des  Maschinenwesens.  6te  Lieferung  oder  1s  Supplemenlbeft. 
In  Folio.    Weimar.    1843.  2  Thlr. 

Stabe):  Die  rollende  Kugel.  Ein  Bewegungssystem  als  Versach 
zu  einer  theilweisen  Ersparung  der  Damprkraft.  Deutsch  u.  fran- 
zösisch.   Mit  1  lithogr.  Tafel.    Bruno.    1843.    11  ggr. 


Optik. 


Geschichte  der  Optik,  vom  Ursprünge  dieser  Wis- 
senschaft bis  auf  die  gegenwärtige  Zeit,  v o n  Dr.  Emil 
Wilde,  Prof,  der  Mntheni.  und  Physik  am  Berlinischen 
Gymnasium  zum  grauen  Kloster.  Zweiter  Tb  eil.  Von 
Newton  bis  Euler.    Berlin.    1813.    8.    2  Thlr.   8  ggr. 

Der  vorliegende  zweite  Theil  dieses  Werks,  welches  wir  gleich 
bei  dem  Erscheinen  des  ersten  Theils  uU  ein  sehr  verdienstliches 
Unternehmen  hegrüsst  haben,  umfasst,  wie  auch  der  Titel  augiebt, 
den  Zeitraum  voo  Newton  bis  Euler,  und  schildert  insbesondere  auf 
eine  sehr  ansprechende  Weise  die  Verdienste,  welche  sich  Newtoo, 
Uuygens,  Mariotte,  Bouguer  und  l^amhert  —  die  letzteren  beiden 
vorzüglich  in  Bezug  auf  Photometrie  —  um  die  optischen  Wissenschaf- 
ten erworben  haben,  wobei  überall  von  dem  Verfasser  selbstständig 


Digitized  by  Google 


234 

bearbeitete  Auszüge  aus  den  Werken  dieser  berühmten  Männer  mit- 
getheilt  werden,  welches  besonders  sehr  verdienstlich  ist,  weil  man 
auf  diese  Weise  eine  sehr  deutliche  Anschauung  von  deren  wich- 
tigsten Entdeckungen  gewinnt,  und  das  vorliegende  Werk  in  ge- 
wisser Rücksicht  zugleich  den  Charakter  eines  ziemlich  vollständi- 
gen Lehrbuchs  der  Optik  annimmt.  Gegen  Göthe  hat  der  Verfasser, 
wie  es  Recht  war,  Newton  kräftig  in  Schutz  genommen.   Bei  Huy- 
gens  unterwirft  der  Verfasser  iu  diesem  Theile  bloss  dessen  Ver- 
dienste um  die  doppelte  Brechung,  die  Undulationstlieerie  und  die 
meteorologische  Optik  einer  ausführlichem  Betrachtung,  ohne  der 
„Dioptrica",  welche  noch  unserer  Ueberzeugung  auch  in  geo- 
metrischer Rücksicht  jetzt  immer  noch  sorgfältig  studirt  zu  werden 
verdient  und  der  „Co  nimcnturii  de  formandis  poliendisque 
vitris  ad  telescopia"  irgendwo  Erwähnung  zu  tbun,  auch  nicht 
unter  den  biographischen  Notizen.    Leider  ist  uns  der  erste  Tbeil 
des  vorliegenden  Werks  in  diesem  Augenblicke  nicht  zur  Hand,  so 
dass  wir  nicht  nachsehen  können,  was  der  Verfasser  etwa  dort  über 
die  genanoten  Werke  des  berühmten  holländischen  Geometers  ge- 
sagt hat.    Der  Schluos  dieses  zweiten  Theils  handelt  von  den  pfios- 
phorescirenden  Körpern.    Wir  empfehlen  diese  Geschichte  der  Optik 
wiederholt  insbesondere  allen  denen,  welche  den  Gebrauch  einer 
grössern  Bibliothek  entbehren  müssen,  und  sich,  ohne  auf  die  Quel- 
len selbst  zurückzugehen,  eine  hinreichende  Kenntnis«  von  der  Aus- 
bildung, welche  dieser  wichtige  und  so  kochst  inieressaute  Tbeil  der 
Mathematik  und  Physik  nach  und  nach  erhalten  hat,  verschütten 
wollen,  und  scheu  deren  weiteren  Fortsetzung  mit  Verlangen  ent- 
gegen. 

Die  Gesetze  der  Doppelbrechung  des  Lichts  in  com- 
primirten  oder  ungleichförmig  erwärmten  unkrystalli- 
uischeu  Körpern.  Eine  am  8.  November  1841  in  der  kö- 
niglichen Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  ge- 
lesene Abhandlung  von  F.  E.  Neumann,  Prof.  der  Physik 
zu  Königsberg.    Berlin.    1843.    4.    2  Thlr.  8  ggr. 

Der  wesentliche  Inhalt  dieser  wichtigen  Schrift  läs&t  sich  hier 
nur  ganz  in  der  Kürze  angeben.  Dieselbe  zerfällt  in  drei  Abschnitte. 
In  dem  ersten  Abschnitte  beschäftigt  sich  der  Verf.  mit  dem  Gesetze 
der  Doppelbrechung  des  Lichts  in  gleichförmig  dilatirten  oder 
comprimirten  unkrystallinischen  Körpern,  wobei  er  die  Dilation 
(oder  Contraktion)  eines  Körpers  dann  gleichförmig  nennt,  wenn 
dieselbe  an  jeder  Stelle  desselben  sowohl  io  Beziehung  auf  Rich- 
tung.als  Grösse  gleich  ist,  wiewohl  sie  in  den  verschiedenen  Rich- 
tungen verschieden  ist.    Im  zweiten  Abschnitte  werden  die  allge- 
meinen Formeln  für  die  Farben-Erscheinungen  entwickelt,  welche 
ein  ungleichförmig  dilatirter  Körper  uuter  deu  bekannten  Be- 
dingungen im  polarisirteu  Liebte  zeigt.    Diese  beiden  Abschnitte 
bilden  die  Grundlage  des  dritten  Abschnitts,  iu  welchem  der  Verf. 
die  Theorie  der  Farben  entwickelt,  welche  in  durchsichtigen  un- 
krystallinischen Körpern  im  polarisirten  Liebte  aus  der  ungleichen 
Temperatur- Verlheilung  entstehen. 

Lectures  on  Polarised  Light,  delivered  before  the  Pharmaceu- 
tical  Society  of  Great  Britein,  and  in  the  Medical  Scbool  of  the 
London  Hospital.  By  Jonathan  Pereira.  8.,  illustrated  by  above 
50  woodeuts.   cloth.   London.    1843.  .  5  sh.  6  d. 
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A  Manual  of  Perspective;  being  o  Fomiiinr  Explnnalion  of  the 
Science,  induding  the  Rules  necessary  for  tbe  correct  Representa- 
tion  of  Objects.  tbe  Principles  ot  Shadows,  Reflectious  io  Wut  er  etc. 
B.  J.  Wood.  Jan.  2  edit.  with  nddittons,  royal  8.  7  plates.  cl. 
London.    1843.   4  sb.  6  d. 


Astronomie. 


Himmel  und  Erde,  beschrieben  und  im  Modell  dargestellt  von 
F.  G.  L.  Gressler.    Vierte  Aufl.    Langensalza.    184%    8.   8  ggr. 

« 

Des  Herausgeber«  Schrift  über  eine  neue  Metbode  cur  Bestim- 
mung der  Pol bol.e  oder  geographischen  Breite  bei  praktischen  Mes- 
sungen s.  m.  unter  Praktische  Geometrie. 

De  di  Heren tia  meridianorum  ex  observatis  fear  um  occulta- 
tionibus  determinanda  dissertatio.  P.  P.  Christianus  Fr.  Liadman, 
Phil.  Mag.;  Resp.  Andreas  Wiemer.    Dpsaliae.   4.    1  Tafel. 

Ad  Theoriam  Cometarum  Additnmento.  P.  P.  Andr.  Jou.  Ang- 
ström, Phys.  Kxper.  Doc.  od  Obs.  Astron.  Holm.  Adj.;  Respp.  Daniel 
Uaquinus  Forssliera;,  Andreas  Nordenstum  et  Ahrähuious  Neusen, 
Upsaliae.   4.  1843. 

Die  Kiemente  der  Mechanik  des  Himmels,  auf  neuem 
Wege  ohne  Hülfe  höherer  Rechnungsarten  dargestellt 
von  August  Ferdinand  Möbius,  Prot,  der  Astronomie  tu 
Leipsig  u.  s.  w.    Leipzig.    1843.   8.   2  Tblr. 

lieber  diese  Schrift,  welche  wir  mit  besonderer  Freude  begrüsst 
haben,  glauben  wir  den  Lesern  des  Archivs  am  besten  mit  deu  fol- 
genden eignen  Worten  des  Verfassers  einen  kurzen  Bericht  erstat- 
ten zu  können.  ,.Die  vorliegende  Schrift  hat  die  fortschreitende 
Bewegung  der  Himmelskörper  und  die  Kräfte,  durch  welche  diese 
Bewegung  erzeugt  wird,  zu  ihrem  Gegenstände,  uud  behandelt 
somit  den  durch  Newton  begründeten  und  von  den  vorzüglichsten 
Mathematikern  und  Astronomen  der  spätem  Zeit  bis  in  dus  feinste 
Detail  ausgebildeten  Theil  der  Nnlurforschung.  Gewiss  war  es  je* 
derzeit  vielen  Freunden  der  Astronomie  und  der  Naturwissenschaf- 
ten wünschenswert b,  nicht  bloss  die  höchst  interessanten  Resultate 
dieser  UnterBuchungen,  sondern  auch  ihren  innern  Zusammenhang 
und  ihre  Entwickelung  ans  den  ersten  Principien ,  und  diese  Eut- 
wickelurrg  nicht  bloss  durch  eine  übersichtliche  Erläuterung,  son- 
dern streng  mathematisch  begründet,  kennen  su  lernen.  Allein  nur 
Wenigen  nnter  ihnen  war  es  möglich,  diesen  Wunsch  zu  befriedi- 
gen, weil  das  Studium  der  Werke,  in  denen  die  gedachten  For* 
schungen  niedergelegt  sind,  nicht  wenig  Zeit  und  beträchtliche 
Vorkenntnisse  aus  der  höheren  Analysis  erfordert,   leb  glaube  da- 
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her  vielen  einen  angenehmen  Dienst  zu  erweisen,  wenn  ich  ihnen 
in  dieser  Schrift  einen  Weg  zeige,  auf  welchen  sie,  ohne  andere 
Kenntnisse,  als  die,  welche  schon  auf  den  Schulen  erlernt  werden, 
zu  besitzen,  mit  den  Geheimnissen  der  planetarisch en  Bewegungen 
sich  in  Kurzem  vertraut  machen  können. 
Die  Schrift  zerfällt  in  vier  Abschnitte. 

Der  erste  enthält  die  zum  Verständnisse  des  Folgenden  erfor- 
derlichen Lehren  der  Dynamik,  und  dürfte  sich  von  den  bisherigen 
Dnrstellungsweisen  dieser  Wissenschaft  besonders  dadurch  unter- 
scheiden, dass  ich  mehr  als  gewöhnlich  nach  Veranschaulichung  der 
Begriffe  und  Sätze  mit  Hülfe  einfacher  geometrischer  Betrachtungen 
gestrebt  habe;  und  nächstdem  dadurch,  dnss  ich  die  in  der  Dyna- 
mik unentbehrlichen  Elemente  der  Differentialrechnung  so  weit,  als 
es  für  den  nächsten  Zweck  nötbig  war,  aus  dem  Begriffe  der  Be- 
wegung selbst  erst  entwickelt  und  sie  dem  gemäss  als  eine  Rechnung 
mit  den  Geschwindigkeiten  hingestellt  habe,  mit  denen  sich  von  der 
Zeit  abhängige  Grössen  ändern.  Bei  dieser  Darstellung  der  Dyna- 
mik spielt  besonders  die  gleich  zu  Anfange  behandelte  Lehre  von 
der  Zusammensetzung  gerader  Linien  eine  wichtige  Rolle.  Weil 
Geschwindigkeiten  und  Kräfte  ihrer  Richtung  und  Grösse  nach  als 
gerade  Linien  sich  darstellen  lassen,  so  ist  mit  der  Zusammen- 
setzung gerader  Linien  zugleich  die  von  Geschwindigkeiten  und 
Kräften  erklärt;  auch  die  Zusammensetzung  irgend  welcher  Bewe- 
gungen von  Punkten  wird  sehr  einfach  auf  die  von  geraden  Linien 
zurückgeführt;  späterhin  wird  auf  dieselbe  Lehre  die  Theorie  des 
Schwerpunktes  gegründet,  und  endlich  wird  eben  daraus  noch  die 
Zusammensetzung  ebener  Flächen  abgeleitet. 

Als  Vorbereitung  zu  der  Lehre  von  der  Plauetenhewegung  habe 
ich  am  Ende  des  ersten  Abschnittes  die  —  obwohl  nur  dem  Scheine 
nach  —  in  der  Astronomie  veraltete  und  verachtete  Theorie  ,der 
Epicyklen  wieder  ins  Leben  gerufen,  und,  wie  ich  glaube,  nicht 
ohne  guten  Erfolg. 

Im  zweiten  Abschnitte  werden  die  im  ersten  entwickelten  Grund* 
lehren  der  Dynamik  auf  den  nach  Kepler's  Gesetzen  geregelten 
Lauf  der  Planeten  um  die  Sonne  und  der  Nebenplaneten  um  ihre 
Haupt planeten  angewendet  und  die  Kräfte  bestimmt,  durch  welche 
diese  Bewegungen  hervorgebracht  werden.  Das  Newton'sche  Ge- 
setz der  allgemeinen  Anziehung  ist  das  endliche  Resultat  dieser 
Untersuchung.  Den  Beschluss  dieses  Abschnitts  bilden  die  drei  für 
jedes  System  sich  anziehender  oder  abstossender  Körper  geltenden 
Priocipien  der  Erhaltung  des  Schwerpunkts,  der  Flächen  und  der 
lebendigen  Kräfte. 

Die  noch  folgenden  zwei  Abschnitte  enthalten  den  interessan- 
testen Theil  der  physischen  Astronomie,  die  Theorie  der  Störungen 
oder  der  kleinen  von  den  Kepler'schen  Gesetzen  sich  zeigenden  und 
dadurch  erklärbaren  Abweichungen,  dass  jeder  Planet  nicht  bloss 
von  der  Sonne  und  jeder  Trabant  nicht  bloss  von  seinem  Haupt- 
planeten, sondern  zugleich  von  allen  übrigen  Körpern  des  Systems 
angezogen  wird.  Im  vierten  Abschnitte  werden  die  von  den  ersten 
Potenzen  der  störenden  Masse,  der  Kxcentricitäteo  und  der  Neigung 
abhängigen  Störungen,  welche  die  Planeten  auf  einander  ausüben, 
ganz  auf  dieselbe  Art,  wie  die  Störungen  des  Mondes  durch  die 
Sonne,  entwickelt,  nur  dass  ich  hier  nicht  länger  Anstand  genoin- 
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meu  habe,  von  der  Differentialrechnung  in  ihrer  gewöhnlichen  Form 
Gebrauch  zu  machen. 

In  einem  Anhange  Riad  zwei  Aufsätze  über  det  Theorem  La- 
graoge's  von  der  Unveränderliehkeit  der  grossen  Axen  und  über 
die  Berechnung  der  sogenannten  speziellen  Störungen  hinzugefügt 
worden." 

Gewiss  wird  diese  in  vielen  Beziehungen  ausgezeichnete  Schrift 
zur  weitern  Verbreitung  der  Lehren  'der  physischen  Astronomie  we- 
sentlich beitragen. 

L.  de  Gerin-Roze:  Manuel  du  navigatcur  anglais - francVis,  en 
Sparties.   Paris.    1843.  12fr. 


Physik. 


Frick,  Dr.  JM  Prof.  der  Naturlehre  zu  Freiburg,  Anfangsgründe 
der  Naturlehre.    Freiburg.    1843.    8.    \  Thlr. 

Die  Exfierimeotal-Physik.  Zum  Selbstunterrichte  für  Gebildete 
und  zum  Gebrauche  in  Real-  und  polytechnischen  Schulen.  Nach 
der  dritten  Auflage  des  Französischen  des  J.  Marcett  Prof.  an  der 
Akademie  zu  Genf,  übersetzt  von  G.  kissliug,  Professor,  Lehrer  der 
mathematischen  und  physikalischen  Wissenschuften  und  der  neueren 
Sprachen.  Mit  6  Tafeln  Figuren.  Lief.  5.  6.  gr.  8.  LudwigBburg. 
1&43.    12  gr.    (M.  vgl.  Liter.  Bericht.  No.  XIU.  S.  206.) 

Anfangsgründe  der  Physik.  Vom  Prof.  A.  v.  Ettings» 
hausen.  Erste  Lieferung.  Preis  des  ganzen  Werkes 
3  Thlr.  8  ggr. 

Wenngleich  nur  erst  die  erste  Lieferung  dieses  neuen  Lehr- 
buchs der  Physik  uns  vorliegt,  so  glauben  wir  doch  die  l<eset  des 
Archivs  schon  jetzt  auf  dasselbe  aufmerksam  machen  zu  müssen, 
insbesondere  wegen  der  grossen  Gründlichkeit,  mit  welcher  es 
augenscheinlich  bearbeitet  ist,  so  das»  kein  Satz,  wie  dies  wohl  in 
vielen  andern  physikalischen  Lehrbüchern  geschiebt,  ohne  Beweis 
hingestellt  wird,  wobei  der  Verf.  natürlich  einen  fortwährenden, 
jedoch  sich  nirgends  über  die  gewöhnlichen  Elemente  ersteckenden 
Gebrauch  von  den  Lehren  der  Mathematik  roncheu  musste,  was  je- 
denfalls im  höchsten  Grade  zu  loben  ist,  weil  nur  auf  diese  Wreise 
eine  Darstellung  der  Physik  möglich  wird,  die  mit  Recht  auf  den 
Namen  einer  streng  wissenschaftlichen  Anspruch  machen  kann, 
wenn  auch,  wie  dies  bei  dieser  bloss  die  elementaren  Lehren  der 
Mathematik  in  Anspruch  nehmenden  Art  des  Vortrags  nicht  anders 
sein  kann,  allerdings  manche  Sätze  für's  Erste  nur  in  aonäherungs- 
weiser  Richtigkeit  aufgestellt  werden  können.  Dass  aber  neben 
dieser  mehr  mathematischen  Seite  des  vorliegenden  Werks  auch 
die  rein  physikalischen  Lehren  keineswegs  in  den  Schatten  gestellt 
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worden  sind  und  werden  sollen,  zeigen  schon  die  drei  ersten  Haupt- 
stücke, welche  die  Grundichren  der  Chemie,  insbesondere  auch  der 
StÖchiometrie  enthalten ,  mit  hinreichender  Deutlichkeit.  Zugleich 
erweckt  dieses  Werk  einen  sehr  vortheil  haften  Begriff  von  der  ma- 
thematischen Vorbildung  der  Zuhörer  des  Verfassers.  Auf  vielen 
andern  deutschen  Universitäten  würde  man  freilich  sehr  bald  aar 
l<>ere  Bänke  vor  sich  sehen,  wenn  man  seinen  Vortrag  streng  an 
ein  solches  Lehrbuch  wie  das  vorliegende  anschiiessen  wollte.  Je- 
denfalls ist  übrigens,  wie  es  uns  wenigstens  immer  geschienen  hat. 
bei  dem  Vortrage  der  Physik  der  Gymnasiallehrer  gegen  den  Uni- 
versitätslehrer im  V  ortheil,  weil  ersterer  eine  bis  zu  einem  bestimm- 
ten Grade  gehende  mathematische  Vorbildung  seiner  Schüler  voraus- 
setzen und  verlangen  kann,  wenn  auch  freilich  biebei  immer  nach 
einige  nicht  leicht  zu  beseitigende  Hindernisse  übrig  bleiben*). 
Deshalb  sollte  aber  auch  der  physikalische  Unterricht  anf  Gymna- 
sien und  ähnlichen  höheren  Lehranstalten,  ohne  die  rein  physikali- 
sche Seite  zu  vernachlässigen ,  immer  vorzugsweise  die  mathemati- 
sche hervorzuheben  sich  angelegen  sein  hissen,  aus  welchem  Grunde 
wir  denn  das  vorliegende  Werk  der  Aufmerksamkeit  der  Lehrer 
an  den  genannten  Lehranstalten  glauben  empfehlen  zu  dürfen. 

Grundzüge  der  Experimentalphysik,  mit  Rücksicht 
auf  Chemie  und  Pharmacie,  zum  Gebrauche  bei  Vorle- 
sungen und  zum  Selbstunterrichte.  Von  Dr.  H.  Baff, 
Professor  an  der  Universität  zu  Giessen.  Mit  zahlrei- 
chen Holzschnitten  und  ausgeführten  Tafelo.  1.  Lief. 
8.    Heidelberg.    1843.    10  ggr. 

Dieses  Buch  bebt,  so  weit  sich  ans  dem  bis  jetzt  vorliegenden 
ersten  Hefte  urtheilen  läset,  mehr  die  experimentelle  als  die  mathe- 
matische Seite  der  Physik  heraus,  scheint  aber  seinem  aar  dem  Ti- 
tel angegebenen  speciellen  Zwecke  recht  wohl  zu  entsprechen.  Es 
ist  deutlich  verfasst  und  gute  Holzschnitte  und  Pigurentafeln  die- 
nen zur  Erläuterung.  Auch  die  am  Ende  beigefügten  Tafeln  zum 
Gebrauche  des  Physikers  und  Chemikers  sind  empfehlenswert h. 

Stein,  Tratte*  6l£mentaire  de  physique  a  la  portee  des  enfants, 
seconde  eVlition  revue,  corrig^e  et  augmeotee  de  notions  snr  l'onie 
et  sur  la  daguerreotypie.    In -18.    Itruxelles.    1843.    12  gxr. 

Lecturcs  on  the  Principles  and  Practjce  of  Phyeic,  delivered  at 
King's  College.  By  Thomas  Wntsor ,  AI.  D.  Fellow  of  the  Roval 
College  of  Physicians.   2  vols.   8.   clotb.    London.    1843.  34s. 

Fizyks.  Physik  von  Jozef  Zochowski.  Warschau. 
1842.    2  Thle.    Soll  ein  sehr  werthvolles  Bach  sein. 

Memoire  sur  les  phlnomeoes  que  präsente  une  masse 
liquide  libre  et  sonstraite  a  l'action  de  la  pesanteur, 
par  J.  Plateau,  Professeur  ä  l'universit^  de  Gnnd  ete. 
Premiere  partie.  (Extrait  du  Tome  XVI.  des  memoires 
de  TAcademie  royale  de  Bruxelles.)  4. 

Eine  sehr  lesenswerthe,  viele  schöne  nur  einfache  Apparate,  die 

•)  M.  s.  Literarischer  Bericht.  No.  VII.   S.  112. 
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sieh  ein  Jeder  leioht  wird  zusammenstellen  lassen  können,  erfor- 
dernde Experimente  enthaltende  Schrift,  die  wir  der  Aufmerksam- 
keit der  Physiker  empfehlen. 

Grandvoinet,  J.  A.,  Esquisse  d'une  theorie  des  phenomenes 
magnetiques.    Paris.  1843. 

» 

A  Course  of  twelve  Elementary  Lectores  on  Galvanism;  illu- 
strated  with  upwards  of  100  eogravibgs  of  Experiments  and  Appa- , 
ratus.    Bg.  W.  Sturgeoo.    12mo.    cloth.    London.    1843.    5  sh. 

Walker,  Manipulation  cMectrotvpique,  on  trafte*  de  galvanopla- 
stie.   2e  e*dit.    1&    Paris.   1843.    15  ggr. 

Praktische  Anweisung  zum  Dagoerreotypiren  zur  Erzeugnog 
schön  colorirter  Lichtbilder  nach  den  neuesten  Methoden.  Mit  Be- 
schreibung und  Abbildung  der  dazu  gehörigen  Apparate.  Nebst 
Andeutuugen  über  galvaoonlnstische  Versuche  im  Bereiche  der  Ua- 
guerreotypie.  2te  verbesserte  und  vermehrte  Auflage,  gr.  10.  uebst 
2  litb.  Tafein  in  4.    Leipzig.    1843.    12  ggr. 

A  Treatise  on  Photograpbj;  cootainiug  tbe  lateat  Discoveries 
arjd  Improvements  appertainiug  to  the  Daguerreotvne.  By  N.  P. 
Lerehonrs,  üptician  to  the  öbservatory.  Paris  etc.  Trantlated  from 
the  Freneb  by  Kgertoo.  Post  8.  with  Plate.  London.  1843.  7  & 
0  d. 

-  , 

Trafre*  de  cristallographie,  par  W-  H.  Miller,  traduit  de  Pan^lnis 
par  H.  de  Senarmont,  Ingenieur  des  Mines.  1  vol.  8.  Paris.  1842. 
avec  12  planches.    5  fr. 

Cours  complet  de  mlteorologie  de  L.  F.  Kaemts,  tradoit  et  oo- 
note*  par  Cb.  Martins,  avec  nn  appendicc  contenant  la  reprlsentation 
graphrnue  des  tahleanz  nuineViques,  par  L.  Laianne.  Mit  10  Tafeln, 
gr.  12.    Paris.    1843.    8  fr. 

*  ■  »  >  *  . 

Magnetische  nnd  meteorologische  Beobachtungen  zu  Prag,  in 
Verbindung  mit  mehreren  Mitarbeitern  ausgeführt  und  auf  ötientl. 
Kosten  herausgegeben  von  Karl  Kreil.  Adjuoct  an  der  k.  k.  Stern- 
warte. 3ter  Jahrg.  vom  1.  Augnst  1841  bis  31.  Juli  1842.  gr.  4. 
nebst  2  litb.  Tafeln  in  Fol.  Prag.  1843.  3  Thlr.  4  ggr.  (M.  s. 
Liter.  Bericht.   No.  X.   S.  164.) 

i 

■  '  ■ 

Lehrbuch  der  physikalischen  Geographie  und  Geologie  von  B. 
Studer,  Prof.  in  Bern.  LCap.,  enthaltend:  Die  Krde  im  Verhältnis» 
zur  Schwere.  Mit  eingedruckten  Abbildungen  und  4  Utk.  Tafeln, 
gr.  8.    Bern.    1843.    2  Thlr.  21  ggr. 

Nowak,  Dr.  AI.  Fr.  P.  Die  Lehre  vom  tellurischen  Dampfe  nnd 
von  der  Circulation  des  Wassers  unserer  Erde.  —  Ein  Schritt  vor- 
wärts in  der  Erkenntniss  unseres  Planeten.  Mit  einer  lith.  Tafel, 
gr.  8.   Prag.   1843.   2  thlr. 

Wunderbüchlein,  oder  enthüllte  Geheimnisse  aua  dem  Gebiete 
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der  Sympathie,  Naturlehre  und  natürlichen  Magie,  Mathematik,  Ge- 
werbskunde, Haas,  and  Landwirtschaft.  3te  Aufl.  12.  Ulm.  1843. 

6  S£r- 


Vermischte  Schriften. 


Transactiona  of  the  Royal  Irish  Academy.  Vol.  XIX.  part  2. 
sect.  "„Science".  Tho.  Romney  Robinson  on  the  Coostant  of  Re- 
fraction ,  determioed  by  Observatioes  with  the  Maral  Circle  of  the 
Armagh  Observatory.  —  Humphrey  Lloyd  Supplement  to  a  Paper  „ob 
the  niutua!  Action  of  Permanent  Magnets,  considercd  chiefly  in  re- 
ference  to  their  best  relative  position  in  an  Observatory".  —  George 
J.  Knox  Supplementarv  Keaearchea  on  the  Direction  and  Mode  "of 
Prnpagation  of  the  Electric  Force,  and  on  the  Sonrce  of  Electric 
Development.  —  Sir  Will.  Rowan  Hamilton:  On  Fluctuating.  — 
Derselbe:  Oo  Bqnation  of  the  Fifth  Degree;  and  esnecially  ou  a  cer- 
tain  System  of  Expression  connected  with  thosc  Equations,  wbich 
Prof.  iladano  lias  lately  propoaed.  Th.  Andrews:  Oo  the  Heat,  de- 
velopped  during  tbe  Combi oution  of  Acids  and  Bases.  —  Sir  D. 
Brewater:  On  the  Compensation  of  Polarized  Light,  with  the  De- 
scription  of  a  Polarimeter  for  Measuring  Degrees  of  Polarisation.  — 
Th.  Andrews:  On  ibe  Heat,  developped  doriog  tbe  Formation  of  the 
Mctallic  Compounds  of  Chlorine,  Bromine  and  Jodiae. 

Le  opere  di  Galileo  Galilei.  Prima  edizione  completa  condotta 
augli  auteotici  manoserftti  palatini.  Fireoze.  1843.  8.  Tomo  I.  e  II. 

7|  L. 

Diese  beiden  Bände  enthalten :  I.  Dialogo  intorno  ai  due  mas- 
si  ini  sistemi  del  mondo,  ptolemaico  e  coperuicano.  —  IL  Lettere 
intorno  al  sistema  copernicano.  Esercitazioni  filosoGche  di  d.  Ant. 
Kocco  contro  il  dialogo  dei  mass.  sistemi.  —  Pastille  di  Galilei  alle 
Esercitazioni  del  Rocco.  —  Discorso  di  Lodov.  Delle  Colombe  con- 
tro il  moto  della  terra.  —  Postille  di  Galilei  al  Discorso  di  Lodov. 
Delle  Colombe.  —  Discorso  a  mons.  Gino  intorno  al  flusso  e  re- 
flusso.   (M.  vergl.  Liter.  Bericht.    No.  XIII.   S.  208.) 

■  ' 

Physikalische  Abhandlungen  der  königl.  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin.  Aus  dem  Jahre  1843.  Berlin.  1843.  4.  4  Thlr. 
16  ggr.  —  Magnus,  Ueber  die  Ausdehnung  der  Gase  dareb  die 
Wärme,  mit  1  Kupfertafel.  —  Dove,  Ueber  Induction  durch  electro- 
magnetiaches  Eisen.  (Auszug  aus  verschiedenen,  in  den  Jahren 
1838,  1830,  1841  und  1842  gelesenen  Abbandlungen.)  Mit  1  Kuofer- 
tafel.  —  Weiss,  Ueber  das  Krystallsystem  des  Euklases.  Mit  einem 
Kupfer. 
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Arithmetik. 


Beba-eddin's  Essenz  der  Rechenkunst.  Arabisch 
und  deutsch  herausgegeben  von  Dr.  G.  H.  F.  Nessel  mann. 
Berlin.  1843.  8.  20  ggr. 

Der  Herausgeber  sagt  in  derVorrede:  „Beba  eddin  lebte  in 
der  spätesten  Blüthe  der  arabischen  Cultur,  sein  Werk  ist  gewis- 
aermaassen  der  letzte  Blick,  den  ein  Scheidender  auf  den  Glanz 
früherer  Jahre  zurückwirft,  um  davon  dem  Gedächtnisse  noch  zu 
erhalten,  was  sich  retten  lässt.  Insofern  ist  gegenwärtiges  Werk- 
chen interessant  für  die  Geschichte  der  Mathematik,  und  bildet  ein 
zweckdienliches  Seitenstück  zu  der  von  Friedrich  Rosen  heraus, 
gegebenen  Algebra  des  Mohammed  ben  Musa;  wenn  uns 
nämlich  der  letztgenannte  Mathematiker  die  Algebra  der  Araber  in 
den  ältesten  Zeiten  der  Literatur  dieses  Volkes  vor  die  Augen  führt, 
so  zeigt  uns  Beba-eddin's  Werk,  was  dieses  Volk  in  dem  Zeit, 
räume  von  achthundert  Jahren  aus  dieser  seiner  Pflegebefohlenen 
gemacht  hat;  wir  hahen  in  beiden  Werken  den  Anfang  und  das 
Ende  der  arabischen  Algebra  vor  Augen." 

Lehrbuch  der  allgemeinen  Arithmetik.  Zum  Ge- 
brauch für  Gymnasien  und  höhere  Bürgerschulen.  Von 
Dr.  J.  Fiedler,  Lehrer  am  königl.  kathol.  Gymnasium  zu 
Leob schütz:   Breslau.  1843.  8.  1  Thlr. 

Dieses  deutlich  geschriebene,  ziemlich  vollständige,  mit  einer 
grossen  Anzahl  von  Beispielen  versehene  Lehrbuch  enthält  auch 
manche  literarische  und  historische  Notizen. 

Tafeln  der  sechsstelligen  Logarithmen  für  die  Zah- 
len von  1  bis  100000,  für  die  Sinus  und  Tangenten  von 
Sekunde  zu  Sekunde  des  ersten  Grades,  und  für  die  Si- 
nus, Cosinus,  Tangenten  und  Cotangenteo  von  3  zu 
3  Sekunden  aller  Grade  des  Quadranten.  Entworfen  von 
Gustav  Adolph  Jahn.  Zwei  Tbeiie.  Leipzig.  1844.  4. 
B«d  IV.  22 
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Was  diese  Tafeln  leisten  giebt  ihr  Titel  vollständig  an.  Der 
Preis  von  1  Thlr.  4  ggr.  für  beide  Tbeile  ist  uogeucbtet  des  etwas 
grauen,  ober  ziemlich  starken  Papiers,  doch  sehr  massig  gestellt. 

Kulik,  Dr.  Jak.  Pbil.:  Lehrbuch  der  höheren  Analysis.  2te 
durchaus  umgearbeitete  AuBage.  2.  Bd.  Die  Integralrechnung  und 
die  analytische  Geometrie,  gr,  8.  Mit  5  Steintafeln  in  gr.  4,  Prag. 
1844.  1  Thlr.  16  ggr. 

Sammlung  ausgewählter  allgemeiner  Formeln,  Bei- 
spiele und  Aufgaben  aus  der  Ditferenzialrechuung  und 
deren  Anwendung  auf  Geometrie.  .Kiu  Httlfsbuch  für 
Lehrer  und  Schüler  an  höheren  Uoterrich  tsanatal  teo. 
Herausgegeben  von  Dr.  C.  H.  Schnuse.  Mit  einer  Figu- 
ren tafel.    Braunschweig.  1844.  8. 

Die  vorliegende  erste  Lieferung  ( Preis  16  ggr.  Das  Ganze 
soll  aus  zwei  Lieferungen  bestehen)  dieser  Beispielsaramlung  enthält 
Aufgaben  zu  folgenden  Kapiteln  der  Dift'ercnzialrechnung  und  deren 
Anwendung.  1.  Dift'erenzirung  algebraischer  Functionen.  A.  All- 
gemeine Formeln  (  welche  übrigens  für  alle  Arten  von  Functionen, 
nicht  bloss  für  die  algebraischen,  gelten),  B.  Wirklich  berechnete 
Beispiele.  C.  Uebuugsbcispiele.  II.  Uifferenzirung  exponentieller 
und  logaritlimischer  Functionen.  A.  Allgemeine  Formeln.  B.  Wirk- 
lich berechnete  Beispiele.  C.  Uebnng&beispiele.  III.  Differenzirung 
trigonometrischer  Functionen.  A.  Allgemeine  Formeln.  B.  Wirk- 
lich berechnete  Betspiele.  C.  Uebuncrsbeispiele.  IV.  Successive 
Differenzirungen.  V.  Elimination  der  konstanten,  der  irrationalen 
und  transcendenten  Functionen.  A.  Wirklich  berechnele  Beispiele. 
B.  Uebungsbeispiele.    VI.  Entwicklung  der  Functionen  in  Reihen. 

A.  Allgemeine  Formeln  (Tavlorsche  und  Maclaurinsche  Formel). 

B.  Wirklich  berechnete  Beispiele.  C.  Uebungsbeispiele.  VII.  Ver- 
tauschunff  der  unabhängigen  Veränderlichen.  A.  Allgemeine  For- 
meln. B.  Wirklich  berechnete  Beispiele.  C.  Uebungsbeispiele. 
VIII.  Bestimmung  des  wahren  Werthes  der  Functionen,  welche  un- 
ter einer  unbestimmten  Form  erscheinen.  A.  Allgemeine  Formeln. 
B.  Wirklich  berechnete  Beispiele.  C.  Uebungsbeispiele.  IX.  Ueber 
die  Maxima  und  Minima  der  Functionen  mit  einer  unabhängigen 
Veränderlichen.  A.  Wirklich  berechnete  Beispiele.  B.  Uebungs- 
beispiele.  X.  Tangenten.  XI.  Normalen.  XII.  Asymptoten.  XIII. 
Sinn  oder  Richtung  der  Krümmung.  XIV.  Krümmungskreis.  XV. 
Evoluten  nnd  Evolventen.  Dieser  ganze  geometrische  Tbeil  ist  in 
zwei  Abtheilungen,  nämlich  A.  Wirklich  berechnete  Aufgaben  und 
B.  Uebungsaufgaben  geiheilt. 

Hiernach  werden  die  Leser  des  Archivs  sich  selbst  ein  Urtheil 
über  Umfang  und  Anordnung  dieser  Aufgabensammlung,  so  weit 
dieselbe  in  der  ersten  Lieferung  jetzt  vorliegt,  bilden  können.  Be- 
sondere Kigcnthümlichkeiten  hat  diesefte  durchaus  nicht;  dessen  un- 
geachtet glauben  wir  dieselbe  immerhin  Lehrern  der  Differenzial- 
rechnung  zum  Gebrauch  empfehlen  zu  können,  weil  man  Bücher 
dieser  Art  beim  Unterrichte  eigentlich  nicht  genug  haben  kann,  und 
das  vorliegende  einen  ziemlichen  Reichtbum  im  Ganzen  zweckmässig 
gewählter  Aufgaben,  namentlich  auch  in  dem  geometrischen  Tbeile 
enthält.  Was  wir  freilich  in  derselben  gesucht  haben,  und  manche 
andere  Lehrer  der  Differenzialrechnung  mit  uns  in  ihr  soeben  wer- 
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den,  haben  wir  Jeider  nicht  gefunden.  Wir  suchten  nämlich  nach 
einer  recht  grossen  Anzahl  von  Beispielen  für  die  Bestimmung 
des  Restes  der  Taylor'scben  und  Maclaurin'scben  Reihe,  fanden 
aber  nicht  ein  einziges,  ja  nicht  einmal  eine  Erwähnung  dieses 
höchst  wichtigen  Gegenstände*,  und  eben  so  wenig  natürlich  die 
allgemeinen,  diese  Bestimmung  bezweckenden  Formeln.  Der  Ver- 
fasser hat  also  diese  Seite  in  der  neuern  Gestaltung  der  Theorie 
der  Differentialrechnung  ganz  unberücksichtigt  gelassen,  was  je- 
denfalls sehr  ladelnswerth  ist,  und  wie  nothwendig  und  wichtig  es 
ist,  die  Schüler  in  der  Bestimmung  der  Beste  der  beiden  genannten 
Reihen  so  vielfach  wie* möglich  zu  üben,  werden  gewiss  wahrhaft 
gründliche  Lehrer  der  Differenzinlrecbnung  schon  häufig  mit  uns 
gefühlt  haben.  Durch  Aufnahme  recht  fieler  sorgfältig  gewählter 
und  zum  Theil  wenigstens  vollständig  entwickelter  Beispiele  von 
der  erwähnten  Art  würde  der  Verfasser  eiuem  wesentlichen  Bedürf- 
nisse abgeholfen,  seinem  Buche  einen  bleibenden  Werth  gegeben, 
und  einen  Vorzug  vor  ollen  bereits  erschienenen  Schriften  ähnlicher 
Art  gesichert  haben. 


Geometrie. 


Vincent,  A.  J.  H. :  Cours  de  geom&rie  ellmentaire;  revu  con- 
jointement  par  l'aoteur  et  par  Bourdon.  Ouvrage  adopte"  par  Puni- 
veroittf.   5-  edition.    Paris.    1843.   7  fr. 

Sonnet,  H.:  Geometrie  the'orinue  et  pratique.  2«  Edition.  Pa- 
ris.   1843.   5  fr. 

Sammlung  von  Beispielen  aus  der  praktischen  Ste- 
reometrie für  Real-  und  Sonntngsgewerbachulen,  Von 
Johann  Leonhard  Wünsch.   Nördlingen.  1844.  8.  6  ggr. 

Enthält  ausser  einer  Sammlnng  stereumetrischer  Formeln  335, 
and  in  einem  Anhange  noch  160  Aufgaben  ohne  Auflösungen. 

Cours  de  Geometrie  descriptive.  Premiere  Partie. 
Du  peint,  de  la  droite  et  du  plan.  Par  M.  Theodore  Oli- 
vier.    Parts.    1844.   4.    Avec  Atlas  6  Thlr. 

Der  zweite  Theil  dieses  sehr  vollständigen,  alle  Empfehlung  zu 
verdienen  scheinenden  Lehrbuchs  wird  die  krummen  Linien  und 
Flächen  enthalten. 

Hamilton,  H.  P.:  An  Aoalytical  System  of  Conic  Sections,  dc- 
signed  for  tbe  use  of  Studcnts.  5th  edilion.  8vo.  Cambridge. 
1843.    10  sb.  6  d. 

Versuch  einer  Erweiterung  der  analytischen  Geome- 
trie auf  Grundlage  eines  neu  einzuführenden  Algorith- 
mus.   Von  Christian  Doppler.    (Aus  den  Abhandlungen 
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der  Königl.  Böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaf- 
ten.)  Prag.    1843.  4. 

Die  Anzeige  dieser  jedenfalls  sehr  zu  beachtenden  Schrift,  wel- 
che als  eine  weitere  Aasführung  des  früher  von  demselben  Uerra 
Verfasser  herausgegebenen  Versuchs  einer  analytischen  Be- 
handlung beliebig  begrenzter  und  zusammengesetzter 
Linien,  Flächen  und  Körper,  nebst  einer  Anwendung 
davon  auf  verschiedene  Probleme  der  Geometrie  de- 
scrintivc  und  Perspective.  Prag.  1839.  4.  betrachtet  wer- 
den kann,  ist  durch  zufällige  Umstände  verspätet  worden. 

Der  eigentlichen  Hauptgedanken,  sagt  der  Verf.  in  der  Vor- 
rede, die  sich  durch  das  ganze  vorliegende  Werk  in  innigster  Ver- 
knüpfung durchziehen,  und  die  gleichsam  die  Basis  unsers  neu  zu 
begründenden  Algorithmus  bilden,  sind  vier.  —  Der  erste  dieser 
vier  Begriffe  ist  jener  der  völlig  willkührlicheo,  von  der  Natur  und 
Beschaffenheit  der  Functionen  ganz  und  gar  unabhängigen  Begren- 
zung ^der  verschiedenen  Objecte  und  ihrer  analytischen  Repräsen- 
tanten.   Die  analytische  Geometrie  als  solche  bat  bekanntlich  bis- 
her bloss  unbegrenzte  oder  sich  selbst  begrenzende  Linien  und  Flä- 
chen zum  Gegenstande  ihrer  Untersuchungen  gemacht  und  alle  so- 
genannten discontinuirlichen.  alle  gebrochenen  oder  zusammenge- 
setzten Linien,  Figuren  und  Körper  davon  ausgeschlossen.  Berück- 
sichtigt man  aber,   dass  bei  Weitem  die  meisten  geometrischen 
Objecte,  die  uns  sowohl  in  der  Wissenschaft  als  im  praktischen 
Leben  fast  alltäglich  entgegentreten,  völlig  willkürlich  begrenzte, 
mannigfaltig  zusammengesetzte,  gerade  oder  krumme  gebrochene 
Linien,  Figuren,  Flächen  und  Körper  sind:  so  wird  man  wohl  ohne 
Bedenken  anerkennen  müssen,  dass  Betrachtungen,  welche  auch 
diese  wichtigen  geometrischen  Objecte  für  analytische  Behandlung 
zugänglich  zu  machen  beabsichtigen,  nicht  für  unnütze  mathemati- 
sche kSpeculationen  füglich  gehalten  werden  können.    Bei  Gelegen- 
heit der  dabei  angestellten  Voruntersuchungen  gelangt  man  noch 
nebenher  zu  dem  wichtigen  Resultate,  dass  man  bisher  zwei  wich- 
tige Klassen  von  geometrischen  Objecten  durch  Gleichungen  zu  re- 
präsentiren  ausser  Acht  liest.    Es  sind  dieses  nämlich  die  Flächen- 
und  Körperräume.  Man  hat  sich  unter  den  Gleichungen  der  entern 
jedoch  weder  die  Formeln  für  den  Flächeninhalt  zu  denken,  noch 
auch  beziehen  sich  jene  der  zweiten  auf  den  körperlichen  Inhalt 
eines  geometrischen  Objectes.    Sie  sind  vielmehr  die  allgemeinen 
Repräsentanten  für  sämmtlicbe  Punkte,  aus  denen  man  sich  sowohl 
die  Fläche  als  den  Körperraum  mit  Rücksicht  auf  ihre  bestimmte 
Begrenzung  zusammengesetzt  vorzustellen  pflegt.  —  Der  zweite  der 
vier  oben  erwähnten  Grundgedanken  ist  jener  der  .gleichzeitigen 
Darstellung  mehrerer  als  zusammengehörig  betrachteter  Punkte,  Li- 
nien, Figuren  u.  s.  w.,  d.  h.  ganzer  Systeme  von  geometrischen 
Objecten  mittelst  Gleichungen.  —  Der  dritte  unserer  Begriffe  ist 
jener  eines  absolut  unbeweglichen  und  unter  allen  Verbältnissen 
unveränderlichen  Coordinatensystems  sowohl  in  der  Ebene  wie  im 
Knume.  —  Der  vierte  der  erwähnten  Begriffe  ist  endlich  jener  der 
Formänderung  geometrischer  Objecte  oder  der  geometrischen  Me- 
tamorphose.   Die  Ideeo,  welche  den  Verf.  in  Bezug  auf  die  beiden 
letzten  Begriffe  geleitet  haben,  den  Lesern  mit  einiger  Deutlichkeit 
vor  die  Augen  zu  führen,  ist  ohne  tiefer  in  die  Sache  einzusehen 
nicht  wohl  möglich,  uod  wir  bemerken  daher  nur,  daaa  sich  der 
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Verf.  über  diesen  Gegenstand  8.  54.  auf  folgende  Weise  äussert: 
Sehr  häufig  kommt  man  in  die  L»ge,  mehrere  Punkte,  Linien,  Flä- 
chen, Figuren  und  . Körper  als  gleichzeitig  im  Coordinaten -Räume 
bestehend,  d.  h.  als  ein  System  betrachten  zu  müssen.  Im  Verlaufe 
der  weitern  Betrachtungen  stellt  sich  sodann  öfters  die  Notwen- 
digkeit ein,  entweder  die  Objecto  eines  Systems  gleichmässig  zu 
verleben,  und  ihnen  als  System  eine  andere  Stelle  im  Räume  an- 
zuweisen, oder  aber  nur  einzelne  aus  ihnen  oder  gar  nur  einzelne 
Tbeile  derselben,  oder  endlich  wohl  auch  alle,  jedoch  nicht  auf 
eine  gleichartige  Weise  ihre  Lage  ändern  zu  lassen.  Die  erstere 
Veränderung  werden  wir  schlechtweg  die  Ortsveränderung  oder 
Dislocation,  die  zweite  dagegen,  da  mit  ihr  in  der  That  eine  Form* 
änderung  wenigstens  des  Systems  verknöpft  ist,  die  Transformation 
nennen.  Sowohl  die  eine  als  die  andere  Veränderung  kann  an  ver- 
schiedenen Objecten  gedacht  und  mit  ihnen  vorgenommen  werden, 
ohne  auch  nur  im  Geringsten  eine  Aenderung  in  der  Lage  der 
Coordinaten  gegen  einander  und  zu  den  besagten  Ebenen  notwen- 
dig voraussetzen  zu  müssen.  Von  diesem  Standpunkte  aus  betrach- 
tet, halten  wir  es  für  eine  unabweisbare  Forderung  der  Consequenz, 
uns  jeder  curaulativen  Behaodlungsweise  der  beiden  so  heterogenen 
Probleme,  nämlich  jenes  der  Dislocation  und  der  ibr  verwandten 
Transhguration  einerseits,  und  der  Transformation  der  Coordinaten 
anderseits,  durchaus  und  in  jeder  Beziehung  strenge  zu  enthalten. 

Der  Grund-  und  Hauptgedanke,  aus  welchem  die  vorliegende 
Schrift  hervorgegangen  ist,  bleibt  nach  unserer  Ueberzeugung  im- 
mer dar:  auch  begränzte  geometrische  Objecte  einer  analytischen 
Behandlung  zu  unterwerfen;  und  in  dieser  Beziehung  fasst  sie  die 
Wissenschaft  allerdings  von  einer  neuen  Seite  auf,  die  man  bisher 
völlig  unbeachtet  gelassen  bat.  Die  übrigen  der  vier  von  dem  Verf. 
erwähnten  Begriffe  mussteu  aus  diesem  Hauptgedanken  von  selbst 
hervorgehen.  Möge  der  Schrift  die  Aufmerksamkeit,  welche  sie 
wegen  der  Neuheit  ihres  Inhalts  verdient,  zu  Tbeil,  und  der  in  ibr 
behandelte  Gegenstand  weiter  bearbeitet  werden,  wodurch  sich  ge- 
wiss noch  manche  Vereinfachungen  des  von  dem  scharfsinnigen 
Verl  eingeführten  neuen  Algorithmus  werden  auffinden  lassen,  und 
derselbe  am  besten  für  seine  Bemühungen,  der  analytischen  Geo- 
metrie eine  neue  Seite  abzugewinnen,  belohnt  werden  wird. 

In  No.  494.  der  astronomischen  Nachrichten  findet  sich  eine 
Abhandlung  des  Herrn  Observators  T.  Clausen  zu  Dorpat:  „De 
linearum  tertii  ordinis  proprietati bus,"  in  welcher  der 
Herr  Verfasser  einen  in  Neutons  Bnumeratio  linearum  ter- 
tii ordinis  vorkommenden  Satz,  von  dem  Chaslea  iu  seiner  Hi- 
Stoire  de  Geometrie  sagt,  dass  er  den  Beweis  vergeblich  ge- 
sucht habe,  beweist,  und  ausserdem  einige  andere  Sätze  mittlieilt. 

Ausserdem  stellt  der  Herr  Verfasser  ohne  Beweis  das  fol- 
gende Theorem  auf:  „Die  Anzahl  aller  Verbindungen  zu 
vier  einer  ungeraden  Anzahl  von  Punkten,  von  denen 
keine  drei  in  einer  geraden  Linie  liegen,  undvondenen. 
ein  Punkt  innerhalb  des  Dreiecks  liegt,  dessen  Spitzen 
von  den  übrigen  dreien  gebildet  werden,  ist  immer  ge- 
rade. 
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Trigonometrie. 


Köcher,  Fr.  A. :  Grundziige  der  ebenen  Trigonometrie.  Ein 
Leitfaden  beim  Unterricht,   gr.  8.   Breslau.    1843.  6  ggr. 


Praktische  Geometrie. 


Kompas  Polski.  Polnischer  Kompass,  oder  Instru- 
ment, das  die  Stelle  eines  gewöhnlichen  Kompasses, 
eines  Gnomonographs,  eines  tragbaren  Observatoriums 
und  eines  Instruments  zum  Zeichnen  von  Kegelschnitten 
vertritt.  Construirt  und  beschrieben  von  Wojciech  Ja- 
strz^bo  wski. 

Dieses  von  dem  Verfasser  bereits  1827  erfundene  und  durch 
öfteren  Gebrauch  als  zweckmässig  bestätigte  Instrument  scheint 
von  Interesse  für  die  Wissenschaft  (Aus  den  Jabrb.  für  Slav. 
Literatur.) 

Schenkl,  Dr.  Konr. :  Anleitung  zum  Feldmessen  ohne  mathe- 
matische Kenntnisse  durch  rein  praktisches  Verfahren;  zum  land- 
wirtschaftlichen Gebrauch,    gr.  4,    Brünn.    1844.   5  ggr. 

Lehmann,  J.  G.:  Die  Lehre  der  Situation -Zeichnung,  oder 
Anweisung  zum  richtigen  Erkennen  und  genauen  Abbilden  der  Erd* 
Oberfläche  in  Karten  und  Planen.  Herausgegeben  und  mit  Erläu- 
terungen verseben  von  R.  A.  Beeker  und  G.  A.  Fischer.  2  Theile. 
5te  unveränderte  Auflage.  Mit  25  Kupfertafeln  in  einem  Bande  (in 
Royal-Folio).   gr.  8.   Dresden  und  Leipzig.  1843.  cart.    10  Thlr. 

•  *  * 

TpHroROMenxpMHHaü  creMX«.  Trigonometrischer  Abriss  der  Gu- 
bernien  Petersburg,  Pskow,  Witehsk  und  eines  Theils  von  Nowgo- 
rod, vollzogen  von  Schubert.   Petersburg.    1842.   3  Bände. 


Mechanik. 


Perfecta  solutio  problematis  de  prineipio  virtualis 
celeritatis.    Auetore  Ferd.  Schweins,  Phil.  Doct.  magno 
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Dnei  Budaruin  u  consiliis  anlie,  Pr*f.  pubL  erd.  Heidel- 
bergae.    1843.   4.    16  gsr. 

Der  Verfasser  dieser  Abhandlung  beabsichtigt  in  derselben  nicht 
bloss  einen  neuen  Beweis  des  mechanischen  Princins,  welches  man 
gewöhnlich  das  Priacip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  nennt,  zu 
geben,  sondern  dasselbe  zugleich  auf  einen  neuen  Ausdruck  su  brio* 
gen ,  weil  ihm  der  gewöhnliche  der  so  nötbigen.  mathematischen 
Strenge  und  Evidenz  nicht  gehörig  zu  entsprechen  scheint.  Letz- 
teres sucht  er  vorzüglich  dadurch  zu  erreichen,  dass  er  mit  dem 
Ausdrucke  virtuelle  Geschwindigkeit  (p.  1.)  einen  von  dem  bisheri- 
gen verschiedenen  BegrilT  verbindet,  indem  er  durunter  die  den  hei 
einer  Drehung  des  Systems  von  dessen  einzelnen  Punkten  beschrie* 
benen  Kreisbogen  entsprechenden  (trigonometrischen)  Tangenten 
versteht,  und  überhaupt  nicht  sogenannte  unendlich  kleine  Drehun- 
gen, sondern  Drehungen  von  ganz  beliebiger  Grösse  betrachtet, 
welche  Andeutung  über  diesen  Punkt,  auf  den  es  uns  bei  der  von 
dem  Verf.  angestellten  Untersuchung  hauptsächlich  anzukommen 
scheint,  hier  genügen  muss.  Allerdings  gelangt  der  Verfasser  auf 
diese  Weise  mittelst  ganz  elementarer  Betrachtungen  zu  in  aller 
Strenge  gültigen  Sätzen  zwischen  endlichen  Grössen,  die  er  selbst 
p.  VIII.  iu  folgendem  Theoreme  zusammenfasse  Summa  produ- 
ctorum  e  viribus  in  suis  virtualibus  ce  1  eri tati bus  tarn 
in  piano  quam  in  spatio  aequalisest  momentorotationis 
totius  viriuin  systeinatis,  multiplicato  tangente  arguli, 
ui  a  vectoribus  desertbitur.  So  verdienstlich  uns  nun  auch 
ie  übrigens  ganz  elementaren  Untersuchungen  des  Verfassers  von 
dieser  Seite  scheinen,  und  ho  sehr  wir  deshalb  die  Schrift. zu  wei- 
terer Beachtung  empfehlen ,  so  lässt  sich  doch  aus  dem  bis  jetzt 
Mitgetbeilten  nicht  mit  Sicherheit  übersehen,  in  wie  fern  die  von 
dem  Verfasser  aufgestellten  Sätze  mit  derselben  ungemeinen  Leich- 
tigkeit  zur  Kntuickelung  der  Lehren  der  ganzen  Mechanik  ge- 
braucht werden  könuen,  wie  das  Princip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten in  seiner  gewöhnlichen  Gestalt;  und  gerade  diese  grosse 
Fruchtbarkeit  der  Auweudung  wird  nach  unserer  Meinung  dem  ge- 
nannten Princip  immer  seine  hohe  Wichtigkeit  für  die  ganze  Wis- 
senschaft sichern.  Auch  wir  selbst  hoben  in  einer  früheren  Ab- 
handlung (Beiträge  zur  reinen  und  angewandten  Mathe- 
mathik.  Zweiter  Theil.  Brandenburg.  1840.  4.  8.  225.) 
für  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  einen  völlig  evi- 
denten Beweis  zu  geben,  und  dasselbe  zugleich  auf  einen  völlig 
strengen  Ausdruck  zu  bringen  versucht,  hauen  Letzteres  aber  auf 
einem  andern  Wege  als  der  Verfasser  zu  erreichen  gestrebt,  indem 
wir  nämlich  dieses  Princip  als  eiue  Gleichung  zwischen  den  Grän- 
zeu  gewisser  Grössen  dargestellt  haben,  wodurch,  wie  es  uns 
scheint,  der  Strenge  nichts  vergeben,  die  wirkliche  Natur  des  Ge- 
genstandes nicht  aus  dem  Auge  verloren  wird,  und  dem  Principe 
die  grosse  Fruchtbarkeit  seiner  Anwendung,  worauf  hierbei  zuletzt 
Alles  ankommen  dürfte,  völlig  gesichert  bleibt.  Indess  hat  der  Ver- 
fasser selbst  am  Ende  seiner  Abhandlung,  die  ja  überhaupt  nur  den 
Inhalt  eines  Programms  zu  einer  akademischen  Feierlichkeit  bildet, 
mit  derselben  seine  Untersuchungen  über  des  Princip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  keinesweges  als  abgeschlossen  betrachtet,  und 
wir  dürfen  daher  weitern  Arbeiten  aus  seiner  Feder  über  diesen 
wichtigen  Gegenstand  entgegensehen,  in  deneu  wir  ihn  uns  na- 


248 

mentlieb  die  Anwendung  der  tob  ihm  aufgestellten  Sitse  sar  mos- 
4icbst  einfachen  und  leichten  Entwickelt»»;  der  Lehren  der  Mecba- 

iL.  5?    1WOr  ZU^c^8t  U°d  "«»tf"*       Herleituog  der  bekann, 
ten  allgemeinen  Bed.ngungsgleichungen  des  Gleichgewichts  eines 
beliebigen  Systems  aus  denselben,  zu  welchen  bekanntlich  das  Prin- 
cip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  so  leicht  führt  (m.  «.  „  A 
Ettinghausens  höhere  Mechanik),  zu  zeigen  bitten.  G. 

a^i?"0'  £!  LBeB>erk»ng«n  »her  den  Einflute  der  Umdrehan?  der 

ünxnlWI^T-,°T  .Bal,B>  A,l^meiMn»  *o  ^e  über  die 

Unzulang  ichkeit  der  desfallsigen  Untersuchungen  des  Herrn  Pois- 
son  in.  Besondere.   4.    Berlin.    1844.    geh.  f  Tblr.  12  ggr 


Praktische  Mechanik. 

^alzenbei 


.in,  £u,zenbe/S»  W.:  Vorträge  über  Maschinenbau.  Im  Auftrage 
des  Hnanzm.nisteni  für  den  Üoterricht  in  der  Königl.  Alleemeinfn 

Gewerbe.lnstitut  bearbeitet.  ^Berlin 

Experimentalontersnchungen  über  die  Gesetze  Hp. 

min  eDo°utd\8Kder  >on  Colon"  D.«k" 

4  Vi*«* BtJ "CJ h /»«'«"«gegeben  von  Dr.  H.  C.  Scbnnse.  Mit 
«  rigurentafeln.    Braunschweig.    1844.   8.    1  Thlr.  12  irjrr 
i**.*        i     °  v,e,e1°.ücbersetsungen  ausländischer  Werke,  die 
iintn  er8kche,0.eDk'.  8chein'  uns  die  Verpflanzung  der  vorliegenden 
einen  sehr  wichtigen  praktischen  Gegenstand,  den  in  neuerer 

SÄLl/l^lL^'r1 » »5l<*12?  GtiMltocbsilSBD  zu  Preisaufgaben  ge- 
wählt  haben  betreffende« i  Schrift,  welche  denselben  seh?  vollstän- 

t?n  -if  ff      l?-  D:Ctt."°88La,,e  «««teilten  üntersuchon- 

SeHr?»  V  Kfit  k  bCDUt2t'  80ndern  aach  «"  *W 

d  en  lieb  zTseiu"  S"1"'       deUtM,,en  Bode°  ™*  "r- 


Astronomie. 


ListoÄi  v/PI?,erli  kÄA"uCr,icJ,fr  M»th«"»««ker.  Denkschrift  des 
Je«  I  ?1H  "     xv'D8        ^"Pfe^  und  von  Regensburg.  Mit  Kepp. 

5S*  »51?  derHMd»cb^  *  ^1 
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In  den  Jahrbüchern  fiir  Slav.  Literatur  befiodet  sich  eis  Auf- 
satz unter  dem  Titel:  Kopernik  gehört  nicht  in  die  Wal- 
halla. 

Geschichte  der  Astronomie  vom  Anfange  des  neun- 
zehnten Jahrhunderts  bis  zu  Ende  des  Jahres  1842,  von 
G.  A.  Jahn.  Erster  Band.  Leipzig  1844.  8.  Beide  Bände 
4  Thlr. 

.  Der  Verfasser  hat  in  diesem  Werke,  dessen  erster  die  vier 
neuen  Planeten,  die  filtern  Planeten,  die  Sonne,  die  achtzehn  Ne- 
benplaneten und  die  Kometen  betreffender  Band  uns  jedoch  für  jetzt 
nur  vorliest,  eine  Aufzählung  alles  dessen  geliefert,  was  in  dem 
auf  dem  Titel  genannten  Zeiträume  in  der  Astronomie  geleistet 
worden  ist,  und  wir  haben  in  dieser  Beziehung  nichts  Wesentliches 
vermisst,  so  viel  sich  aus  einer  für  jetzt  natürlich  nur  fluchtigen 
Durchsicht  urtheilen  lässt,  glauben  dasselbe  daher  auch  allen  deueu, 
welche  sich,  ohne  eine  grössere  Bibliothek,  benutzen  zu  können, 
mit  dem  grossen  Aufschwungs,  den  die  Astronomie  in  dem  gegen- 
wärtigen Jahrhunderte  genommen  hat,  auf  bequeme  Weise  in  mög- 
lichst kurzer  Zeit  bekannt  machen  wollen,  aus  Üeberzeuguog  em- 
pfehlen zu  dürfen.  Bei  Weitem  die  meiste  Ausheute  haben  dem 
Verfasser,  wie  der  flüchtigste  Blick  auf  jede  Seite  lehrt,  die  astro- 
nomischen Nachrichten  geliefert,  und  die  grosse  wissenschaftliche 
Bedeutung  dieser  Zeitschrift,  die  in  ähnlicher  Weise  keine  andere 
Nation  aufzuweisen  im  Stande  ist,  und  die  langst  gehegte  hohe 
Achtung  vor  dem  würdigen  Herausgeber  derselben,  ist  uns  bei  der 
Leetüre  des  vorliegenden  Werks  wieder  recht  lebhaft  vor  die  Seele 

fetreten.  Duss  man  dabei  aber  auch  der  monatlichen  Correspou- 
enz,  der  Zeitschrift  für  Astronomie  und  verwandte  Wissenschaften, 
der  correspondance  astronomique,  die  sämmtlich  nur  von  Deutschen 
redigirt  wurden,  und  des  astronomischen  Jahrbuchs,  das  in  seinen 
Anhängen,  wenigstens  in  den  frühern  Jahrgängen,  auch  den  Cha- 
rakter einer  Zeitschrift  hatte,  nie  vergessen  darf  und  in  keiner 
Epoche  der  weitern  Kntwickelung  der  Wissenschaft  vergessen  wird, 
zeigt  das  vorliegende  Werk,  dessen  zweitem  Bande,  der  wahr- 
scheinlich vorzugsweise  die  Fixsterne  und  die  mehr  praktische  Seite 
der  Wissenschaft,  uhmlich  die  neueren  so  vervielfachten  Methoden 
zur  Bestimmung  der  Polhöhe,  der  Länge  und  der  Zeit,  die  Grad- 
messungen, die  Theorie  der  Refraction  u.  dgl.  betreffen  wird,  wir 
mit  Verlangen  entgegen  sehen,  ebenfalls  auf  das  Deutlichste,  lu 
der  mit  grosser  Bescheidenheit  geschriebenen  Vorrede  bezeichnet 
der  Verfasser  selbst  sein  Buch  sehr  richtig  weniger  als  eine  Ge- 
schichte der  Wissenschaft  in  eigentlich  strengem  Sinne,  sondern 
mehr  als  ein  möglichst  vollständiges  Repertorium,  und  gerade  in 
diesem  Sinne  wünschen  wir  auch  unsere  obige  Empfehlung  von  den 
Lesern  des  Archivs  vorzugsweise  aufgefasst  zu  sehen.  Dass  der 
Verfasser  hauptsächlich  die  Arbeiten  deutscher  Astronomen  berück- 
sichtigte uod  berücksichtigen  musste,  ist  ganz  in  der  Natur  der 
Sache  begründet 

Nürnberger,  Dr.  Jos.  Emil.:  Populäres  astronomisches  Band- 
wörterbuch, oder  Versuch  einer  Erklärung  der  vornehmsten  Begriffe 
und  Kunstwörter  der  Astronomie  u.  s.  w.  3s  Heft.  gr.  8.  Mit 
1  Figorentafel  und  2  Karten.   Kempten.   1843.   geb.  12  ggr. 
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Pontecoulant,  G.  de:  Theorie  analytique  tIu  Systeme  du  monde, 
Tome  JV.   1  livr.   8.   Poris.  1843. 

» 

Bremiker,  C. :  Verzeichnis*  der  von  ßradley,  Piazzi,  Lalandt* 
und  Beseel  beobochteten  Sterne.  Academ.  Sternkarten.  Zone  XIII. 
Uhr.  Blatt  14  und  Zone  XVI.  Ubr.  Blatt  17.  Fol.  (in  Comn.). 
Berlin.   1843.   2  Thlr. 

Graphische  Darstellung'  des  Laufes  derPlaneten  und 
Kometen  für  da§  Jahr  1844,  nebst  ausführlicher  Anlei- 
tung zu  deren  Gebrauche  für  Freunde  und  Lehrer  der 
Himmelskunde.  Entworfen  von  J.  S.  Seblimbacb.  Ham- 
borg  und  Gotha.    1843.    12  ggr. 

Besteht  aus  fünf  Tafeln  und  scheint  Liebhabern  der  beschauen- 
den Astronomie  zu  empfehlen  zu  sein. 

► 

'  Groening,  Alb.  de:  qnaestiones  et  controversiae  de  die  interea- 
lori.   4to.   Goettingae.    1843.    12  ggr. 

Naturwissenschaftlich -astro  no  ni  isebes  Jahrbuch  für 
physische  und  naturhistorische  Himme Isforscher  und 
Geologen  mit  den  für  das  Jahr  1845  vorausbestiininte  n 
Erscheinungen  am  Himmel.  Herausgegeben  von  Fr. 
v.  P.  Gruitbuiseo.  Sechstes  Jahr.  Stuttgart.  1843.  8. 
2  Thlr.  18  ggr. 

Auch  dieser  Jahrgang  des  naturwissenscbuftlich-astronomissben 
Jahrbuchs,  in  welchem  die  Einrichtung  der  frühem  Jahrgänge  un- 
verändert beibehalten  worden  ist,  fährt  in  seiner  Richtung  Ver- 
dienstliches zu  leisten  fürt,  enthält  wieder  eine  grosse  Menge  oll- 
gemein  interessanter  naturwissenschaftlicher  Notizen,  una  Ter- 
schmäht  es  zugleich  auch  nicht,  die  streng  genommen  nicht  auf 
seinem  Wege  liegenden  wichtigem  neuern  Arbeiten  in  der  mathe- 
matischen Astronomie  zu  besprechen,  so  wie  denn  die  sich  nicht 
häutig  lindende  Verbindung  hinreichender  mathematischer  Kennt- 
nisse mit  sehr  ausgebreiteten  naturwissenschaftlichen ,  namentlich 
auch  naturhistorischen  Kenntnissen  dem  Herausgeber  bei  der  Bear- 
beitung dieses  Jahrbuchs  gewiss  sehr  zu  Statten  kommt.  Möge 
daher  das  Jahrbuch  fortfuhren,  die  Richtung  in  der  Bearbeitung 
der  Astronomie,  die  es  zu  vertreten  sich  uuu  einmal  vorgenommen 
hat,  auch  fernerhin  zu  vertreten. 

Schriften  der  Sternwarte  Seeberg.  Ermittelung  der 
absoluten  Störungen  in  Ellipsen  von  beliebiger  Exces- 
tricität  und  Neigung.  Von  P.  A.  Hausen,  Director  der 
Sternwarte  Seeberg.  Erster  Theil,  welcher  als  Beispiel 
die  Berechnung  der  absoluten,  vom  Saturn  erzeugtes 
Störungen  des  Enckescheu  Kometen  enthält.  Gotha. 
1843.   4.   3  Thlr.  8  ggr. 

Diese  für  physische  Astronomie  höchst  wichtige  Schrift  enthalt 
vorzüglich  in  f.  IV.  auch  verschiedene  für  die  Integralrechnung 
wichtige  Untersuchungen,  insbesondere  über  eine  eigne  Art  von 
Transcendenten,  welche  der  Verfasser  durch  I'i  beseiebnet.  Ent- 
wickelt mau  nämlich,  wenn  e  wie  gewöhnlich  die  Basis  der  na- 
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.  ■ 

tarlichen  Logarithmen  bezeichnet,  nnd  er-A<*-~>  in  Reihen, 

so  erhält  man 

«i<*-j)  =  /»j  ■+■  /"i*  +  fiar*  +  V»**«  ■+■  .... 

•••• 

uud 

I 

woran«  die  Entstehung  der  in  Rede  stehenden  Tranacendenten,  nnd 
die  Art,  wie  dieselben  zu  definireo  sein  dürften,  erhellet  Der  Ver- 
fasser findet  folgende  Reihen:  < 


2*. 3. 4. 5  2». 3». 4. 5. 6 

U.  8.  W. 


.  •  • 


Anf  S.  101.  giebt  derselbe  die  Gleichung 

1  =  (I^)*  +  W     2(/»A)«  -4-  2(/»Ä)»  -T-  . .  • . 
und  auf  S.  105.  wird  gezeigt,  dass  für  ein  ungerades  « 

^  o 

und  für  ein  gerades  i  , 

J'l  =  ^f^^V~l- dttX  cos  irr/.* 

r 

ist,  woraus  dann  ferner  die  bemerk  enswerthe  für  jedes  ungerade 
und  gerade  •  geltende  Gleichung 

gefolgert  wird.   Für  i  =  0  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden 
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oder,  wenn  statt  der  imaginären  Exponent wlgrosse  ihr  Ausdruck 
durch  Sinus  und  Cosinus  eingeführt  wird: 

/o^=^/rco8^Bin^>^ 

Auf  S.  107.  giebt  der  Verfasser  die  folgenden  Reihen: 

I*n  =  Wj)*  -  2(7^»  H-  -  2(7'^  -f-  

Pn  =  27Vl  -  27' ^'i  —  27«A74A 

und 

7°n  =  -  1  -f.  2(7**)'  -f-  4(7' -f-  HI\)>  -f-  

7»n  =  1  —  4(7« i)*  —  4(7' i)»  -  4(7' j)*  - . . . . , 

welche  letztere  Gleichungen  au»  den  beiden  vorhergehenden  mit 
Hülfe  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichung 

1  =  (7°A)«  -4-2(7^)»  -r-  2(7»i)»  -f-  2(7«^)»  +  . . . . 

abgeleitet  werben.  Auf  S.  109.  und  S.  1 10.  findet  man  die  beiner. 
kenswertheo  Dificreutialformeln 

1 

zLA  — .  o/i , 

dl  —       '  A» 

- 

nnd  die  sich  hieraus  ergebende  Differentialgleichung 

~öu*      T '  ~5a  "*~     * =  » 

uud  am  Ende  des  Werks  sind  Tafeln  für  diese  Transcendenten  ge- 
geben. Ausser  den  vorher  namhaft  gemachten  Relationen  finden 
sich  noch  manche  andere  bemerkenswert  he  Ausdrücke,  die  sieb 
aber  hier  natürlich  nicht  alle  niittheilen  lassen.  Jedenfalls  scheinen 
diese  Transcendenten  einer  ausführlichen  Untersuchung  sehr  wert« 
zu  sein,  zu  welcher  wir  wohl  die  Leser  des  Archivs  auffordern 
möchten,  da  der  Verfasser  des  vorliegenden  wichtigen  Werks,  wie 
er  selbst  S.  10.  sagt,  nur  das  auf  seinen  nächsten  Zweck  Bezüg- 
liche in  demselben  entwickelt  hat. 
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Physik. 


Mossotti,  0.  F.:  Lezioni  elementar!  di  fisica  matematica,  datc 
ncir  universitä  di  Corfu  1840  —  41.  Tomo  I.  Florenz.  1843.  ÖL. 
72  Cent. 

In  Nummer  52.  des  Jahrgangs  1843.  Seite  820  —  837  der 
Heidelberger  Jahrbücher  hat  Herr  Professor  Gerling  zu  Mar- 
bürg  eine  Recension  aber  F.  von  Driebergs  höchst  seltsame 
Schrift:'  Beweisführung,  das«  die  Lehre  der  neuern  Phy- 
siker von  dem  Drucke  des  Wassers  und  der  Luft 
falsch  ist,  nebst  dem  Versuche,  die  Erscheinungen  an 
flüssigen  Körpern  ohne  atmosphärischen  Luftdruck  zu 
erklären.  Mit  einer  Tafel  Abbildungen.  Zweite  Auf* 
läge.  Tausend  Ducaten  dem,  der  es  vermag,  des  Ver- 
fassers Beweise  zu  widerlegen.  Berlin.  1843.  8.  gelie- 
fert, welche  wir  vorzüglich  wegen  mancher  in  derselben  vorkom- 
mender, den  pbysikalischep  Unterricht  betreffender  Bemerkungen,  die 
augenscheinlich  aus  vieljähriger  Erfahrung  geschöpft  sind,  für  Leh- 
rer der  Physik  lehrreich  halten,  und  deshalb  besonders  auf  dieselbe 
aufmerksam  machen.  Dass  Herr  v.  Drieberg  gern  den  alten  Horror 
vacui  wieder  heraufbeschwören  möchte,  ist  eine  Erscheinung,  die 
vielleicht  mit  gewissen  allgemeinern  Zeitrichtungen  in  einiger  Ver- 
binduog  steht.   Sapienli  sat! 


Nouvelles  Annales  de  Matblmatiques.  Journal  des 
candidats  aux  Icoles  pely tecbninue  et  normale.  Rldige* 
par  MM.  Tcrquem,  Officier  de  l'Uaiversitl,  Docteur  es 
sciences,  Professeur  aux  Ecoles  royales  d'artillerie  et 
Gerono,    Professeur  de  Mathämatiques.    Paris.  8. 

Von  diesem  neuen  mathematischen  Journal,  welches  in  monat- 
lichen Heften  herauskommt  und,  wie  sich  auch  schon  aus  dem  Titel 
entnehmen  lässt,  fast  nur  allein  die  weitere  Ausbildung  der  elemen- 
meotoren  Theile  zum  Zwecke  hat,  und  dabei  zugleich  die  Bedürf- 
nisse des  Elementarunterrichts  zu  berücksichtigen  sucht,  sind  bis 
jetzt  zwei  Bände  (1842  und  1843)  erschienen.   Dass  dessen  Inhalt 


aus  ihm  in  demselben  alles  vorzüglich  Wissenswerthe  mitgetbeilt 
werden  wird,  versteht  sich  von  selbst.  Namentlich  dürfte  der  Arti- 
.  kel  Debungsaufgaben  aus  demselben  künftig  bereichert  werden 


den.    Das  Meiste  betrifft  die  Elemente  der  analytischen  <f..B.e- 


Vermischte  Schriften. 


von  jetzt  an  in  dem  Archive 
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trie  und  deren  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Linien  des  zweiten 
Grades/ 

* 

The  Cambridge  mathematical  JournaUNo.  XIX.  No- 
verober.  1843.  I.  Od  the  evaluation  of  deficite  multiple  integral». 
Bv  R.  L.  Kllis.  II.  On  the  equations  of  motion  of  rotation.  By 
Andrew  Belt.  HI.  Oo  a  method  of  finding  the  greatest  common 
measure  of  two  polynomials.  By  A.  Q.  G.  Craufurd.  IV.  On  tbe 
symmetrical  investigation  of  points  of  inflection.  By  W.  Walton. 
V.  Demonstration  ot  PascaPs  tbeorem.  By  A.  Caylay.  VI.  On  tbe 
traosformatioo  of  multiple  Integrals.  By  G.  Boole.  VII.  On  tbe 
motion  of  a  piaton  and  of  the  air  in  a  cylioder.  By  G.  G.  Sto- 
kes.  VIII.  On  the  equations  of  the  motion  of  heat  referred  to 
curvilinear  coordinatei.  IX.  Of  asymptotes  to  olgebraic  curves. 
Bv  D.  F.  Gregory.  X.  Mathematical  notes.  1.  |f  a  plane  passes 
througb  any  point  of  a  surface,  and  makes  any  function  of  the 
intercepts  it  cuts  of  from  the  axes,  a  maximum  or  a  minimum 
when  it  touches  the  surface,  thia  maximum  or  minimum  vatue  is 
constant  for  all  points  of  tbe  surface;  and,  conversely,  if  for  every 
point  of  a  surface,  a  given  function  of  the  intercepts  of  the  tan- 
gcnt  plane  is  constant,  Ibis  functioo  is,  with  reference  to  any  Sin- 
gle poiut  of  the  surface,  a  maximum  or  minimum  for  the  tangent 
plane.   2.  To  find  tbe  value  of 

t 

 fi*x  .  /*» 

when  =       =  a. 


Rendiconto  delle  adunanze  e  de'  lavori  delP  uccade- 
roia  delle  scienze,  sezione  della  societa  reale  borbonica 
di  Napoli.   Tomo  I.    Napoli.    1842.  4. 

Es  ist  sehr  erfreulich,  dass  nach  Art  mehrerer  anderer  Akade- 
mien der  Wissenschaften  nun  auch  die  Societa  reale  borbonica  zu 
Neapel  über  ihre  Arbeiten  einen  regelmässigen  Beriebt  zu  erstatten 
angefangen  hat,  welches  gewiss  zu  der  sehr  zu  wünschenden  en- 
gern literarischen  Verbindung  zwischen  Deutschland  und  Italien  bei« 
troeren  wird.  Aus  dem  vorliegenden  Bande  machen  wir  nur  auf 
folgende  Abhandlungen  aufmerksam.  Flauti:  Analytischer  Beweis 
des  V.  euclidiseben  Postulats  und  desselben  Abhandlung  über  eine 
neue  und  zweck  massigere  Bezeichnung  der  krummen  Flächen  zwei- 
ter Ordnung.  Fortun.  Padula:  Betrachtungen  über  den  Wider- 
stand der  Stützpfeiler  und  andere  Abhandlungen  aus  der  ange- 
wandten Mathematik.  Capocci:  über  die  Finsteroiss  vom  8.  Juli 
1842  und  über  das  Funkeln  der  Sterne.  De  Vico:  über  den  Ring 
and  die  Satelliten  des  Saturns.  De  Lnea:  neues  System  der  To* 
nometrie 
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Physikalische  Abhandlungen  in  den  F8rhandiin£ar  rid 
de  skandinaviske  Naturforskarnes  3*J«  mttte,  1  Stock- 
holm, 1842. 

S  68—80.  Historische  Darstellung  dessen,  was  seit  dem  Anfange 
des  vorigen  Jahrhunderts  bis  zu  unserer  Zeit  für  die 
Theorie  des  Erdmagnetismus  geleistet  worden  ist; 
vom  Prof.  Hanstcen. 
S  283  —  302.  Ueber  die  Gesetze  der  Fortpflanzung  des  Lichts  in 
isophanen  und  einachsig  krystallisirten  Medien;  von 

0.  J.  Broch.  „oi* 

S  315—318.    lieber  ein  neues  Luftthermometer;  von  L.  Holten. 

V310  —  3i<>  l'eber  die  Variation  der  Dichtigkeit  in  ein  und  der- 
selben Abtheilung  einer  Flüssigkeit  in  Bewegung; 
von  P.  Lagerhjelm. 

S  351  —  356  Deber  die  Ausdrhnuug  prismatischer  Korper  vermit- 
telst wirkender  Kräfte,  zunächst  mit  Rucksiebt  auf 
den  Einfluss  der  Zeit;  von  C.  CS.  Hummel.  , 

S.  399-  432.  Kritische  nnd  experimentelle  Prüfung  von  Fara- 
day's  „Abhandlung  über  die  Quelle  der  Kratt  in 
der  Voltaischen  Säule",  und  Rechtfertigung  der  Con- 
taettheorie  gegen  die  Einwendungen  in  dieser  Ab- 
handlung; von  C.  M.  Puulsen. 

S. 433— 438.  Einige  Beobachtungen,  betreffend  den  Wärmestofl 
uud  dessen  Theorie;  von  A.  J.  Angström. 

S  439  i47.    Versuche  mit  der  Electricität,  welche  sich  beim  l  eher- 

gange  verschiedener  flüssiger  Körper  in  Dampf  ent- 
wickelt, mit  besonderer  Berücksichtigung  von  deren 
Verhalten  zur  Contactelectricität;  von  P.  S.  Munck 
von  Rosenshöld. 

8  477  —482.  lieber  die  Anwendung  von  Quelleoteroperaturbeobach- 
tungen  zur  Bestimmung  der  Erdwärme;  von  P.  A. 
Siljeström.  . 

S  487—492.  Versuche  mit  einem  lebenden  Zitteraale  in  London 
1841;  von  Carl  Palmstedt. 

Physikalische  nnd  mathematische  Abbandlungen  in  den 
Kongl.  (Svensk)  Vetensknps- Academiens  Handlingar. 

Für  1839,  Stockb.  1841: 
S.  139— 154.    Heber  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten;  von  A.  r. 

Svanberg. 
För  1840,  Stockb.  1842: 

Nichts. 
För  1841,  Stockh.  1842: 

S.65-74.   üeber  die  Integrale  JQ  von  C.J.Mal  msten. 

S.  89— 179.  Beobachtungen  über  das  Nordlicht  und  die  Verän- 
derungen, welche  die  erdmagnetiseben  Verhältnisse 
durch  den  Einfluss  dieses  Phänomeues  erleiden;  von 
A.  Siljeström. 

S.  187—196.  üeber  eine  Metbode,  sich  bei  Barometerbeobachtun- 
gen unabhängig  von  der  Dn Vollkommenheit  des  Va- 
cuums  im  Barometer  zu  machen;  von  N.  G.  Sef- 
ström. 
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Physikalische  und  mathematische  Abhandlungen  in  Det 
Kongel.  Danske  Videnekabernes  Selakobs  naturviden- 
skabelige  og  math  ematiske  A fhand I i nger.  Kopenhagen. 
P  1841.    4.    Bund  VIII. 

8.  XIX — XXIV.   Auszug  aus  einer  Abhandluug  des  Prof.  Ramns 

über  die  periodischen  Kettenbruche. 
8. XXXI— IV.    Etatsr.  Oersted  legte  eine  Abhandlung  über  die 

Wasserhosen  vor. 
8. XMV — V.    Mathematisches  vom  Prof.  Jürgensen. 
S.  LXXII  —  IV.   Derselbe  legte  eine  Abhandlung  vor  über  die 

allgemeinen  Principien  einer  Theorie  der  Integrale, 

deren  Differentiale  algebraisch  sind. 
S.  LXXXV1U  —  IX.    Hausteen,  Abhandlung  über  die  von  der 

Stellung  des  Mondes  abhängigen  Veränderungen  in 

der  magnetischen  Intensität  der  Erde. 
S.  1  — 15.    Deber  die  Zerlegung  einer  Classe  von  Functionen; 

von  Chr.  Jörge nsen. 
S.  17—26.    Deber  die  Summation  der  transcendenten  Functionen, 

deren  Differentiale  algebraische  sind;  von  demselb  en. 


Anzeige. 


Der  systematisch  geordnete  mathematische  Katalog  mei 
antiquarischen  Lagers  ist  im  September  d.  J.  erschienen  und 
sowohl  vom  Unterzeichneten  als  auch  durch  alle  Buchhandlungen 
und  Antiquariats- Geschäfte  zu  beziehen. 

Halle  im  November  1843. 

J.  F.  Lippert. 


Druckfehler. 


Im  dritten  Hefte  muss  S.  351.  Z.  %  perspectiv! sehen  statt 
projectivischen  gelesen  werden. 
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